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超可積分なマイナス２次の同次式ポテンシャル系

国立天文台・理論研究部 吉田春夫 (YOSHIDA Haruo)

概 要 同次式ポテンシャル系が超可積分となるための必要条件が Maciejewski et al. (2008) に

よって得られた．この必要条件は同次式ポテンシャルの次数 k が k = 2 及び k =－ 2 のとき特別な

形をとる．ここではこの必要条件を特殊な方法で満足する,マイナス 2次の同次式ポテンシャルの系

列を導出する．この系列は 3 粒子 Calogero-Moser 系を一般化したもので，実際に超可積分であるこ

とが示される．

1 超可積分系とは

自由度 nのハミルトン系において n個の包合系をなす独立な第１積分が存在するとき，系は可
積分と呼ばれる．可積分系においては一般にエネルギー曲面がコンパクトならば，解は n次元トー
ラス上の準周期運動となることが知られている．可積分系のなかでさらに n − 1個の独立な第１
積分を持つものは超可積分系（super-integrable systems）と呼ばれる．超可積分系においては 2n

次元の相空間に 2n− 1個の独立な第１積分が存在することから，有界な軌道はケプラー問題にお
ける楕円軌道のように全て周期軌道となる．自由度１のハミルトン系は常に可積分であり超可積
分でもある．自由度２のハミルトン系ではハミルトニアン以外の第１積分が１つ存在すれば可積
分，２つ存在すれば超可積分となる．
超可積分系の代表的な例としてはケプラー運動（平面，空間，n次元），等方調和振動子，Calogero-

Moser系等が知られている．超可積分ではない通常の可積分系の例としては振動数比が無理数の
２次元調和振動子，一般の中心力場における質点の運動等がある．

2 マイナス２次の２次元同次式ポテンシャル系

マイナス２次の２次元同次式ポテンシャル系は常に可積分である．実際，ハミルトニアン

H =
1

2
(p21 + p22) + V (q1, q2), V (αq1, αq2) = α−2V (q1, q2) (2.1)

を極座標 (r, φ)で表現すると，V = r−2U(φ)と書けることから

H =
1

2

(
p2r +

p2φ
r2

)
+

U(φ)

r2
=

1

2
p2r +

1

r2

(
1

2
p2φ + U(φ)

)
(2.2)

となり，この形から

Φ =
p2φ
2

+ U(φ) =
1

2
(q1p2 − q2p1)

2 + (q21 + q22)V (q1, q2) (2.3)

が常に第１積分となることが確認できる．この事実は Jacobi (1804-1851) による．つまりマイナ
ス２次の２次元同次式ポテンシャル系は可積分か超可積分であり，他の次数の同次式ポテンシャ
ル系に比べて超可積分となる可能性が極めて高いことが分かる．
例としてポテンシャル

V =
1

q21
+

1

q22
(2.4)
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を考えると，この場合の第１積分は (2.3)で与えられる

Φ1 =
1

2
(q1p2 − q2p1)

2 + (q21 + q22)

(
1

q21
+

1

q22

)
(2.5)

および

Φ2 =
1

2
(p21 − p22) +

1

q21
− 1

q22
(2.6)

があり，超可積分となる．
より意味のある例として，自由度 3 のハミルトン系（3粒子 Calogero-Moser 系）

H =
1

2
(p21 + p22 + p23) +

1

(q1 − q2)2
+

1

(q2 − q3)2
+

1

(q3 − q1)2
(2.7)

から自由度を１減らして運動量積分を無くした自由度２の系のポテンシャル

V =
1

(
√
3q1 − q2)2

+
1

(−
√
3q1 − q2)2

+
1

(2q2)2
∝ (q21 + q22)

2

(−3q21q2 + q32)
2

(2.8)

は，先の (2.3)以外にもう１つの第１積分

Φ = p31 − 3p1p
2
2 +

2(8p2q1q
3
2 + p1(−3q41 + 6q21q

2
2 + q42))

(−3q21q2 + q32)
2

(2.9)

を持つ．つまり超可積分である．

3 同次式ポテンシャル系の超可積分性の必要条件

V (q)を整数 k次の 2次元同次式ポテンシャルとするとき，運動方程式　

q̈ = −V ′(q), q = (q1, q2) (3.1)

は一般に原点を通る直線解
q = c φ(t) (3.2)

を持つ．ここで φ(t)は微分方程式
φ̈+ φk−1 = 0 (3.3)

を満足し，また定数ベクトル cは代数方程式

c = V ′(c) (3.4)

の１つの解である．点 cはダルブー点と呼ばれる．この直線解 (3.2)の周りの変分方程式

ξ̈ + [ϕ(t)]k−2V ′′(c)ξ = 0, ξ = (ξ1, ξ2) (3.5)

は座標回転によるヘッシアン行列 V ′′(c)の対角化

V ′′(c) =

(
λ 0

0 k − 1

)
(3.6)

によって変数が分離される．系の超可積分性はこの非自明な固有値 λ に次の制約を与える．
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定理 1 (Maciejewski-Przybylska-Yoshida [1]). 整数次数 k 次の２次元同次式ポテンシャル系が超
可積分であるとする．つまりハミルトニアンと独立な第１積分 Φ1,Φ2 が存在すると仮定する．こ
の時，次数 kが |k| ≥ 3なら

λ ∈
{
k − 1

2k
,
k − 1

2k
+ k,

k − 1

2k
+ 3k,

k − 1

2k
+ 6k, . . .

}
　 (3.7)

である必要がある．また k = ±3,±4,±5の時には付加的な点列が加わる．一方，|k| ≤ 2の時は以
下の値をとる必要がある．

• k = 2 : λ = (l/m)2 0でない有理数の 2乗

• k = 1 : λ = 0

• k = −1 : λ = 1

• k = −2 : λ = 1− (l/m)2 1− (0でない有理数の 2乗)

この必要条件はMorales-Ramisによる可積分性の必要条件 [3][4]にさらに制約を加えた形とし
て得られたものである．この必要条件は k = ±2の場合に特別な形を取る．つまり k = ±2の時に
超可積分となる可能性が大きいことを示唆している．実際，k = +2の時に，超可積分性の必要条
件は λ = (l/m)2 の形をとるが，この条件を満たす２次の同次式ポテンシャルの例は，振動数比が
有理数の２次元の調和振動子

V (q1, q2) =
1

2
(l2q21 +m2q22) (3.8)

で実現される．この系での λの値は２つの直線解に対応して

λ1 = (l/m)2, λ2 = (m/l)2 (3.9)

である．この系は明らかな第１積分

Φ1 =
1

2
(p21 − p22) +

1

2
(l2q21 −m2q22) (3.10)

以外に，もう１つの第１積分

Φ2 = (p1 + ilq1)
m(p2 − imq2)

l (3.11)

を持ち，これが系の超可積分性を保証している．さて同じような状況がもう１つの特別な次数
k = −2でも起きるのであろうか？

4 超可積分性の必要条件を満たすマイナス２次の同次式ポテンシャル系

ポテンシャルと直線解を平面極座標 (r, φ)を用いて表現する．k次の同次式ポテンシャルは極座
標を用いて

V (r, φ) = rkU(φ) (4.1)

と表現される．また直線解 (3.2)は

φ = const. = φ0, U ′(φ0) = 0 (4.2)
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という条件で与えられる．極座標で表したポテンシャル V のラプラシアンの表式は

∇2V = k2rk−2U(φ) + rk−2U ′′(φ) (4.3)

なので，これからヘッシアン行列 V ′′(c)の非自明な固有値 λの表式

λ = trace[V ′′(c)]− (k − 1) = ∇2V (c)− (k − 1) = 1 +
U ′′(φ0)

k U(φ0)
(4.4)

が得られる．
k = −2の時の超可積分性の必要条件は

λ := 1 +
U ′′(φ0)

(−2) U(φ0)
= 1− (l/m)2 := 1− s2 (4.5)

であった．但し sはゼロでない有理数を表す．これから U ′(φ0) = 0となる全ての φ0に対して

U ′′(φ0)

(−2) U(φ0)
= −s2 (4.6)

が条件となることが分かる．今，従属変数の変換

U(φ) =
1

[f(φ)]2
(4.7)

を行うと，関係式
U ′′(φ0)

(−2) U(φ0)
=

f ′′(φ0)

f(φ0)
(4.8)

から
f ′′(φ0) = −s2f(φ0) (4.9)

が得られる．ここでさらに考えるポテンシャルは直線解を定める全ての角度 φ0に対し同じ有理数
sをとると仮定する．この関係式を満足する 最も簡単な関数 f(φ) は，明らかに微分方程式

f ′′(φ) = −s2f(φ) (4.10)

の解である．これは線形振動の方程式でその２つの解は

f (1)(φ) = sin(sφ), f (2)(φ) = cos(sφ) (4.11)

である．これからポテンシャルの角度依存部分は

U (1)(φ) =
1

sin2(sφ)
, U (2)(φ) =

1

cos2(sφ)
(4.12)

そして極座標で表したポテンシャルは

V (1)(r, φ) =
1

r2 sin2(sφ)
, V (2)(r, φ) =

1

r2 cos2(sφ)
(4.13)

と求められる．
以上，超可積分性の必要条件を，最も簡単に満たすポテンシャルの２系列 V (1)(r, φ), V (2)(r, φ)

が得られたが，そのうち V (1)(r, φ)の直交座標における表現は，sが整数 nの場合

Vn =
1

r2 sin2(nφ)
=

(q21 + q22)
n−1

[Im(q1 + iq2)n]2
(4.14)
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であり，その最初の数例は

V1 =
1

r2 sin2(φ)
=

1

q22
(4.15)

V2 =
1

r2 sin2(2φ)
=

(q21 + q22)

4q21q
2
2

(4.16)

V3 =
1

r2 sin2(3φ)
=

(q21 + q22)
2

(−3q21q2 + q32)
2

(4.17)

V4 =
1

r2 sin2(4φ)
=

(q21 + q22)
3

(q1q2(q21 − q22))
2

(4.18)

である．V2はポテンシャル (2.4)に，そして V3はポテンシャル (2.8)に一致する．そしてこのポ
テンシャルの系列は全て超可積分であることを示すことができる．実際の超可積分性の証明，す
なわち (2.3)以外の第１積分の表式については文献 [2]およびその参考文献を参照せよ．
このように先に得られた超可積分性の必要条件 [1]は，実際に超可積分となるポテンシャルの系
列を探し出すのに有用な「役に立つ」必要条件であると結論できる．
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