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I 緒 主主
仁コ

最近のわが国農業をとりまく内外の諸情勢を見る

と，極めて厳しいものがあり，開放経済体制への変革

の大勢は否定しえない.圏内的にも種々の規制緩和が

行われつつあり，農産物市場をめぐる国際的かつ圏内

的な産地問競争が種々の形で激化するものと考えられ

る.このような状況の下で，産地問競争に関する具体

的かっ計量的な分析法を確立することが必要となろ

つ.

産地問競争に関する具体的かっ計量的な分析法のー

っとして空間均衡分析がよく知られている.特別の制

度的，技術的な制約条件がなければ，地理的に分離し

た多くの産地および市場開で価格格差が単位輸送費を

上回る限り生産物は高価格を求めて産地および市場聞

を移動し，その過程をとおして各産地の価格と供給量

および各市場の価格と需要量が調整され，ついには産

地および市場開の価格格差が単位輸送費に等しいかそ

れ以下である多数産地および市場の同時均衡が成立す

る.多数の主体聞に成立するこのような競争均衡状態

を求める問題を線形なしい非線形計画法における最大

化問題として定式化しうることを示し，その最大化問

題を解いて具体的かつ計量的に競争均衡状態の分析を

行うのが空間均衡分析のおおまかな内容である.具体

的な問題の定式化は様々であるが，以後の説明を理解

しやすくするために，空間均衡分析の極めて簡単な例

をあげておこう.
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たとえばある農産物の産地が三つあり，第i産地の

供給量5iはその産地での価格P5iの関数として次のよ

うに要約されるものとしよう.また市場が三つあり，

第j市場の需要量Djはその市場での価格PDjの関数

として次のように要約されるものとしよう.さらに第

i産地から第f市場への単位輸送費 ti)s次のとおりで

あるものとする.

51三一1.0+0.5P51 

f込二一1.5十0.6P5，
5，=-2.0+0.7 P5， 

Dl二 10.0-0.6PDl 

D，= 8.0-0目5PD，
D3= 6.0-0.4 PD3 

tll =0.31 t12=0.25 t13二 0.43

t21 =0.36 ら2二 0.31 ら=0.28

仏=0.40 t32二 0.23 t，，=0.35 

このような条件の下で自由な産地問競争が行われる

ものとすれば第 i産地から第j市場への出荷量九は

どのような値で均衡し，また第 i産地における価格

P5，と第j市場における価格PDjはどのような値で均

衡するであろうか.空間均衡分析の理論によると，こ

のような均衡状態は次のような二次計画問題を解くこ

とによって得られる.つまり均衡価格は
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双対変数

PD1 P51 壬0.31 (Xl1ミ0)

PD1 -P52 三五 0.36 (X21 ミ0) 

PD1 -P53壬0.40 (X31ミ0)

PD2 P51 壬0.25 (X12き0)

PD2 P5， 豆0.31 (X22 主主 0) 

Iそ'D2 P53壬0.23 (X32と0)

PD3 -P51 三三 0.43 (X13 と0) 

PD3 P5， 壬0.28 (X23ミ0)

PD3 P53 ~五 0.35 (X33主 0)

PD1 ミ0， l'D2 ;;; 0， PD3 主主 0， P51 ミ0， P52 語。
P53 ;;; 0 なる条件の下でIJ的関数/

f = (10.0PD1 -0.3PD1')十(8.0PD2-0.25PDi) 

+( 6.0PD3 -O.2PD/)-( -l.OP51十0.25P5/)

( -l.5P5，十0.3P5i)-( -2.0P53 + 0.35P5/) 
を最大にするPD1，PD" PD3， P51， P52・P53を求めよ

なる二次計画問題を解くことによって，また出荷量ん

はこの二次計画問題を解くために各制約条件式に対応

して導入される双対変数と呼ばれる一種の補助変数

(ラグランジュの乗数)んの値として得られる.従っ

て二次計画問題の解法もこのような双対変数の債が求

まるようなものでなければならない.

容易に分かるように目的関数fは各需要関数の価

格に関する不定積分の合計から各供給関数の価格に関

する不定積分の合計を守|いたものとなっている.目的

関数には経済学的な意味づけがなされることが多い

が，その意味づけとは無関係に，この二次計画問題を

解くことによって競争均衡解が得られるという保証は

次の点にある.つまりこの二次計画問題の最適解がみ

たすべき必要十分条件(最適条件)を双対変数 Xijを導

入して定式化すると，その最適条件が正に産地聞の競

争均衡のみたすべき条件と一致する.逆にいうと，こ

のことは極めて重要なことであるが，その最適条件が

求めるべき競争均衡の条件に一致するような最大化問

題を人為的に工夫し，その最大化問題を解けばよいの

である.二次計画法の数学理論によると，上述の二次

計画問題の最適条件は次のとおりである(カッコ内は

その解釈).

PDJ-1'5， 三五 /<J， X'j (PDj-P5，-I，J) 士 。
t"lj 孟0， PD， 与三 0， P5， 星。

(価格差は，単位輸送費んに等しし功〉それより小

さく，小さい場合には出荷 Xijはゼ、ロであり，出荷

んが正ならば等しい:んの値は上述のとおり)

。/
=DJ 三五 X1J + X2J + X3 oPD
J 

~， ~ ~"δ 

PDj(D，-XIJ-X2j-X3J) = 0 

(市場の需要量はその市場への総入荷量を越える

ことはなく，市場における価格が正ならば需要量

と総入荷量は等しし需要量が総入荷量より小さ

ければその市場価格はゼロである)

of 一Eち;ニ'"主 λi1-.A12 ん i3

P5，( -5，+xi1 +x"十X'3)= 0 

(産地から各市場への総出荷量はその産地の供給

量を越えることはなく，産地価格が正ならば供給

量と総出荷量とは等しく，総出荷量が供給量より

小さければ産地価格はゼロである)

このような関係が i，j= 1， 2， 3について成立

する.

後のIIIで述べるような二次計画問題の解法で具体的に

この問題を解くと次のような最適解が得られる.この

ような競争均衡の状態は与件の変化によって，たとえ

ば各市場における需要構造や各産地における供給構造

の変化または輸送手段の発達による輸送費の変化に

よってどのような影響を受けるのであろうか.二次計

画問題の解法としては，このような与件変化の影響を

追跡しやすいものが望ましい.

PD1 = 8.8691， PD，二 8.6991，PD3 = 8.7891 

P51=8.5591， P5，二 8.5091，P5，=8.4691 

Xl1 =3.2795， X12=0 ， X13=0 (51=3.2795) 

Xzl = 1.1211，ゐ，=0 ， Xz3=2.4844(5，=3.6055) 

為1= 0.2779，為，=3.6505，為3=0 ($， =3. 9284) 

W1=4.6785) W，=3.6505) W3=2.4844) 

たとえば第 1の市場における需要関数，D1=10.0 

-0.6Pg，が何らかの与件変化により上方にシフトし

て定数項 10.0がしだいに 20.0まで(需要関数がD1=

20.0-0.6 PD1となるまで)増加すると，競争均衡解は

上述の値からそれぞれ次のような値へ直線的に変化

し，各産地の供給量と全ての価格が上昇するが，第1

の市場の需要量がかなり増加するのに反して他市場の

需要量は減少することが分かる.
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PD1 = 11. 899， PD， = 11. 729， PD，二11.819 

PS1 = 11. 589， P5， = 11. 539， P5，ニ 11.499

xll =4. 7947， x1，=0 ， x13=O (SI =4. 7947) 

ゐ:二4.1514，ゐ，=0 ， Xz3二1.2722(5，二5.4236)

為1=3.9143，為2二 2.1353，X，3=0 (5，=6.0496) 

(D1 = 12.8604) (D，士 2.1353) (D3 = 1. 2722) 

この例では一つの生産物だけを取り上げ，需給構造

を線形の需要関数と供給関数で要約しているが，複数

の生産物を同時に考慮し，供給構造を非線形の供給関

数や線形計画等の活動分析で要約したり，需要構造を

非線形の需要関数で要約したりすることも可能で、あ

り，また最大化問題の変数(原変数)として価格では

なく数量(需給量および出荷量など)を用い競争均衡

価格を補助的な双対変数の値として求めることもでき

る.このように実際には様々の問題の定式化が可能で

あるが，空間均衡分析の基本的な考え方はこの例でお

およそ明らかになったものと考えられる.

以上のようにして求められた競争均衡解に基づい

て，制度的条件の変化や生産および需要構造の変化，

輸送技術の変化等が産地問競争にどのような影響を与

えるかが分析されるのである.このような分析は競争

均衡解がただ一つであるという暗黙の前提の下で行わ

れている.もしそうでなければ，得られた競争均衡解

に基づいたそのような分析は意味がないか，または何

ちかの修正をせざるをえないからである.この重要な

競争均衡解の一意性の問題は従来の空間均衡分析にお

いてはどのように扱われてきたのであろうか.

空間均衡分析はEnke(1951)， Samuelson (1952) 

に始まり Takayamaand Judge (1964 a， b)によっ

て実践的な二次計画問題として展開され，その後多数

の研究が行われ (Takayamaand Judge. 1971 ; Judge 

and Takayama. 1973)，わが国においても丸山(1967)， 

佐々木(1969，1970， 1971)，高山(1974)，永木(1977)， 

その他多数の研究が行われている.特にミルクマーケ

ティングの分野での実践的な研究 (Rayner，1975 

McDowell. 1982)が注目され，文献は省略するがわが

国においても林(1984)などこの分野の研究はよく行

われている.このような従来の研究を参照する限り，

また空間均衡分析に関与してきた研究者の話を聞く限

り，均衝解の一意性についての研究はあまり行われて

おらず，一つの均衡解を数値的に求めることだけです

ませていたようである.しかし，本当に均衡解の一意

性は保証されるのであろうか.たとえば佐々木(1970)

は高山崇氏への謝辞を述べるとともに， Takayama 

and Judge (1964 b. p. 83) と同様に，得られた均衡解

は一意の解であると述べているが，別稿の事例研究で

述べるように無数の解が存在するように考えられ，

佐々木(1969)にも同様の問題があるようである.他

の研究についてはまだ吟味していないが，おそらく同

様の問題がぢるのではなし功ミと考えられる.そこで本

稿では均衡解の一意性について理論的な研究を行うこ

ととし，事例分析は別稿に譲りたい.

以後IIで非線形計画問題の最適解としての競争均衡

解の一意性について分析し， IIIで二次計画問題の解法

について検討を行い，比較静学的分析や解の構造の研

究に適した効率的な解法について述べ，その解法に基

づいて二次計画法による競争均衡解の一意性について

分析し， IVで若干の結論を述べたい.

II 非線形計画問題の最適解
としての均衡解の一意性

これまでの説明から明らかなように，空間均衡分析

においては，競争均衡解は一般に非線形計画問題の最

適解として求められる.もちろん非線形計画問題の特

殊な場合として線形計画問題，二次計画問題も含まれ

ており，最適解の中には最適条件を定式化する際に補

助的に導入される双対変数の値も含まれている.空間

均衡分析で利用されるような非線形計画問題を最も一

般的に定式化すると次のようになるであろう.

gl(x) 壬o. g2(x) 壬O. ・・ • gM(x) 豆 0・・目(1)

なる条件の下で/(x)を最大にする xを求めよ.こ

こでx=(xlo ゐ…，Xn)'は四次元ユークリッド

空間の変数列ベクトル，ベクトルや行列につけた

プライム(')はその転置を示し，g l(x)， g 2(x)， 

"'， gM(x)，/(x)はn次元ユークリッド空間にお

いて定義され連続な偏導関数を持つ(従って微分

可能な)実数値関数である.実変数 Xl' .¥2， …， xn 

の非負条件，つまり -x1三五0，一ゐ壬0，…，ーらさ言。

も必要な場合には上の M個の制約条件の中に含

めて考える.

また説明を簡潔にするために次のような表記法を導入

しておこう.つまりそれぞれの関数の偏導関数を

些主)二 11(x) 主l(x)= g11(x) 
υλ oλl 

O，円、
」主 =/2(x)
0λ2 

o/(x) 
三7一=ん(x)
Oλn 

些l(x土=g1
2
(x)。λ2

og1(主L~:.\A) = gln(x) 
0λn 
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というふうに表し，xのある特定の値 XU=(x~ ， xg， "'， 

x~) ，におけるそれらの偏導関数の値を

fj(xO) g1j(xO) 

fk(O) gh (XO) 

fn( XO) g1nCrO) 

と表し，それらを列ベクトルの形で表したそれぞれの

関数の x二がにおける勾配 (gradient)を

マf(xO)= 

g1j(xO) 

glz(xO) 
マgl(xO)= 

gln(xO) 

というふうに表すことにする.

1.制約想定の考察

このような表記法を利用して上述の非線形計画問題

の最適解の性格について考察してみよう.よく知られ

ているように，上述の条件(1)の下である x=ががf(x)

を極大(localmaximumであり最大ではない)にする

ための必要条件を示す定理として FritzJohnの定理

がある.この定理はf(x)とgl(x)， g 2(x)，…， gM 

(x)の微分可能性を仮定する以外には何の仮定もない

極めて一般的なものであり私達の問題にあてはめて考

えると次のように述べられている (Abadie，1967， pp. 

25~26). 

もしがが条件(1)の下でf(x)を極大にするなら

ば，すべてがOではない(少なくとも IつはOで

ない)次のような実数 U(H Ul' Uz，…，Ur.tが存在

する

UO ;;; 0， ltj 孟0， u， ミ0， ・ U . ..， 主主 0 

110マf(xO)二lIj V'gl(xU)十112マg2(xO)+ 

…+U'"ヤgM(xO) (2 ) 

Ujgl(xO)=O， u2g2(xO) =0，・，

u...，gM(xO) = 0 

gl(xO) 三五0，g2(xO) 三0， ・" gM(xO) 豆O 

この FritzJohnの定理は若干強い形に変形(つまり

U1， U2， l4.1の全部て、なくその一部分と的の中に少

なくとも 1つOでない値があるよう変形)しうること

が知られているが，ここではそのことにふれる必要は

ない (Mangasarian，1969， pp. 99~ 101 ; Vajda， 1974， 

pp. 73~75). 

この FritzJohnの定理は，(2)式の的が正であるとい

う保証はないので，ここでいう非線形計画問題にとっ

鍾中目

ては，極めて一般的であるが利用しにくいものである.

しかし， Kuhn and Tucker (1951)は制約条件(1)の関

数gl(x)， g 2(x)， "'， gM(x)がある条件をみたすな

らば lfo=1としてよいことを示した.この条件は制約

想定(constraintqualification)と呼ばれている (Kuhn

and Tucker， 1951， p. 483). Kuhn and Tucker (1951) 

によって導入された制約想定はかなり厳しいもので

あったが，その後Arrowet al. (1961， p. 178のcon-

straint qualification W の概念とそれに関する定理)，

Abadie (1967， p. 29のqualifiedfor systemおよびP

34のsequentiallyqualified for systemの概念と関連

する定理)， Evans(1970，p.284のweaklytangentの

概念と関連する定理)等によって制約想定をかなりゆ

るめても lfo二1としてよいことが示され，最後に

Gould and Tolle (1971， p. 167の定理とその説明)に

よって的=1が成立するためには Evans(1970)の制

約想定が成立せねばならず，これ以上ゆるめることは

できないことが示された.なお制約条件(1)の関数

g l(x)， g 2 (x)，…， gM(x)が特にすべて凸関数(con-

vex function)であるならば，均三1が成立するために

はArrowet al. (1961)によって導入された constraint

qualification W が成立せねばならず，これ以上ゆる

めることはできない (Arrowet al.， 1961， p. 182の

theorem 2). 

上述のような制約想定のどれかが成立すれば的=1

としてよいが，それらの制約想定が成立するための十

分条件が具体的に検証しうる形でいくつか示されてい

る (Arrowet al.， 1961， p. 183のtheorem3 : Abadie， 

1967， p. 29のtheorem3 : Mangasarian， 1969， chap-

ter 7 : Vajda， 1974， chapter 4).そして均二1とした

時の(2)式は，変数 X1，~，… ， xnの非負条件を制約条件

(1)に含めているので表現は若干異なるが， Kuhn 

Tuckerの最適条件と呼ばれているものと全く同じ

である (Kuhnand Tucker， 1951， pp. 482~483). 

2.凸計画問題の定式化

空間均衡分析においては上述のような制約想定の少

なくとも 1つが成立するものとして分析を進める.こ

のことは極めて重要な点であるから十分注意しておか

なければならない.なお制約条件(1)の関数gl(x)， 

g 2(x)， "'， gM(x)がすべて線形であれば，よく知ら

れているように上述のすべての制約想定が成立する.

制約想定が成立する場合を考えるのであるから次の命

題が成立する.

あるがが条件(1)の下でf(x)を極大にするならば

Kuhn~ Tuckerの最適条件が成立する.つまり，あ
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る数 Ul> 10， !4Jが存在して

U1 主主 0，U2;;' 0， ・・，UM 孟O

v' l(xO) = U1マgl(XO)十U，マg2 (XO)十・

十UMV' gM(xO) 

u1g1 (XO)ニ 0，u，g2 (XO) = 0， "'， 

uMgM(xO) = 0 

!?"1 (XO)豆 0，g2 (XO)三 0，・，gM(xO)豆 O

なる式が成立する.なお x" ら・ ，xnを原変数

(primal variable)と呼ぶのに対して Ul'~，…， 

!4Jは双対変数 (dualvariable) と呼ばれる.

このようにあるがが条件(1)の下でI(x)を極大にす

ればKuhn-Tuckerの最適条件が成立し，この Kuhn

Tuckerの最適条件が正に競争均衡のみたすべき条

件と一致するように非線形計画問題が工夫して作られ

るのである.この点は極めて重要な点である.繰り返

し述べておくが，空間均衡分析で分析の対象とされる

競争均衡状態のみたすべき条件と Kuhn-Tuckerの最

適条件とが一致するように制約条件(1)と目的関数/

(x)を工夫し非線形計画問題を作るのである.そうす

ることによって，その非線形計画問題を解くことがで

きれば競争均衡解が得られるという寸法である.しか

し，もし条件(1)の下でf(x)を極大にし Kuhn-Tucker 

の最適条件をみたすがが唯一つではなく複数個存在

するとすればどうであろうか.もしそうであれば，ど

のXOが現実に安定した真の均衡を与えるのか，極めて

困難な問題が生じることとなる.従って空間均衡分析

においてはf(x)を極大にするがができれば唯一つで

あるように非線形計画問題を工夫することが要請され

る

このような要請は，制約条件(1)の下でのf(x)の極大

点が最大点、でもあり，最大点はできれば唯一つである

ようにすることで達成されよう.つまり Kuhn

Tuckerの最適条件をみたすがは， (1)式の条件の下で

f(x)を最大にし，上述の非線形計画問題の最適解とな

るように工夫するのである.よく知られているように，

制約条件仙の関数gl(x)，g2(x)，…， gM(x)がすべ

て凸関数であり，かつ目的関数f(x)が凹関数 (con.

cave function)であるならば， Kuhn-Tuckerの最適

条件をみたすがは(1)式の下でf(x)を最大にする

(Kuhn and Tucker， 1951 ; Mangasarian， 1969， pp 

93-95) .従って通常空間均衡分析においては関数

g l(x)， g 2(x)，…， gM(x)は凸関数であり f(x)は凹

関数であるものとして分析を進める.

なおf(x)を最大にするということは(ーf(x))を最

小にすることであり ，f(x)が凹関数ならば (-f(x))

は凸関数である.従って最小化問題として定式化しな

おせば関数はすべて凸関数となる.そこでこのような

非線形計画問題は通常凸計画問題 (convexprogram司

ming problemまたは convexprogram) と呼ばれて

いる.今後空間均衡分析で利用される非線形計画問題

は以上のような理由により凸計画問題であるものとし

よう.かくて考察すべき問題は，凸計画問題における

Kuhn-Tuckerの最適条件をみたす解(原変数の値だ

けでなく双対変数の値も含めて考えることが極めて重

要である)が唯一つであるかどうかという，解の一意

性の問題である.

3. Kuhn-Tuckerの最適条件の定式化

Takayama and Judge (1971， chapter 2) も凸計

画問題の最適解の存在とその一意性について考察を

行っている.しかしこれから述べるように，双対変数

の値は全く考慮に入れられていないようであり，また

誤った存在定理が与えられているものと考えられる.

双対変数の値についての考察を容易にするために，原

変数 Xz，Xz， …， xnの非負条件を明示する形に上述の

Kuhn-Tuckerの最適条件を変形しておこう.このよ

うに変形された Kuhn-Tuckerの最適条件 (Vajda，

1974， pp. 79-80を参照)は Dorfmanet al. (1958， 

chapter 8)によって極めて興味深い経済学的意味づけ

がなされているものである.今制約条件(1)があ，ゐ

xnの非負条件を含んでいることを明示するために(1)式

を次のように表現しなおそう.

gl (x)豆0，g2 (x)壬0，"'， gm(x)手。
X1豆0，-x，壬0，"'， -xn壬0 ・一ー(1)

fニfこし m+n=凡f

すると Kuhn-Tuckerの最適条件は次のようになる.

ある数Ul，U2，・・¥Um， Vl， V2，・"Vnが存在して

U1 三0，1I2主 0，・ ，Um言。
U1 ミ0， v， 主主 0， ・・・ L'n主主 O 

マl(xO)= U1 V' gl(xO)十112マg2(XO)十ー

十Umマgm(xO)一(V1，1'"…，Vn)' 

u1g1(xO)二 0，u2g2(xO) = 0，ー ，umgm(xO) = 0 

X01111 = 0，Xo，1I， = 0， "'， XOnVn = 0 

gl (XO)壬0，g2(xO)手 0，ー，gm(xU) 豆 O

XOl 三三 0， -X02 ~五 0， "'， -XOn 三0 

なる式が成立する.

さらにある非負の数 y~ ， yg，…， yOm (スラック変数
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と呼ばれ原変数である)を導入して g1 (XO)孟0，

g 2 (XO)壬0，…，gm(xO)三却を

gl(xO)+yOI = 0， g2(xO)十y02= 0，…， 

gm(xO)+yOm二 O

と変形すれば結局Kuhn-Tuckerの最適条件は次のよ

うななじみ深いものとなる.つまり

XOj主主 0，X02孟0，…， xOnミOなる条件をみたす

非負べクトル -，0二(-，01，-，02， "'， XOn)'に対して

gl (XO)十yOI= 0， Yへと 0，UIミ 0，UlyOI = 0 
g2 (XO) + y02 二 0， y02 ~三 0， U， 主主 0，U2y02=0 

gm(xO)十yOm= 0， yOmミ 0，Um孟 0，UmyOm = 0 

マl(xO)+(VI， V2，…， Vn)' 二 UIV' gl(xO)十

U2マg2(XO)+・+Um V' gm( -，0) 

VI ミ0， ι'2 ~ 0， "'， L'n 主主 O 

XOJUl ニ 0，XO， V2 = 0，ー ，XOnVn=O

なる条件をみたす実数 y~， Ui， vj(i=l， 2・ m

j=l， 2…， n)が存在する.

このなじみ深いKuhn-Tuckerの最適条件を簡潔に表

すために次のような表記法を導入しておこう.つまり

gl(x)， g2(x)， "'， gm(x)をその要素とする m次列

ベクトル G(x)，'i1 g l(x)を転置した昭次行ベクトル

マgl(x) "同じく'i1g 2(x)二…， 'i1gm(x)'をその行
とする mXn行列'i1G(x)および n次列ベクトル V，

m次列ベクトルy，Uを導入する.

gl (x) V'gl(x)' 

g2(x) 1 マg2(x)' 
二 G(け， 1 1 = 'i1G(x) 

g附 (x) V'gm(x)' 

L'I UI 

1'2 U2 
υコ2ζ ， y = ， U 二

Vn Um 

するとKuhn-Tuckerの最適条件は簡潔に

G(x())十yOニ 0， XO孟0，yO ~三 O

'i1/(xO)+v=V'G(xO)'u， v~O ， U~三 O

XO' U二 0，. ..，，0' II = 0 

と表される.なお， 1組の変数巧，Vjの中の一方を他方

の相補変数と呼び，同じく Yi'Uiの中の一方を他方の相

鍾相

補変数と呼ぶ(i=1，2，…， m; j=l， 2，…， n). 

4.凸計画問題の原変数および双対変数の最適解の

一憲性

このように変形された Kuhn-Tuckerの最適条件を

利用して，まず最初に， Kuhn-Tuckerの最適条件をみ

たす解XO=(x?， xg， '..， x~)'および yO= (y1， yg， 

yも)，の値が，つまり原変数の値がたとえ唯一つであっ

ても，双対変数 U=(UH U" Um) ，および V=(VH 

h …， Vn) ，は唯一つの値をとるとは限らず，無数の値

をとりうる場合があることを明らかにしておこう.今

次のような場合を考えてみよう.条件付)， (ロ)，けが成

立するような場合には Uh~，・・ ， Usおよび九十l'Vk+Z， 

…，らは唯一つの値でなく無数の値をとりうる.

(イ)x?， Xs，…， x2(0三五h豆町)は正の値であり X2+1'

X2+2'…， X~は O である.また町三 V，=…三九=0

であり，ら+l' Vk+2' Vnは正の値てるある.

(ロ)y1， yg，…， y~(O~五 s 孟 m) は O であり Y~+B yg+2' 

y弘は正の値である.また Uh~， Usは正

の値であり Us+lt US+2' UmはOである.

付正の値をとる原変数の個数 k+(m-s)は制約

条件式の個数m より小さい.つまり k+(m

s) <m，よって k<sである.なお n<s十(n-k)

が成立する点、に注意.

つまり Kuhn-Tuckerの最適条件に含まれる関係式

マl(xO)+(VI，L'2， "'， Vn)'二

UIマgl(xO)+u2マg2(XO) +・・・+umV'gm(xO)

はこの場合より具体的に

II(xO) 

12(xO) 

gll(x
O) g21(xO)…gsJ! XO )liuI 

g12(x
O) g22(xO)ー .gS2 (XO) 11 U2 

ん(XO) glた(XO)g2k(XO)"'gSk(XO)J LUs 

[UI U2・・...Us l'孟 O

Vk+ 1 

Vk十2

Vn 

十

ん+1(XO) 

ん+2(XO) 

ん(XO)

…gSk+1 (xO)li UI 

'gSh2(XO) 11 U2 

...gSn(XO) J L Us 

.. (ニ)

glれ I(XO)g2ト I(XO)... 

glkdxO) g2たdxO)…

gln(XO) g2n(x
O)…-

[Vk+l Vk+2・…..vnl'ミ0 ・ー…・・(ホ)
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と表される.そして k<sより{ニ)の行列の s個の列は

一次従属となり，たとえば最後のs列が他のいくつか

の列の一次結合として表されるものとすれば，Usの値

をある一定の範囲で変化させて考えれば明らかなよう

に，(ニ)および(村をみたす U1，Uz， …， Us， Vk+l' Vk+2， 

Vnの値は無数に存在することが分かる.

なお条件(イ)を i"'Vk+l' Vk+2' Vnは非負でこの中

のいくつかは正の値である」と書きかえ，条件(ロ)を「…

Ul' Z0"…， Usは非負でこの中のいくつかは正の値であ

り..Jと書きかえると， (ニ)および(ホ)をみたす Ul' t令，

Us， Vk+1' Vk+2' Vnの値は，n<s+ (抑制が成

立しているので，場合によっては無数に存在しうるこ

ととなる.さらに条件付を「…k+(m-s)は制約条件

式の個数m以上である.つまり k+(m-s)孟m，よっ

てhミsである.なお η孟5+(n-k)一」と書きかえて

もやはり場合によっては無数に存在しうる.

このように Kuhn~Tucker の最適条件をみたす原変

数の値が唯一つしか存在しない場合でも，双対変数の

値は無数に存在しうるのである.このことは空間均衡

分析にとって極めて重要な点であり， Takayama and 

Judge (1971)をはじめこれまでの研究者が見落として

きた点であるように思われる.

Kuhn~Tucker の最適条件をみたす原変数の値が唯

一つしか存在しない場合でも双対変数の値は無数に存

在しうることは，次に述べる命題や，シンプレックス

法によって線形計画問題の最適解を求め，退化した解

と(最大問題の時)すべて正の非基本変数のシンプレッ

クス基準が得られるならば，通常双対解法の計算法に

従って基底変換を行い，原変数の値を変えることなく

異なったシンプレックス基準を得ることができる，と

いうよく経験する事態を考慮すれば直観的にも明らか

であろう.その命題とは次のようなことである.

つまりあるがが上述の凸計画問題の最適解である

ための必要十分条件は，そのがが次の線形計画問題の

最適解であるということである.上述の凸計画問題の

制約条件(1)の関数gl(x)，g2(x)，一，gm(x)をそれ

ぞれx=がにおけるその接平面 (tangentplane)でお

きかえ，また目的関数f(x)をその接平面から定数項を

除いたものでおきかえることによって次のような線形

計画問題が得られる.

[ ¥7 g 1 (XO) ] ， x豆[マg1 ( XO ) ]， XO -g 1 ( XO) 

[¥7g2(xO)]'x豆[マg2(xO)]'xO-g2(xO) 

[ ¥7 gm ( XO) ]， x壬[マgm(xO)]'xO-gm(xO) 

x主O

なる条件の下で [¥7f (XO) ]沈を最大にする.

この線形計画問題において xこがの時 m個の制約条

件は容易に分かるように

g l(xO)壬0，g2(xO)壬0，・，gm(xO)壬O

となる.これらのことに注意すれば明らかなように，

x=XOが上述の凸計画問題の最適解であるならば，上述

の Kuhn~Tuckerの最適条件が成立し，その Kuhn

~Tucker の最適条件はちょうどそのががこの線形計

画問題の最適解であるための必要十分条件と一致す

る.逆にある x=XOがこの線形計画問題の最適解であ

るならば，そのための必要十分条件は容易に分かるよ

うに上述の Kuhn~Tuckerの最適条件と一致し，従っ

てそのがは上述の凸計画問題の最適解である.なお制

約条件が線形の場合に同様の命題が二階堂 (1960，

259~260 頁)によって与えられている.

5.最適解の存在とその一意性に関する命題

次に上述の凸計画問題の最適解の存在とその一意性

について別の観点から考察してみよう.今制約条件(1)

をみたす xが少くとも一つ存在し， (1)式をみたす xの

集合が n次元ユークリッド空間の有界閉集合である

ならば，f(x)は連続関数であるから，Weierstrassの最

大値最小値の定理(入江， 1957， 96および 101頁:

Mangasarian 1969， p. 189 and p. 198)によってよく

知られているように，あるがが(1)式の下てソ(x)を最

大にする.また制約条件(1)も f(x)も線形である線形計

画問題においては次の命題が成立する.

(1)式をみたす xが少くとも 1つ存在し，f(x)が(1)

式の下で上方に有界であるならば，あるがが(1)式

の下でf(x)を最大にする (Mangasarian1969， p 

130). 

さらにIIIで説明するように，制約条件(1)が線形でf(x)

が二次式である凸計画問題，つまり二次計画問題にお

いても線形計画問題の場合と同じ命題が成立するもの

と考えられる.

線形計画問題および二次計画問題の場合，特殊な制

約条件(1)と特殊なf(x)のゆえに，(1)式をみたすxの集

合は n次元ユークリッド空間の閉集合ではあるが有

界とは限らないにもかかわらず， (1)式の下でf(x)が上

方に有界であればあるががf(x)を最大にする.この

ような特殊な場合を別にすれば，次のような命題が成

立する保証は何もない.

(1)式をみたすxが少くとも lつ存在し， (1)式をみ

たすxの集合が n次元ユークリッド空間の閉集

合であり，(1)式の下でf(x)が上方に有界であるな
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らば，あるがが(1)式の下でf(x)を最大にする

(Takayama and Judge， 1971， p. 13， Theorem 

2.1.1'はこれと同様の命題である).

このことは簡単な反例で示すことができる.たとえば

一次元の場合を考え，X~主 1 で定義された関数f(x)=

1-O/x)は上方に有界であるが最大値をとることは

ない.たしかにf(x)は上限1をもつが，上限lはx主主

1なる条件の下で達成されることはないのである.

ある任意の二組のベクトルXU，ya， va， uaおよびxb，

yb， vb， ubが次のように Kuhn-Tuckerの最適条件を

みたし，

G(xa) + ya二 0，xa 主主 0， ya ミ0 ・・・・ ・・(3-1)

マf(xa)十caニマC;(xa)'ua，uaミ0，ua詮0

・・ (3-2) 

(xa)'円二 0，(yα)' ua = 0 ・…ー…(3-3)

および

G(Xb)+yb = 0， xb ~ 0， yb 主主 0 ・....ー (4-1) 

マf(xb)十ubニマC;(Xb)'Ub，vb三0，ub孟O

…(4-2) 

(xb)' vb二 0，(yb)'Ub = 0 -ー (4-3)

従って fおよびxbが(1)式の条件の下でf(x)を最大に

するならば，この二組のベクトルの聞にどのような関

係が成立するか明らかにしておこう.

まずf(x)は連続な偏導関数を持つ(従って微分可能

な)凹関数であるから，。三五t豆1なる任意の実数tにつ

いて

f{(l-t)xa+txb)と (l-t)f(xa)+tf(xb)

ただしf(x)が厳密に凹 (strictly concave)で

O<t<1かつ fヰがならば厳密な不等号

が成立し，f(xa)二 f(xb)は(1)式の下でのf(x)の最大

値である.または)式の関数gl(x)，g2(x)，一，gm(x)

は連続な偏導関数をもっ凸関数であることより

G{(I -t)x"十Ixb)豆 (1-t) G(xn)十tG(Xh)壬O

{(1-t)xa十txb)と O

が成立し ((1-t)xa十txb) は(1)式をみたす.従ってf
(x)が厳密に凹ならばxa二 xbが成立する.そして厳密

に凹であってもなくても O壬t孟1なる任意の実数tに

ついて

f{(I-t)xa十txb)

ニ f{xa十t(xLxa))= f(xa) = (一定)

鍾相

なる関係が成立する.よって

df(xa) マf{(1-t)xα+txb}'(Xb_Xa)= 0 

o ~三 t ~ 1 

が成立する.よって

¥1 f(xα)' (xb← xa) = 0 

マf(xb)'(xLxα) = 0 
. ( 5) 

なる関係が成立する.さらにgl(x)，g2(x)，…， gm 

(x)は微分可能な凸関数だから

C;(xa)孟 G(xb)十マG(xb)(xα xb) 
…(6 ) 

G(xb)孟 G(xa)十マC;(xa)(xb-xa) 

なる関係が成立する.

従って (3-2)式と (4-2)式の左よりはb_xa) ， 

を乗じて

(xb-xα)'マf(xa)+(x'-xa)'va 

= (xb-xa)'¥lG(xa)'Zl'" 

および

(xb-xa)'マf(xb)+(xb_Xa)'Vb 

= (xb-xa)'¥lG(Xb)'Ub 

が得られ，(5)式および (3-3)式， (4-3)式より

(xb)' va二 (xb-xa)' ¥lG(xa)'uaとO

一(7) 
(xα)'ub = (xa-xb)' ¥lG(Xb)'UbとO

が成立する.また(6)式の左より (ub)'，(ua) ，を乗じて

(uh)'G (xa)詮 (ub)'c; (xb)十(ub)'マG(xb)(xa-xb) 

(ua)'G(xb)と (ua)'C(xa)+(uα)'マG(xa)(xb λ;a)

が得られ， (4-1)式， (4-3)式および (3-1)式，

(3-3)式より

。と (ub)'G(xa)孟 (ub)'マG(Xb)(Xa_Xb)
(8 ) 

O詮 (ua)'c(xb)詮 (ua)'ヤG(xa) (xL xa) 

が成立する.よって(7)式と(8)式から明らかなように

。詮 (ua)'G(xb)ミ(uα)'¥lG(xa)(xL xa) 

= (xb)'uaミO

および

Oミ(ub)'C(xa)孟 (ub)'マC(xb)(x"-xb) 

= (xa)'vb詮 0

また (3-1)式および (4-1)式から明らかなように
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(/{b)'C;(Xa) =←( Ub)'ya 

(ua)'C;(xb) = -(Ua)'yb 

が成立し，従って

(xa)'vb = 0， (Xb)'Va = 0 

(Ua)'yb = 0， (Ub)'yaニ O

つまり，

xa vb xa vb 

J，a ub ya ub 

= 0， 主主 0， |ミ 0…(9) 
~， a x6 U 

α xb 

ua yb M α yb 

という極めて興味深い関係が成立することが分かる.

このことより次のような命題Aが成立することが

明らかであり，命題Aは解の一意性を検討する際に極

めて重要である.命題Bはこれまでに本稿で述べた命

題を要約したものである.

【命題A】あるベクトルxa，ya， va， uaがKuhn

Tuckerの最適条件をみたし，その要素のうち正の値

をとっているもの(グループPの要素と呼ぶ)が(m+

n-L) 個あるものとしよう.ただし L は O~玉 L 三五 m 十

nなる条件をみたすある整数である.この時(m+n

L)個のク寺ループPの要素の (m+n-L)個の相補変

数を Oに固定した Kuhn-Tuckerの最適条件をみたす

解がただ lつしかないならば，このベクトルxa，ya， 

va，がは Kuhn-Tuckerの最適条件をみたすただ1つ

の解である.

【命題B】L二 Oでかつ xa，yaの要素でグループPの

要素となっているものが m個より少ないならば，

Kuhn-Tuckerの最適条件をみたす無数の解が存在す

る.L>Oでかつ m 個より少ないならば，場合によっ

ては Kuhn-Tuckerの最適条件をみたす無数の解が存

在しうる.L>Oでかつ m個以上であっても，場合に

よっては無数の解が存在しうる.

の解衡均と法解の題問画計
性
次
意
一一一

線形計画問題の解法の一般化として早くから二次計

画問題の解法に関する多数の研究が行われているが，

どのような解法が三次計画問題として定式化された空

間均衡分析の均衡解の比較静学的分析やその解の性格

の研究に適した効率的な解法であるか考察してみよ

う.Takayama and Judge (1964 b)によって空間均

衡分析が実践的な二次計画問題として展開された当

時，よく知られた二次計画問題の解法として次のよう

なものがあった.つまり， Beale (1959， 1967)， Wolfe 

(1959)， Houthakker (1960)， Dantzig (1963， pp. 

490-497)の解法であり， Takayama and Judge (1964 

b， 1971， pp. 468-483)はシンプレックス法による線形

計画問題の解法(アルゴリズム)を若干修正するだけ

でそのまま応用しうる Wolfe(1959)の解法を利用し

ている.Dantzig (1963)の解法は Wolfe(1959)の解

法をより一層簡潔にし，かつシンプレックス法により

近づけ改善したものであり， Panne and Whinston 

(1964 a， b)によってさらに展開され確立されたもの

である.Panne and Whinston (1966 a， b， 1969)は

さらに Dantzigの解法を展開し， Houthakkerの解法

およびWolfeの解法をその中により効率的な形で吸

収しうること，および計算のしかたがかなり異なって

いる Bealeの解法と比較して多くの場合計算がより

効率的であることを示した.もちろんBeale(1967，pp 

154-163)が言うように，特殊な場合には必ずしもそう

は言えないかも知れないが.Beale， W olfe， Dantzig 

の解法のその他の理論的ないし実験的な比較研究

CBoot， 1964， pp. 186-200 : Raymond， 1972)を参

照しても Dantzigの解法は大変安定したより効率的

な解法であるように思われる.

Dantzigの解法は，これまで述べたような二次計画

問題をその一部として含むより一般的な計画問題，つ

まり Lemkeand Howson (1964)によって非ゼ、ロ和

二人ゲーム (bimatrixgame)の均衡点を求める問題

に関連して最初に導入され，その後明確な形で定式化

されその解法が研究されてきた complementary

pivotの問題 (Lemke，1965， 1968: Cottle and Dant-

zig， 1968 a， b: Cottle， 1968)の解法としても効率的

に適用しうるものであり，幾何学的解法にヒントを得

てその後展開された二次計画問題の新たな解法

(Least-Distance Programming) とも同等なアルゴ

リズムを与えるものであることが示された (Tucker，

1968 : Cottle and Djang， 1979). 

Karmarkar (1984)に始まり Bames(1986)， Gill 

et al. (1986)などによって展開された新たな線形計画

問題の解法は， lnterior-Point Methodないし Barrier

Function Method (Luenberger， 1984， pp. 365-395) 

と呼ばれている解法であり，計算の複雑さという点で

はシンプレックス法の組合せ論的複雑さではなく多項

式的複雑さ(Hacijan，1979)であり，極めて効率的な

計算法であると注目された.そしてこのような観点か

らの二次計画問題の新たな解法も展開されている
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(Kapoor and Vaidya， 1986; Ye， 1989). しかしそれ

は実際には期待されるほど効率的な解法ではなく，特

殊な場合を除けばむしろシンプレックス法の方がより

効率的で安定した解法であるように考えられる

(Tomlin， 1987. 1989). Tomlin (1989)は解法の評

価にあたって次のような点を考慮に入れる必要がある

と述べている.つまり stability，ease of use， restart 

efficiency， compatibility with other mathematical 

programming procedures， usability of the solutions 

およびrawspeedである.このような点から考える

と，計算のスピード (rawspeed)と言う点においても

特殊な場合を別としてより効率的であり，かっその他

の使いやすさ(特に得られる解の有用性)という点で

も，与件を変化させ最適解の軌跡をパラメトリックに

求め比較静学的分析を行う場合には，ずっと便利であ

るシンプレックス法およびそれを基礎とする Dantzig

(1963)， Panne and羽Thinston(1964 a， b， 1969)の

二次計画問題の解法がこれまでの lnterior-Point 

Methodよりも優れていると言えよう.なおパラメト

リックに解の軌跡を求めるという点では， Palacios 

-Gomez et al. (1982)に示されるような二次計画問

題の解法も，次に述べるような疎な行列を含む大規模

な計画問題を解くという点では優れていても，それほ

ど便利なものではない.

現実の空間均衡分析において定式化される二次計画

問題では，ゼロでない要素がまばらでかつ大きな行列

(large sparse matrix)を取り扱う場合が多いように

考えられる.むだなく簡潔に計画問題を定式化し，か

っこのような疎な行列に関する計算を如何に効率よく

行うかが大規模な計画問題の計算効率を大きく左右す

ることが知られており，そのための種々の工夫が試み

られている (Gillet al.， 1984 ; Heath， 1984; Cottle 

and Goheen， 1978).最近ポリトープの辺 (face)の

構造の研究に基づき疎である性質 (sparsity)を保存す

るような新たな切除平面 (cuttingplane)の形成と分

技限定法 (branchand bound method)を組合わせて

効率よくあるタイプの大規模な混合整数線形計画問題

を解くことができるようになったと報告されているが

(Crowder et al.， 1983; Van Roy and Wolsey， 

1987; Wolsey， 1989)，このことは疎な計画問題に関す

る研究の重要性を示しているように思われる.しかし

これらの問題は今後の研究課題として残しておきた

しし

最初に述べたようにここでは，二次計画問題として

定式化された空間均衡分析の均衡解の比較静学的分析

鍾相

や，その解の性格の研究に適した効率的な解1去を明ら

かにすることを課題としている.このような観点から

考えると， Dantzig(1963)， Panne and羽Thinston(1964 

a， b， 1969)の解法が最も適しているように思われる.

今村(1969，314-355頁)および川口(1973，127-183 

頁)は Dantzigの解法に関する研究を行っており，特

に川口(1973)はPanneand Whinston (1969)のパ

ラメトリックな解法と同じ解法を異なった観点から考

察している.そこで本稿の目的にそってこれまでの研

究を総合し，パラメトリックな二次計画問題の解法を

明らかにしておこう.

1.パラメトリックな解法の考え方

線形計画におけるシンプレックス法(その双対解法)

にしても，またそれと密接な関係を持つ Dantzig

(1963)， Panne and Whinston (1964 a， b， 1969)に

よる二次計画問題の解法(その双対解法)にしても，

その計算の出発点として一定の条件をみたす解が必要

であるが，もしそのような一定の条件をみたす解が自

明でない場合には，最初に人工変数を利用するなどの

補助的な方法で一定の条件をみたす解を求め，次にそ

の解を出発点として本来の解法にれも Wolfe(1959) 

の解法のように二段階になることがある)で最適解を

求めることとなる.一般にこのようなこ段階の(Wolfe

の解法では三段階の)計算が必要とされる.しかしこ

れから述べるように一段階だけで計算をすべてすませ

ることもできる.

線形計画法の場合このような方法は Self-DualPar-

ametric Algorithm (Dantzig， 1963， pp. 245-247) 

と呼ばれており，その要点は次のとおりである.線形

計画問題は一般に

Ax三五b，x孟Oなる条件の下でxに関して

f=c'xを最大にせよ，ただし Aは与えら

れた mXn行列，bは与えられた m 次
.・MLP

列ベクトル，cは与えられた n次列べク

トル，そして xはn次元の変数列ベクト

ルである.

と定式化される.そして bのある要素が負であり，か

つ Cのある要素が正である場合には直ちにシンプ

レックス法(その双対解法)を利用して計算を始める

ことはできない.しかし bとcを適当に変更すれば，

その問題の最適解が自明となる.つまり 6をあるベク
トルとして，ゅのすべての要素をその絶対値で置き換

えることによって得られるベクトルを仇で表し，
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なる表記法を導入しよう.容易に分かるように，<p +は

φの負の要素をゼロで置き換えたものであり，ゅはφ
の正の要素をゼロで置き換えたものである.そこで上

述の線形計画問題において bとCを

b=b++8b-， c=c十8c+

たf三しノfラメータ 8二 O

で置き換える.すると容易に分かるように最初のシン

プレックス表で最適解x=Oが得られる.そこでシン

プレックス表を利用してパラメータ 8をOから次第

に1まで増加させて最適解の軌跡をパラメトリックに

求めれば 8=1の時最初に与えられた問題の最適解が

得られる.このように bとCをパラメトリックに変化

させて，次々と連続的に変化する問題の最適解を追い

かけることによって最初の問題の最適解を求めるので

ある.このような解法を利用すれば，与件の変化に応

じて bとcの要素が変化する場合の最適解の軌跡を

全く同じ算法で求めることが出来ることとなり，比較

静学的分析や最初の問題の解の構造を分析するのに極

めて好都合となる.さらに Primal-Dual Algorithm 

(Dantzig， 1963， pp. 247-252)など，他の解法もこのよ

うなパラメトリックな解法の特殊な場合として統一的

に理解しうる (Panneand Whinston， 1968). 

しかしこのような解法が可能であるためには， O~玉

。三玉1なるすべての 8のf直に対して上述の線形計画問

題が最適解を持っていなければならない.そうでなけ

れば 0を変化させて最適解を追いかけることはでき

ないからである.つまり最初に与えられた線形計画問

題 (8=1)に最適解があるならばO壬O孟1なるすべて

のθに対して最適解があることを示さねばならない.

Dantzig (1963， pp. 245-247)はこのことを構成的な

手法(実際に計算のアルゴリズムを構成するという手

法)で証明している.しかしこのことは線形計画法の

双対定理(Dantzig，1963. pp. 128-140 ; Mangasarian， 

1969， pp. 126-130，二階堂， 1960， 172-177頁)を利

用すれば極めて簡単に証明される.つまり 8=0(上述

のようにこの時は明らか)と 8=1の時最適解が存在

するならば，双対定理から容易に分かるように

AxO 三五 b¥ ，，0 とO. A'uo三C-， UO 孟O 

AXl 五b.x1 ~ O. A'lllと c，u1主O

ただしが，u'はある m 次列ベクトル

なる条件をみたすが， Xl， uO， ulが存在する.従って

。三五9孟1なる任意の 8について

A{(l θ)XO十θx1)三(か+(}b-) ， 

(l-{})XO十 {}x1主主 O 

A'{(I-{})uO+{}1{I}孟 (c 十(}c+)，

(1 θ)UO+{}1I1 ;三O

なる関係が成立し，このことから明らかなように

Ax孟(b++8b-)，x詮Oなる条件の下でxに関して

1= (c+8c+) 'xを最大にする

なる線形計画問題とその双対問題とが共に実現可能解

を持つことが分かり，従って双対定理によって最適解

が存在することが分かる.このようなパラメトリック

な解法を二次計画問題の場合にも確立することがここ

での課題である.

2.二次計画問題における Kuhn-Tuckerの最適条

件

二次計画問題は一般に次のように定式化される.

Ax孟b，x 主主 O なる条件の下でI=c~丸一

(す)X'陥を xに関して最大にする，た

だし W は対称で与えられた nXn非負
..MQP 

定符号行列であり，その他の記号は上述

の線形計画問題 MLPの場合と同じであ

る.

あるががこの二次計画問題の最適解であるための必

要十分条件は， Kuhn-Tuckerの最適条件が成立する

こと，つまり

AxO十yO= b， XO 与三 0， yO ~三 O 

日:τO-A'uO十 u() -c， UO三0，ι.0註 O

XO' ['0 二 O.yO'uO=O

なる関係をみたす m 次列ベクトルyO，がおよび

昭次列ベクトル VOが存在する

という条件が成立することである.従ってこの二次計

画問題の最適解を得るためには

Ax+ν=b 

Wx-A'u+l'= -c 

Ql 

・・Q2

・Q3

..Q4 

….. Q5 

X'1'=0， Y'll=O 

X詮 0，yミO

u 主主 0， u ミ三 O 

なる条件をみたす丸山 u，Vを求めればよいことにな

る.

ところで線形計画法の場合にならって，基本変数と

非基本変数を区別し， Q 1， Q2式をシンプレックス表
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の形式で表 lのように表し，これを出発点として基底

変換を行い新たなシンプレックス表を次々と作って計

算を進める.

表 l

V l~c I γ y 

M 

A' 

。
なお x=(xl， Xz， ・ xn) Y = (YI' y" Ym) 

u= (U1， U" ..・， Um)'， V= (V1' V2，…， Vn)'なる表

記法を用いるものとし，Yiおよびめを原変数，Uiおよび

めを双対変数と呼ぶ (i二1， 2，…， m; j=I， 2，…， 

n).また Yi'U1の中の一方のみおよびλJOめの中の一方

のみが基本変数であり他方が非基本変数であるという

条件を相補条件(complementaryproperty) と呼び，

l組の変数Yi'U1の中の一方を他方の相補変数，同じく

Xj， Vjの中の一方を他方の相補変数 (complementary

variable)と呼ぶ(i=I，2，…， m; j=I， 2，・.. n). 

容易に分かるように Q3式は相補変数のどちらか一方

がOでなければならないことを示しており，相補条件

がみたされればQ3式が成立する.さらに上から r番

目の基本変数と左から r番目の非基本変数とが互いに

相補変数となっており，従って棺補条件も満たしてい

るシンプレックス表を標準シンプレックス表 (stan.

dard simplex tableau)と呼ぶ (r=1， 2，…， m十n).

標準シンプレックス表の基本変数の値が非負でQ4，

Q5式が成立しておれば最適解が得られたことにな

る.

3.二次計画問題のパラメトリックな解法の実行可

能性

線形計画i去における Self-DualParametric Algor. 

ithmの場合と同様に bとcを

b=b++(Jb-， c=c+(Jc+， ただしノfラメータ8ニO

で置き換える.すると表 lから明らかなように基本変

数はすべて非負であり相補条件がみたされているか

2・
り，

む=-c-，y=b+， x=O， u=O 

なる自明の最適解が得られる.従って 8二 Oの時には

明らかに最適解が存在する.次に O二 lの時に最適解

が存在するならばO豆O壬1なる任意の 0について上

述の三次計画問題 MQPが最適解を持つことを明ら

かにしておこう.この点は，後の 5.で述べるように構

成的手法でも証明しうるが， Panne and Whinston 

(1969，特に pp.524-526)が明確にしていない点であ

るように思われる.なお任意の 0について Ax孟(b+十

鍾相

。b-)，xミOなる条件をみたすxの集合が n次元ユー
クリッド空間の有界閉集合であるという保証は何もな

いことに注意していただきたい.Markowitz (1959) 

のCriticalLine Methodはそのような場合を扱って

いる.

非線形計画法の場合にも一般的な双対定理が成立す

ることが知られている (Mangasarian，1969， pp. 

113-126 ; Mangasarian and Ponstein， 1965).その特

殊な場合として二次計画問題についての双対定理を導

くこともできるが，二次計画問題の双対定理はDorn

(1960)等によって早くから明らかにされており，私

達の問題に合わせて変形すると次のように述べられ

る.つまり原問題を

Ax豆b，x主主Oなる条件の下でI(x)=c'x-

(1/2)x'Wτを最大にする xを求めよ

のような最大化問題とすれば，その双対問題は

防'x+A 'uミc，u ミ0なる条件の下で

g(x， u)二 b'u+(1/2)x'Wxを最小にする

xとMを求めよ

のような最小化問題となる.そしてあるがが原問題の

最適解であるならば，あるが (m次列ベクトル)が存

在してがとがは双対問題の最適解となり，1の最大値

l(xO)とgの最小値g(XO，が)とは一致する.逆にあ

るがとがが双対問題の最適解であるならば，W(x-

xd) =0なる条件をみたす x(xdと等しいとは限らな

い)の中に原問題の最適解となるあるがが存在し，fの

最大値l(xO)とgの最小値g(xd，ポ)は一致する

(Dorn， 1960，p.156 ; Mangasarian， 1969， pp目

123-126). 

なおどが原問題の実現可能解で、あり AX1~五 b ， x1:;;;0 

をみたしがと u2が双対問題の実現可能解であり

Wx2 十 A'U2~三 C ， u2主主Oをみたすならば，

l(x1)壬g(x2，u2) 

なる関係が成立する.この命題は弱い双対定理と呼ば

れており Wが非負定符号行列であることより次の

よろに容易に導び、かれる.つまり

AXl三五 b，u2ミO より b'u2詮 (x1)'A'u2

Wx2+A'u2主主 C，x1とO より

(x1)'W日+(x1)'A'u2主主 c'x1 

Wが非負定符号より (x1-x2)'W(X1 -x2)主主 O

なる関係が成立し，これらの式を整理すると弱い双対

定理が得られる.

二次計画問題の双対定理を利用して，(J= 1の時上

述の三次計画問題 MQPに最適解が存在するならば，



空間均衡分析における均衡解の一意性について(I.理論的考察) 189 

O~五()~五 1 なる任意の 8 について最適解が存在するこ

とを示そう.今 ()=oと()=1の時最適解が存在するか

ら双対定理によって

AxO 三五 b¥ XO 主主 0， Wxo+A'u
o 主主 c -， UO 主主 O 

AX1 壬b， X1 孟0， WX1 十A'u1主三 c， U1 主主 O 

なる条件をみたすが，Xl， UO， U1が存在する.従って

O~三()~五 1 なる任意の 8 について

A{(l-B)xo+ BX1)壬(b++Bb-) 

(1-61)xO十61x1詮 O

W{(1-B)xO十θx1)十A'{(1-B) 110十Bu1)

ミ(c十Bc+)

(1-B) UO十Bu1主主 O 

なる関係が成立し，このことから明らかなように

Ax豆(b+十 Bb-)，x孟0なる条件の下でxに関して

f(x)二(c十Bc+)'x-(t) x'Wxを最大にする
なる二次計画問題とその双対問題が共に実現可能解を

持つ.従って弱い双対定理から明らかなように，任意

の 8について上の二次計画問題 MQPの目的関数/

(x)は上方に有界である.少なくとも一つの実現可能

解を持ち目的関数が上方に有界な最大化二次計画問題

は次に示すように最適解を持ち，従って O~玉 θ壬 1 なる

任意の θについて上の二次計画問題は最適解を持つ.

ところでAx壬b，x主主Oなる条件をみたす少なくと

も一つのxが存在し，この条件の下で目的関数f(x)=

c'x-(1/2)x'Wxが上方に有界であるものとしよう.こ

こで，すべての要素が Iに等しい η次列ベクトルを E

とすれば，つまり ε=(1， 1， 1) ，とすれば，Ax三五

b， x主主Oなる条件の下で e'xは非負で下方に有界であ

るから最小値を持ち，その最小値をん孟Oとする.そし

て，e泳三玉(ん+1)なる新たな制約条件を追加して，

Ax孟b，e泳三五(ん+1)， x~o なる条件の下で

f(x) =c'x一一 (1/2)x'Wxをxに関して最大にす

る，ただし fはパラメータで fとOなる条件をみた

す

なる最大化二次計画問題を考える.この最大化問題は

任意の J主主Oについて，制約条件をみたすxの集合がn

次元ユークリッド空間の有界閉集合であるから，最適

解を持ちf(x)は最大値をとるので，そのf(x)の最大

値を F(l)で示そう.すると F(l)は1;言。なる区間で

定義された非減少凹関数である.

なぜなら Jの値がO孟Lくんなる任意の値 11，んであ

る時f(x)を最大にする xをx1，がとしよう.すると/

x1主五ん十Aくん+んが成立することより f(x1)三五f(x2)，

つまり FW 壬F(ん)が成立する.また O~五()~五 I なる任

意の 8について

A{Bxl十(1-B)x2) 三五 b 

e'{Bx1十(1-B)x2)壬 10+ (θ11 +(1-B)12) 

θx1+(1ー θ)x2ミ0

およびf(x)の定義と W が対称な非負定符号行列で

あることより

f{θx1十(1-B)x2) = Bf(x1)+(1ーθ)f(x2)

十(+)θ(1 θ)(X1_X2)'Wげ x2)
詮 Bf(x1)+(1-B)f(x2) 

なる関係が成立するから，容易に分かるように

F{Bl1十(1ーθ)lzl孟f{Bx1+(lーθ)x
2)

と BF(lI)十(1 θ)F(l2)

が成立する.従って F(l)はf注Oで定義された非減少

凹関数であり， Flemingの定理 (Mangasarian，1969， 

p. 62)によって 1>0で連続な関数であることが分か

る.

さらに重要なことは，二次計画問題の最適条件から

明らかなように，ある自然数 Sと適当な値 11< 12< 

…<んを選べば F(l)はL三五J三五1'+1(i=0， 1，…， sー1)

なる区間および 1<;;，んなる区間で fの二次関数または

一次関数である.そして最初の仮定より F(I)は任意

のfについてある値より小さく上方に有界となるか

ら，1主んなる区間でF(l)はある一定値に等しく，その

グラフは水平にならなければならない.このことは最

初の二次計画問題が最大値を持つことを意味する.か

くて Ax亘b，x<;;'Oなる条件をみたす xが少なくとも

一つ存在し，その条件の下でf(x)ニ c'x-(1/2)x'日公

が上方に有界ならば，その条件の下でf(x)は最大値を

とることが分かる.

4，パラメトリックな解法の基本命題

このように上述の二次計画問題 MQPは， ()=Oの時

自明の最適解を持ち，。二 1の時に最適解を持つなら

ば O~玉()~玉 1 なる任意の 8 についても最適解を持つ.

従ってパラメータ 8をOから次第に 1まで増加させ

て，連続的に変化する問題の最適解の軌跡をパラメト

リックに求めれば，。二lの時最初に与えられた問題の

最適解が得られる.逆に 8をOから 1まで増加させる

ことができない場合には，最初に与えられた問題には

最適解がないことになる.具体的にそのようなアルゴ
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511 
512 +521 1 

2 

-522 I 

リズムを示すための基礎として，次の二つの命題を明

らかにしておこう.最初の命題は川口(1973，127-183 

頁)によって取り上げられた命題であり，二番目の命

題は Panneand Whinston (1964 a， b， 1969)によっ

て与えられたものを一番目の命題を利用して私達の問

題に合うよう変形したものである.

【命題l】二組のベクトル xa，ya， ua， vaおよびxb，

yb， ub， vbが共に上述の Q1， Q 2式をみたすならば(b

とCは任意の Oに対応するものでよい)

(xb -xa)' (vb-va)十(ŷ-ya)' (ub-ua) 

= (xb-xa)' W(xb-xa)ミO

なる関係が成立する.また S1h 512' SZB 522をある定数

として

h1二 511/1-51212

h2 -s2d1-s2212 

なる条件をみたす任意の hl，ん，11，んについて hlll+
h，12;;;'0が成立するならば

Sll ~五 0 ， 522壬0，511522ー(1/4)(512 + 521) 2孟O

よって 511522=0ならば 512=-521が成立する.

[証明】二組のベクトルが Ql式をみたすことより

A(X̂ -Xa)+(yb_ya) = 0 

よって左より (ub- ua) ，を乗じて

(ub-Uα)'A(x̂-xa)+(û-uay (ŷ-ya) = 0 

が，同じく Q2式をみたすことより

-W(xb-xa)-A' (ub-ua)+(vb-va) = 0 

よって左よりはb-xa)，を乗じて

(xb-xa)' W(xb-xa)-(xb-xa)'A' (ub-ua) 

十(Xb_Xa)'(vb_va)= 0 

が成立し，得られたこつの式を加えることによって容

易に前半の命題が得られる.

後半は

仏川川fん山1

lけ;111l11[::λνP一一寸l日;:1 J J 
なる関係が成立し

鍾中目

512十 521

2 

が非負定符号行列となることより明らかである【証明

終り】.

表1の標準シンプレックス表を計算に使利なように

次のように変形して表lAとしておこう.表1Aの右

はしに付け加えられた 8列は，基本変数となることは

ないが，シンプレックス表の基底変換を行う場合には

他の列と同様に扱われるものとする.

表1A 

む

-

一

+

-

-

}

一

c

-

一
t
一一

b

一

J
 
一
M

一
A

O

一

一
了
一

W

I

-

-
x
一
寸

A

一

C

+

一

一
。
一

y 

この表lAに何回かの基底変換をほどこすと次に示

す標準シンプレックス表2が得られるものとしよう.

表2

。

hi 5，0 卜.5ii ........ 5，"j ...1 ri 

h， 5jo 1... 5 ii …… •. 5jj ... 1 r j 

表2においてムとんは上から 1番目と f番目の基本

変数であり 1，とLは左から t番目と J番目の非基本変

数であり，h，と1，および hjとLは互いに相補変数と

なっている.すると標準シンプレックス表 lAの性質

が標準シンプレックス表2にも引きつがれることを示

す次の命題2が成立する.

【命題2】標準シンプレックス表2において Sii孟0，

5jj亘Oが成立する.そして 5ii5jj=0ならば5ij=-5ji 

が成立する.また h，とLが共に原変数てで、あるか共に双

対変数である(つまり h，とljが同種の変数できあちる)なら

lば王5，丸zυ 一S

で他方が双対変数でで、ある(つまり h，とLが異種の変数

である)ならばSυ=5jiが成立する.従って hiとLが異

種の変数で5ii5jj=Oならば5，j=ら=0が成立する.

以上の命題は iとjを入れかえても成立する.
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【証明】標準シンプレックス表2は，基本変数の順序

及び非基本変数の順序を全く同様に入れかえることに

よって，次のような標準シンプレックス表2'になる.

表2' 

Va Yb Ua Xb θ 

Xa 

Ub 

[5ij] 

Ya 

Vb 

ただしゐ，Uo' Ya， Vbはそれぞれ基本変数となっている

ん U，y， vの要素をまとめて適当な次数の列ベクトル

として表したものであり ，Va， Yb' Um Xbはそれぞれ非

基本変数となっている V，y， U， Xの要素をまとめて適

当な次数の列ベクトルとして表したものである.もち

ろん Xaとら，YbとUb'YaとUa，XbとVbはそれぞれ同じ

次数の列ベクトルであり互いに相補変数ベクトルと

なっている.行列 [Sυ]は表2の行列 [Si;]の行と列

を全く同様に変数の入れかえに対応して入れかえたも

のである.なお基本変数の中に Vbが含まれなかったり

する他の場合にも，同様の論法で同じ結論が得られる

ので，最も一般的な場合について証明しておこう.

標準シンプレックス表2'に対応して Q1，Q2式は，

変数の順序および等式の順序を適当に入れかえること

により，次のように変形される.

[;:;;:ll::lにJ= [ :: J 
[;;;::|[::l[::;;l[:lfl 

二[:;:i
ここで

1 W" W121 w = [ [， w，，' = Wl1， W22'ニはい
LW'I U22J 

砂'21'= W12 

は変数及び等式の順序の入れかえに対応して W の行

と列を入れかえることによって得られる対称な非負定

符号行列である.

そこでQl'とQ2'式を書きかえると次のようにな

る.次式の基本変数の係数行列をH，非基本変数の係

数行列をHとすれば，Hは正則である.

Wll A21'。。11Xa 
A21 。。。

11:: 1 + All 。13 o 11 Ya 
U21 A2z' 0 -/4J L Vb 

/1 0 A，，' W12 Va Ca 

。lz 0 A22 Yb bb 

。。o A12 Ua ba 

。o A12 W22 Xb J L Cb 
ただし，1" 12， 1" 1，は適当な次数の単位行列である.

従って H の対称な小行列昂

。=[肌lA211 ここで山川畑立
A21 0 でなければならない

も正則であり，対称な逆行列町I=M

川1"M121 
M=[ [， Mll'二 Mll，M:〆=M22 

1 M21 M221 

M21'二 M12

ただし M は誌と同じ次数の小行列に分割されて

いる

が存在する.そして

Rl=砕いM11+A22'j1121， R2二民主lM12+ A22' M'2 

R3 = RIAll'-A12'， R4 = RIW12十R2A22-W22 

ここで明らかに九二九'が成立する

なる記号を用いると

[Sij]=H-1H 

Ml1 

M21 

/1112 MllAll' 

/v122 M21All' 

AllMll -AllM12 -AllM11All' 

Rl R2 R3 

Rl' 

R2' 

-R3' 

R4 

この行列は要素の符号を無視すると対称な行列と

なっている

なる関係が成立する.このことおよび [Sij] と[Sul

の関係から明らかなように，hiとLが同種の変数なら

ばSij=ーらが成立し，異種の変数ならばSij=Sjiなる

関係が成立する.

また標準シンプレックス表2の変数の値は Q1， Q 2 

式をみたすから(なお bとCは任意の 8の値に対応す

るものであってよい)，非基本変数のうち liとljだけを

変化させて基本変数の値を調整すると，liとLの任意の

増分d.liとムLに対応する hiとんの増分ムhiとd.hjは
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ムh，= -5iiムli-50ムん

ムhj= -5"ムli-5jjムlj

と表され，命題1から明らかなように(他の非基本変

数の増分はOだから)

ムhixム/，+ムhjxム/，ミ O

が成立し，従って命題1より Sii三五0.5jj三五Oが成立しか

っ5，，5jj=0ならば5ij=-5jiが成立する.このことよ
りhiとLが異種の変数で 5ii5jj=0ならば5ij=-5jiか

っ5ij=5jiゆえ 5ij=ら=0が成立する.なお容易に分
かるように iとjを入れかえても同様の結論が得られ

る[証明終り】.

標準シンプレックス表の構造は以後の分析にとって

大変重要であるから，この点について若干付け加えて

おきたい.つまり標準シンプレックス表2'の変数の順

序を入れかえると次のような大変見やすい標準シンプ

レックス表2"が得られる.

そしてこのシンプレックス表2"の変数も Q1. Q 2 

式をみたすから，非基本変数ベクトルの値を変化させ

(その任意の増分を t:. vα，ムUa• t:.Xb. t:.Ybとする)基本

変数ベクトルの値を Q1.Q2式が成立するように調整

すれば(その増分を t:.Xa • t:.Ya. t:. Vb. t:. Ubとする).命

題 lから明らかなように

ムVal' IムXa

ムMα IIムyα

ムXbI IムVb

ムYbJ LムUb

[こ][J:111入Jl~::] 
[:::|[:;;;|[:::!とO

表2.. 

Va Ua 

Xa Mll MllA'11 

なる関係が成立する.この式よりたとえば

[M1 叫 1I i-R
4引|および

AllMll AllMllA'IlJ L -R'2 -M22 I 

が非負定符号行列であることが分かる.

5.パラメトリックな解法のアルゴリズム

パラメータ 0をOから 1まで次第に増加させて最

適解の軌跡をパラメトリックに求めるためのアルゴリ

ズムは以上の命題を利用して次のように与えられる.

なお説明を分かりやすくするために，図 lでこのアル

ゴリズムのフローチャートを示しておく.

【STEPO】表1Aを準備する.この表は 8=0の時の

自明な最適解を与える標準シンプレ吋クス表であり，

言うまでもなく命題2が成立している.パラメータ 8

の現在値を今後8rで示すこととし.8r=0としておく.

またこの表の基本変数の値のいくつかはOとなってい

る場合が多いと考えられるが，基本変数の値を微小量

変化させ(つまり摂動させ)正の値にした Perturbed

Problem (Dantzig， 1963. pp.231-237)を考えること

により，以後の計算過程においては，その値がOとな

る基本変数は高々 1つであるものと考えて分析を進め

ることが許される.このような手法は摂動法 (Pertur-

bation Method) と呼ばれているが，この摂動法を利

用することにより一般性を失うことなし最初のシン

プレックス表の基本変数の値はすべて正で，計算過程

でOとなる基本変数は高々 1つであるものと考えてよ

い.もちろん摂動法は理論的考察においては極めて重

要であるが，私達の経験によると実際には摂動法にた

よらなくともスムーズにこれから述べる計算は終了す

る.

【STEPl]8=8rに対応する最適解を与える標準シン

プレックス表を一般に次の表S1 Aのように表し，基

本変数の列ベクトルを hで表す.

Xb Yb θ 

R'l Ml2 

Ya AllMll A11M11A'11 R/ 3 AllMl2 

Vb Rl R3 R4 R2 

Ub M21 M21A'11 R'2 M22 
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【ST E P 0】 表 1Aを準備し、 8T = 0とする。
↓ 

【ST E P 】

↓ 

ム8= (1-8吟

として計算を終える

hsと 1sを入れかえる基底
変換を行い、 θ了十681を

新たに 8Tで表す

【STEP 2] 

h.と1s 、続いてhsと 1• を入れか
える基底変換を行い、。 T+ム81を
新たに 8Tで表す

図l アルゴリズムのフローチャート

表SlA

。二8r II 1， ..... 。

hl δ10 δ11 δl' Olm+n YI 

h2 δ20 δ21 O22 δ2m+n Y2 

hm十月 I Om+n，o I om十 n.l dm+n，z ….. Om+n.m+n Ym+n 

表SlB

h=  

hl 

h， 

hm+n 

。二 lIT+~ lI， 11 "……・・…… la 目........……. ls ・・ …・ …・ ・lm+n θ 

h， I δ， 0 δ11・・・・-…. Ola ・・ ・・-…・ δ，s … ・ー ・.Olm+n YI 

ha I O'ao Oal ".…-…"" Oaa …・ Oas" ……… Oam+n Ya 

hs I 0 Os，… Osa … Oss """""""δsm+n YS 

hm+n I o'm+no Iδm+n，l …"…. Om+n，α ……… δ"い n，s ……・ Om+n.m+n I Ym+n 

193 
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もし 8列に負の値がなければ，任意の flf)ミOに対し

てh(ムf))

OlO Yj 

h = Iz(ム(})二
O20 
十(ム(})I '.2 

δm-払 O rm~n 

が θ=8r+ムθに対する最適解であり ，flf)=(1-偽)と

すれば θ=1の時の最適解が得られ計算は終る.

もし 8列に少なくとも lつ負の値が存在するなら

ば，flf)を増加させてゆくと h(ムf))のある要素(ある基

本変数)がゼ、ロから負に転じるので，最初にゼロから

負に転じる要素をんで表そう.摂動法を利用して考え

ると，最初にゼロから負に転じる要素はただ一つであ

り，かつ S印 >0となる.また明らかに η<0である.

従って

。二日。 。亘ムO三17f=M此 >0

なる 8に対する最適解は h=h(ムf))で与えられ，もし

(1-8r)豆flf)，が成立するならば flf)=(1-f)T)とすれ

ばθ二 1の時の最適解が得られ計算は終る.

もし(1ーム)>ムf)，が成立するならば f)=供+flf)，の

時の最適解を与える標準シンプレックス表を次の表

SlBのように書くことができる.ここで基本変数の

値は h=h(ムf)，)となり，摂動法を利用して考えると

hs=Oであるが他の基本変数の値は正である.命題2

により会s豆Oである.従ってもし Oss=0ならば

STEP 2へ進む.もし九<0ならば Ossを変換軸とし

てんとんを入れ変える基底変換をする (f)列も他の列

同様に扱う)，そうすると基本変数の値 (hsとんは入れ

変わっている)は変換前と同じであるが，。列の S行自

の値は八>0となっている標準シンプレックス表が

得られる.なお命題2で示したシンプレックス表の対

称性を利用して計算を効率よく行いうる.そこで(8r十

ム仇)の値を新たに8rで表し，その他の変数や数値を新

たに STEP1の最初の標準シンプレックス表S1 A 

の対応する位置の記号で表すものとして， STEP 1の

最初にもどる.

(STEP 2] f)= 1の時最適解が存在するならば， s行

目の値 (OS1o…，Osm+n)の中に少なくとも 1つ負の値

が存在しなければならない.なぜなら， s行目の方程式

は

( Oso十r5ム())ニ占叫ん +O52/2+・・・十Osm+n1m.n+ hs 

と書かれ，OS1，ゐ，…，asm+nがすべて正かOであるな

らば，ムf)>ムf)，なる flf)に対してこの方程式をみたす

非負の変数の値は存在しないこととなり，従って f)=1

の時Q1，Q 2式をみたす非負の変数の値は存在しない

こととなるが，これは B=1の時に最適解が存在する

という仮定に反するからである，s行自の値の中に負

の値が少なくとも 1つ存在するならば， δぉ=0である

から，命題2より S列目(んの列)の値の中に少なくと

も1つ正の値が存在することが分かる.

そこで非基本変数 lsの値を Oから増加させ，基本変

数の値を調整してゆくと，ある基本変数(hsではない)

がゼロから負に転じるので，最初にゼロから負に転じ

る基本変数をんで表そう.摂動法を利用して考える

と，最初にゼロから負に転じる基本変数はただ 1つで

あり，かつ O'ao>Oとなる.また明らかに Oas>Oであ

る.従って Oss=Oと命題2より Osaニ_.a.山 <0が成立

する.そこで Oasを変換軸としてんとんを入れかえる

基底変換に続いて，Osaを変換軸としてんとんを入れか

える基底変換を行えば (f)列も他の列同様に扱う)，新

たな標準シンプレックス表が得られ，摂動法を利用し

て考えると s行自の基本変数(ん)だけがOで他の基本

変数は正である.また明らかに 0列の S行目の値は

〆二>0となっている.

なお占師<0ならば，Oaaを変換軸としてんとんを入

れかえ，ひきつづき会sの所(この時負に変わっている)

を変換軸としてんとんをいれかえても，変数の位置が

入れかわるだけで他は同じ標準シンプレックス表が得

られる.

そこで8r+ムf)，の値を新たに8rで表し，その他の変

数や数値を新たに STEP1の最初の標準シンプレッ

クス表S1 Aの対応する位置の記号で表すものとし

て， STEP 1の最初にもどる【以上】.

このようなアルゴリズムで摂動法を利用して計算を

進めると， STEP 1の初めにもどるごとに8rの値が増

加し.8rの値が増加するごとに新たな基底(基本変数の

組)が現れ，同じ基底が2度と現れることはない.と

言うのは8rのf直がι<t，<ι<ち・H ・H ・..と増加してゆ

くものとすれば， 8r= fi(i=O， 1， 2……)に対応する

基底は f)>t，川なる任意の 8に対して基本変数の値の

うちの少なくとも 1つは負となるからん10 t.叶 2……に

対応する基底とは異なるからである.また θが1に達

するまではこのような計算が中断することはない.従

って有限回のくり返しのうち必ず Oニ1に到達する.

というのは，もし到達しないとすれば，異なる基底が

無数に存在しなければならないこととなるが，実際に

は異なる基底は有限個しか存在しないからである.



空間均衡分析における均衡解の一意性について (1.理論的考察) 195 

なお実際の計算においては，命題2で述べられてい

る標準シンプレックス表の性質をうまく利用して，効

率よく計算を行うための種々の工夫をすることができ

るが，本稿の目的と直接関係がないのでその説明は省

略する.また摂動法を利用しないと STEPlのんとな

りうる基本変数が複数個存在し，九二O従って 1:18，=0

となることもあるが，んとして適当な基本変数，たとえ

ば選択しうるものの中で一番上の基本変数をんとし

て同じアルゴリズムで計算をしてゆくと， リサイクリ

ングが発生することなくスムーズに計算が終るようで

ある.同じことがSTEP2のんの選択に関しでも言え

よう.要するに私達の経験によると，実際の計算にお

いては摂動法を利用しなくてもスムーズに計算が終る.

6.パラメトリックな解法の有用性と均衡解の一憲性

今述べたアルゴリズムは空間均衡分析の均衡解の比

較静学的分析や，その解の性格の研究に適した効率的

な解法である.第一に，二次計画問題Ax豆b，x主主Oな

る条件の下でj(x)=c'x-(1!2)x'Wxを最大にする x

を求める問題を以上のように解いた後，さらにパラメ

ータ fをOからある値kまで増加させ

Ax三五b+t(t:.b)， 工主主Oなる条件の下でj(x)= 

[c+t(ムc)J 'x-(l /2)x'~竹を最大にする x を求

めよ，ただしムbとムcは新たに bとCを変化さ

せる方向を示す与えられた m次および n次列ベ

クトルである

なる問題の最適解の軌跡を求める場合を考えてみよ

う.この場合には最初の表 1Aの0列の右側に t列を

次のようにつけておき，t列も非基本変数の列と同様

に扱い， 8をOから Iまで変化させたあと，。列とパラ

メータ 8の代わりに f列とパラメータ tを利用して

上述のアルゴリズムのSTEPlから計算を始め，tを

Oから指定されたある正の値kまで全く同じアルゴリ

ズムに従って変化させて最適解の軌跡を求めることが

できる.さらにもう 1つの違った方向にも bとcを変

化させてみたい時には，t列同様に，その変化の方向を

示す列をさらに表 1Aに付け加えておきさえすれば

よい.以下同様である.

表lA'

x u 

W -A' 

A 0 

第二にこのアルゴリズムの基礎である命題2は，二

次計画問題として定式化された空間均衡分析の均衡解

の性格の研究，特に解の一意性の研究にとって極めて

重要で、ある.今最初の二次計画問題の最適解が得られ，

その最適解を与える標準シンプレックス表がたとえば

STEPlの始めのシンプレックス表SlAのように表

されるものとしよう.そしてたとえばぬ。=0でかつ

0，，=0であるものとしよう.すると h，が原変数で l，が

双対変数ならば，命題2から明らかなように，原変数

である hi(i主主2)の行と Lの列との交点の値 Oilはゼロ

である.従って l，を0から増加させて基本解の値を調

整すれば，h，は0のままであるから，原変数の同じf直に

対して最適解となる無数の双対変数の値がありうるこ

とが分かる.逆に h，が双対変数でLが原変数であるな

らば，双対変数である hi(iミ2)の行と Lの列との交点

の値 Oilはゼロである.従って AをOから増加させて基

本解の値を調整すれば，双対変数の同じ値に対して最

適解となる無数の原変数の値がありうることが分か

る.かくて容易に分かるように，原変数(双対変数)

の値が最適解においてただ一つしかない場合でも，双

対変数(原変数)の値はただ一つではなく無数にあり

うる.これはIIにおいて，より一般的な凸計画問題と

して定式化された空間均衡分析の均衡解の一意性につ

いて得られた結論を再確認するものである.二次計画

問題として定式化された空間均衡分析の均衡解が明ら

かにただ1つであるのは，上述のシンプレックス表で

退化しない基本解が得られる場合に限られ，その他の

場合にはIIの命題Aに基づき解の一意性についての

慎重な検討が必要である.

IV 要 約

産地問競争に関する具体的かっ計量的な分析法のー

っとして空間均衡分析がよく知られているが，この分

析によって得られる競争均衡解はただ一つであるとい

う暗黙の前提の下で種々の考察が行われている.しか

し，もし競争均衡解が複数個存在するならば，そのよ

うな考察は無意味であるか，または何等かの修正をせ

ざるを得ない.本稿では解の一意性が成立すると考え

られていた空間均衡分析の競争均衡解が場合によって

はただーっとは限らず無数の競争均衡解が存在するこ

と，従って解の一意性についての慎重な検討が必要で

あることを理論的に明らかにした.つまり I1 緒言」

で問題の所在を明確にし，1II 非線形計画問題の最適

解としての均衡解の一意性jにおいて最も一般的な形

で場合によっては競争均衡解がただーっとは限らず無
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数の解が存在することを明らかにした.また円II 二

次計画問題の解法と均衡解の一意性」では，二次計画

問題として定式化された空間均衡分析においてより具

体的にこの点を明らかにするために，まず二次計画問

題の解法について検討を行し、この目的に適した効率

的な解法を明らかにし，この解法に基づいて場合によ

っては競争均衡解がただ 1っとは限らず無数の解が存

在することを明らかにした.以上のような理論的考察

の重要性と正当性を裏付けるための事例分析は別稿に

譲ることとした.
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Summary 

Spatial equilibrium analysis is well known as a quantitative method to analyze the 

structure of interregional competition of agricultural products. And the uniqueness of equilib-

rium solution is巴ssentialto the application of this analysis. Usually researchers take it for 

granted that the uniqueness holds. But， if the uniqueness does not hold， conclusion of the 

application is meaningless or it must be corrected 

In this paper， we show theoretically that some spatial equilibrium models， which have 

been thought to have unique equilibrium solution respectively， have not unique but infinitely 

many equilibrium solutions respectively and that it is very important to carefully check the 

uniqueness of equilibrium solution. 

In Section 1 : Introduction， we make c1ear the subject in this paper. In Section II : On 

the Uniqueness of Equilibrium Solution as Optimal Solution of Nonlinear Programming， we 

show the point mentioned above in most general form. In Section III : An Algorithm for-

Solving Quadratic Programming Problems and the Uniqueness of Equilibrium Solution， we 
show an efficient algorithm to parametrically solve quadratic programming problems based 

on Dantzig-Panne and Whinston's method， and show the point mentioned above more 

concretely based on this algorithm for the case of spatial equilibrium models specified as 

quadratic programming problems. In Section IV: Conclusion， we summarize the point 

mentioned above briefly. In another paper， we will make a case study to show the importance 

and correctness of the conclusion of this paper. 


