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緒 言

農業機械,特 に,ト ラクター,耕 うん機あるいはコ

ンバインなどのほ場用作業機械の研究においては土と

機械との相互作用の解明が重要かつ不 可欠であり,本

閥題に関して多 くの報告がなされている,こ れは,こ

の相互作用の良否が機械の作業性能に、大きな影響を及

ぼすからにほかならない.し かるに,土 と機械との相

尾作用の理論的解明はその重要性にもかかわらずほと

んど進められておらず,も つばら実験的諸報告の竪出

に終始 している実状である.

ところで,こ の相互作用に関する問題は,力 学的に

は土に作用する応力と変形 との問題,す なわち,土 に

関する力学的境界値問題として把握 しうる.従 つて,

この観点から土と機械との相互作用を理論的に解明 し

うることになるが,一 般に,こ れらの境界値問題の解

析は困難である。 一方,電 子計算機の 発達に伴つて

Tumeretat.(1956)に よつて開発された有限要素

法は金属材料を主体とした構造物の境界値問題の解析

に画期的な変1覧をもたらし,さ らに,連 続体の境界値

問題の解析に対する大きな可能性を与えた。これに呼

応して,1質 工学の分野においてはZienkiewiczな

ど(例 えばZienkiewiczandNaylor,1971,1973)

を中心に本法の活用が積極的に試みられている.し か

るに,こ れらは単に弾性論に基づく解析であつたり,

材料表面に過度の拘束荷重を仮定 して硬化現象のみを

生 じさせるような特殊な状態に限定 した解析であるな

ど未だに満足な成果は得 られていない.

i質 工学の分野における このような 不成功の主因

は,有 限要素法自体よりもむしろ土の応力一変形特性

を記述する構成式の欠陥にあることが指摘され,現 在

この方面の研究が 活発に推進されつつある.と ころ

で,土 は微小な応力変化によつても容易に塑性変形を

生ずる.こ のため 変形挙動の 時間依存性を無視すれ

ば,土 の変形は弾性 および 塑性変形 として 記述しう

る.本 研究では橋口(1977)に よつて従来の諸構成式

の不備を補なうべく提案された土などの粒状体に対す

る弾性および塑性構成式に基づいて,平 面ひずみ問題

に関する有限要素法の定式化ならびにプログラミング

を行なつた.さ らに,三 軸(軸 対称)圧 縮試験状態に

おける4例 につき実験値との比較を行ない,木 有限要

素法の定式化ならびにプログラミングの妥当性を検討

した.

理 論

1,有 限要素法の概略

連続体の力学的境界値問題は,一 般に,応 力場ある

いは変位場を支配する微分方程式あるいは積分方程式

を解 くことに帰着する.こ れらの解析には方程式を直

接解 く方法か,あ るいは,そ れに等価な汎関数の停

留値より解を得る方法(変 分法)の いずれかが 使用

される.後 者には有名なRayleigh・Ritz法 あるいは

Galerkin法 などの方法があり,有 限要素法はこれに

属する近似解法の一種であることは周知の通りであ



Fig. 1. Static equilibrium of a body 
element  r and it's boundary condition.

る.本 節 で は有 限要 素 法 の 概 略 を述 べ て お く.な お,

本 論 文で は座 標 系 と して 空 間 固定 の直 交 デ カ ル ト座 標

系N,を採用 す る.ま た,す べ て のテ ン ソル方 程 式 に

は指標 に関 す るア イ ンシ ュ タイ ンの総 和 規約 を適用 す

る.さ らに応力 はTerzaghi(1943)の 提i唱に よ る有

効応力 を表 わ す もの とす る.

Fig.1に 示 す よ う に,あ る物 体 要素1'が 物 体 力

f,と表面力 γ',と を 受 け 静 的平 衡 を 保 つ て い る と仮

定 す る.こ の 時,要 素表 面 ⑤,上 に お いて 変位 〃,が,

残 りの表 面S.上 に お いて 表 面 力 鴇 が 境 界条 件 と し

て 指定 さ れて い る場 合 を考 え る.な お,こ こで は非 線

型 問題 を扱 うの で 変位 お よび カ は そ れ ぞ れ 微小 増 分

(の にお き か え る.ま ず,指 定 され た境 界 条 件 を満 足

す る微 小 な仮 想 変位 増 分(変 分)δ ・(Al'i)に 対 す る仮

想仕事 の原 理 よ り次式 が成立 す る.

こ こ に,dui」 お よ び4ら 、は応 力増 分 お よ び ひず み増

分,さら に お よびは 体積積 分 お よ び

友面 積分 を表 わす.式(2.1)は 汎 関数(こ こで はポ

テ ン シ ャル ・エ ネル ギ ー)の 停 留 条件 を 表 わ して い

る.こ の式 を直 接,解 くこ と は困 難 で あ る ので,適 当

な近 似化 が必 要 とな る.そ こで,物 体 要 素J'内 の変

位 増 分dUiが 要 素表 面上 の 任意 の節 点 の 変位 増 分dtit

の関 数 と して次 の よ うに近 似 しう る と仮 定 す る.

(、2.2)

こ こ に,N・「ijは形 状 関数 で 普通,空 間 に等 方 な位 置 ・Y,

の 多項 式 に よつ て 表 わ され る.多 項式 の次 数 の大小 に

よつ て 必 要精 度 の 近 似 が 可能 で あ る こ とは言 う まで も

な い.

こ れ よ り,ひ ず み 増 分4ε1ノ は以下 の よ う に 表 現 さ

れ る.

`!εり( .vVik,∫ 、ノ>jk,1)・」ε7た/2-Bi」k・ 」t/tk(、2.3)

こ こ に,N～ 厨 は 次 式 を 意 味 す る.

八右ir,ノ ー(∂/∂xノ)・1～flle( 、2.4)

な お,ひ ず み 増 分4ε1ノ と 応 力 増 分dσ,ノ と の 関 係 は

次 の 構 成 式 で 表 わ さ れ る と 仮 定 す る.

c!σii-∠)iJ'kl・4ε 々,(2.5)

こ こ に,L)tiklは 構 成 テ ン ソ ル と 称 さ れ る4階 の テ ン

ソ ル で 材 料 の 変 形 特 性 に 依 存 す る.

式(2.2),(2.3)お よ び(2.5)を 式(2.Dに 用 い

れ ば 物 体 要 素 ノ1に 関 す る 次 α)剛 性 方 程 式 を 得 る.

k(2.6)

こ こ に,ん1」 お よ び ・jF、 は そ れ ぞ れ 次 の 関 係,

を表わし前κは剛性テンソル,後 者は物体要素 プ に

作用する等価節点外力増分である.剛 性方程式(2。6)

は等価節点外力増分と節点変位}19分との間の線型関係

を表現したものである.こ れを所定の境界条件下 で解

いて節点変位増分 距、を 求めれば,土 述の関係式よ

り物体要素1'内 部のひずみ増分あるいは応力増分な

どの必要な情報が得られる.

ところで,物 体要素1'全 体にわたる形状関数は極

めて複雑であるので,一 般には,こ 角形などの単純な

形状をした多くの小要素x,に 分割し形状関数を単純

にする方法を川いている.各 要素7・1に ついてそれぞ

れ剛性方程式を作り,こ れらを合成すれば物体要素1'

全体の剛性方程式が簡単に得られる.こ れを

(2.8)

で表 わす.こ こに κθ は各要素の 剛性テンソルを合

成 したものである.

前述のように,形 状関数は要素形状 および位置.N't

によつて決定 しうる関数 で あ るが,構 成テンソル

D脚 は材料の変形特性に依存する物理「il:であ る.弾 ・

塑性変形における ひずみ増分は,一 般 に,弾 性成分

4ε9ゴと塑性成分4ε 各 との和,

(2.9)

で 与えられると仮定 しうる.こ れより,非 硬化材料を

除く弾 ・塑性体に対する構成テンソルは以下のように



与 え られ る(山 田,1972).

a)弾 性 状 態:

b)塑 性状 態:

ここに,D槻 は弾 。塑性構成テンソルであり,ま た,

Eiiklは 弾性構成テンソルで以下の関係を表わす.

(2.11)

さらに,∫ は塑性ポテンシャル,9は スカラー係数 を

表わす.有 限要素定式化に使用 した構成テンソルに関

しては次節で詳述する.

2.土 な どの粒状体の弾 ・塑性構成式ならびに有限

要素法の定式化

ヒなどの粒状体は弾性変形のみならず顕著な塑性変

形を示すので,ま ず,こ れらを適切に表現 しうる妥当

な構成式を規定せねばならない.本 節では,こ れ らの

構成式について述べ,前 述の構成テンソルを具体的に

決定することによつて有限要素法の定式化を行なう.

塑性論によれば,塑 性ひずみ増分は塑性ポテンシャ

ル∫によつて次のように与えられる.

ここに9は 式(2.10)に お けるスカラー係数である,

なお,Drucker(1951)の 所 論に従つて,塑 性ポテン

シャルとして材料の降伏応力を長わす塑性条件式を採

川する.

ところで,膣地などの粒状体の硬化および軟化は第 ・

義的には非回復な間ゲキ比の変化,す なわち,塑 性的

な作積ひずみの変化によつて規定 しうると思われる、

この仮説に基づいて次のような 塑性条件式を仮定す

る.

または

ここに)は 負荷応力関数で粒状体においては応

力空間で閉曲面を呈する・またF(∫d・e・)性体 積

ひ ず み をパ ラメ ー タ と した硬 化 関数 を表 わす.本 論文

で は式(3.3)の 形 式 の塑 性 条 件式 を採用 す るが,そ の

具 体 形 は後 述 す る.式(3.1)お よ び(3.3)よ り,ス

カ ラー係 数gは 次 式 で 与 え られ る.

こ こに,傷 は ク ロネ ッカ ーの デ ル タ を表 わ す.

土な どの 粒 状体 に対 す る 具体 的 な 塑 性 条件 式,特

に,負 荷応力 関数 はCoulomb(1776)を 始 め,近 年

に至 つ てRoscoeetal.(1963),Burland(1965)な

ど によ つ て種 々,提 案 さ れて きた が,降 伏 面 全域,と

りわ け重 要 な軟 化 域 に お け る 塑性 挙動 を適 切 に表 現 し

うる もの は 見 い だ され て お らず,有 限要 素 法 活用 上

の難 点 とな つ て い る.こ れ に対 して 橋口(1977)は

Rowe(1962),Horne(1965)な どに よつ て 提 案 さ れ

たstress-dilatancy式 を拡 張 し,中 間 主応 力 の 影響

を 無 視 した 主応 力 表 示 の負 荷 応 力 関 数 に よ る次 の よ う

な 塑性 条件 式 を提 案 した.

ここに σ1および σiltはそれぞれ 最大および最小 ド

応力(σ1.一一σ川),κ および α は材料定数,feは

の初期値を表わす.式(3.5)の 左辺第一項は負荷応力

関数,さ らに第二項は硬化関数を表わす.硬 化関数は

等方圧縮(密)試 験糺果に基づき塑性体積ひずみと平

均応力の対数inll'1と の線型関係を仮定 して決定 し

たものである.本 研究ではこの塑性条件式を採用 して

有限要素法の定式化を行なう.

ところで,塑 性条件式(3.5)は 主応力表示であるの

で,有 限要素法の定式化においては次のような座標変

換を行なつて,一 般応力に変換する必要がある.

(3.6)

および

こ こに β∬ は座 標 変 換 テ ン ソル を表 わ し,五 は応 力

の}こ軸 を表 わ す.な お,砂/∂ 碗 の各 成 分 は以下 の よ

うに な る。

一方
,土 などの粒状体の変形解析においては塑性構

成式のみならず弾性構成式 も極めて重要であることは

言うまで もない.し かるに,こ の方面の研究は ほと

んど顧みられていない現状である.木 研究では橋rE

d977)に よつて提案された次の構成式を採用する.



ここ に β,Pr,aお よ びNは 材料 定 数,σ6は 偏差

応 力 を表 わ す.さ らに,rはr;(σL・oL・)1/2を 表 わ

す,式(3.9)は 弾 性 変形 が'F均 応 力 の み な らず,従

来,無 視 され て い た偏 差応 力 に も依 存す る ことを 表 わ

す 非 線 型 の 構 成式 で あ る.ま た,こ れ は拘 束 の ない 自

由表 面 を 有 す る境 界 値 問 題 に対 して も適用 し うる よ う

に拡 張 され た もので あ る.

弾性 構 成 式(3.9)を 逆 変換 す れ ば弾 性 構成 テ ンソル

五脚 は次 の よ う に得 られ る .

導 き う る.す な わ ち,C,V.S.で は材 料 は 完全 塑 性

状 態 を 示 す の でdf-0と な り,応 力増 分 は降 伏 曲 面

の接 平 面 方 向 に しか 変 化 しえ な い.

これ よ り,塑 性 ひず み増 分 は 次 の よ うに 与 え られ

る.

よ つ て,C。V.S.に お け る弾 塑性 構 成 テ ンソル は

こ こに

で 与・え られ る.さ らに,こ の テ ン ソルの 具体 形 は次 式

で 与え られ る.

以上に示された塑性条件式(3.5)お よびこの弾性構

成テンソルを式(2.10)に 用いて所求の弾塑性構成テ

ンソルを次のように決定 しうる.

こ こに

で与 え られ る.

一 方 ,応 力 が ∂f/"∂P=oを 満 足 す る 限界 間 ゲ キ 状

態criticalvoidstate(以 一下C.V.S.と 略 記)に

お い て は,式(2.10)で 述 べ た弾 塑 性 構 成 テ ンソル は

使用 で きな い.し か る に,材 料 の等 方性 を仮 定 す れ ば

C.V.S.に お け る 弾 塑 構成 テ ンソル を 以下 の よ う に

解 析 結 果

1.有 限要素解析の具体的手法

境界値問題に対する有限要素解析は以下 のア順で行

なわれる.

a.問 題 に応 じて与えられたデータ(節 点座標,節

点番号および材料定数など)に 基づいて前述の剛性方

程式を組立てる.

b.こ の剛性方程式を与えられた境界条件下で解き

(本プログラムでは共役傾斜法を採用)節 点変位増分

および節点荷重増分を求める.

c.前 述の議論に従つて,節 点変位増分から各要素

のひずみ増分および応力増分を求める.

d.塑 性 状態にある要素 の除荷 ・負荷判定を行な

う.こ れらの判定は塑性仕事増分dWP(-i'oijde{」)の

ll三負 によつてなされる.す なわち

負 荷:dwp」 、・0

除 荷:d外/P<0

(4.D

となる.な お,軟 化域では境界条件 として変位増分を

与えなければこれらの判定は不可能である.

e.一段 階の試験変位増分により弾性状態にあつた



要 素 が 塑性 状 態 に突 入 した り,C.V.S.面 を 貫通 し

て硬 化域 か ら軟 化 域 へ あ る い は この 逆 方 向へ 移 行 して

い る場 合 には,降 伏 曲 面やC.V.S.面 か らの 応 力 増

分 の 超 過 量を 除 去 し誤 差 の 集 積 を 抑 制 す る 必 要 が あ

る.そ こで,試 験 増 分 ベ ク トル の ノ ル ム と適正 増 分 ベ

ク トル の ノル ム との比 を 求 め,さ らに,そ れ らの 中 の

最小 値 を増 分 倍 率 と しす べ て の増 分 解 に乗 じて解 の修

卍を行 な う.

f.こ れ らの 修 正増 分 解 に基 づ い て節 点 変位 ,節 点

荷重,ひ ず み お よ び応力 な どを 算定 し,各 要 素 の負 荷

状 態 を分 類 して 次 の増 分 計 算 の 準備 を行 な う.以上 で

一段階 の増 分 計 算 が終了 した こ とに な る.

9.a～fま で の 計算 過 程 を 所定 の値 を得 るま で繰

り返 し行 な う.

以上に定 式 化 した有 限要 素法 の 妥 当性 を検 討 す る た

め に軸対 称 圧 縮(側 圧 一定)試 験結 果 と同一一条件下 に

お け る解 析 結 果 との比 較 を4例 につ い て行 な つ た,対

象 材 料 はParry(1959)お よ びMiura(1975)の 実

験 報 告 に見 られ る それ ぞ れWealdclayお よび 豊 浦

砂 の2種 類 で,こ れ らの 材料 定 数 は次 の通 りで あ る.

Wealdclay:β0.0213,P,1,26p.s.i.,V1,0

cl=0.002631/p.s.i.,α::・=0.0382,K"・-2.2

豊浦 砂:β=0.032,Pr=99.Okg/cML),、V=LO

cl・0.001cm2/kg,α-〇.1,κ ・3.3

また,試 験 条 件 は以 下 の通 りで あ る.ま ず,試 料 を

等 方 的 に圧縮 し降 伏 させ た後 に,所 定 の 値P,・ 一一 ブ・

まで 加 圧 し,さ らに,軸 対 称 圧 縮 開 始 の 初期 仙Poに

応 力 を設 定 す る.こ れ らの応 力変 化 はす べ て等 方 的 に

行 な わ れ る(Fig.2a参 照).そ の 後,側H:.(σ1)を

・定 に保 つ た ま ま 軸圧(OIII)を 変 化 させ る(解 析 で

は 軸 ひず み増 分 を 与え る).負 荷 径 路 は ・Pンo-P`}と し

て 硬化 域 で 圧 縮 を 行 な う もの と,… 度,設 定 初 期 値

Poま で 除 荷 した後 に 弾性 状 態 よ り 圧 縮 し軟化 域 に至

らせ る径 路 の2種 類 で あ る(Fig.2b参 照).

一方,計 算 条件 は以下 の通 りで あ る.ま ず,軸 対 称

試験 で はそ の対 称性 よ り試 料 全体 の1/4に つ い て解 析

す れ ば よ い,こ の 領域 を12個 の節 点 を 有 す る12個 の

こ角形 要素 に分割 した.要 素 分割 状 態 お よ び 拘束(境

界)条 件 をFig.3に 示 す.な お,一 段 階 の増 加 計 算

に与 え る増 分 の 大 き さ は4εHrO.0025で,繰 返 し計

算 数 は60～200回 で あつ た.

2.解 析 結 果 と実験 結 果 との比 較

解析 結 果 と実 験 結 果 の比 較 をFig.4に 示 す.こ れ

らの 図で は横 軸 に 軸 ひず み εniを表 わ し,縦 軸 に 主応

力比・iri/diお よ び 体 積 ひ ず み ∫ 表 わ して い

Fig. 2. Conditions of triaxial compression 
tests. 

  (a) Experimental conditions. 

 (b) Stress paths in the (P, r) plane.

Fig. 3. Calculus condition: Finite element 
division and support (boundary) condition.

る.同 図a,b,cお よびdは それぞれFig.2aに

おける試験番号A-1,A-ll,B-1お よびB-11に

関する比較を表わしている.な お,太 い実線は実験値

を示 し,細 い実線は理論値を表わし,さ らに,破 線は

弾性状態を表わしている.

以上の比較よりわかるように,粘土 および砂のいず

れについても解析結果は実験結果を大まかに表現して

いると思われる.と くに,硬 化域における変形挙動は

かなり良く近似されるようである.ま た,従 来の解析

では表現しえなかつた軟化域における変形挙動もある

稈度,表 現しえていると思われる.こ れらのことより

本論文で定式化 した有限要素法は一般の境界値問題に



Fig. 4. Comparisons with the experimental and calculated results under the triaxial 

compression  condititions. 

             a, Comparison for A-I; b, Comparison for A-II ; 
              c, Comparison for B-I ; d, Comparison for B-II.

対 しても十分に適用 しうるものと思われる.

ただし,応 力径路が弾性状態を経て塑性状態に至る

場合(Fig.2bに おけるIIの径路)に は,解 析値 は

弾性状態と塑性状態とが 明確に分離 しているために,

Fig.4bお よびdに 見られるような鋭利な折れ曲りを

示し,実 験値に見られる滑らかな応力 ひずみ特性は

表現 しえない.さ らに,軟 化域においては体積ひずみ

を過度に評価する傾向がある.以上 に述べた解析結果

の欠点は弾性および塑性構成式 自体の不十分さに起因

すると思われるが,弾 性状態から塑性状態への滑 らか

な移行過程は既往の塑性論では説明しえないものと思

われる.今 後,こ れらの諸点を考慮に入れた一層進ん

だ構成式の究明を進めつつ,こ れらに基づいてさらに

妥当な粒状体に関する有限要素法を確立してゆかねば

ならない.

摘 要

本論文では,ほ 場用作業機械などに見られる鬱地と機

械との相互作用を解明するための予備的研究として,

まず,土 などの粒状体に対する弾塑性構成式に基づい



て平面ひずみ問題に関する有限要素法の定式化ならび

にプログラミング を行なつた.さ らに,こ の有限要素

法の妥当性を検討するために粘[1お よび砂の軸対称圧

縮試験結果と解析結果との比較を行なつた.こ れらの

比較よりわかるように,本 論文で定式化 した有限要素

法は従来の諸論では説明 しえなかつた弾性状態および

炊化状態を含む粒状体の一般的な弾塑性変形境界値問

題の解析に適用 しうると思われる.な お,今 後は本プ

ログラムを川いて農用 トラクターの沈 ド現象などの具

体的問題の解析を進めるつもりである.

なお,本 研究における計算には九州大学中央計数施

設の計算機FACOM--230を 利用した.
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                                   Summary 

   In this paper, an incremental finite element method was formulated and a pro-
gram for plane strain problems was prepared in order to analyze numerically bounda-
ry value problems of the elasto-plastic deformations for granular materials like 
soils. Elasto-plastic constitutive equations proposed by one of the authors were 
adopted to this finite element formulation and programming. A constitutive tensor 
D,;,;, plays very important roll on the finite element method. In elastic stress states, 
the elastic constitutive tensor E;;F, was used for D, ;,z,. On the other hand, the 
elasto-plastic constitutive tensor D;„, was used for D,;;z, in plastic stress states. By 
composing these constitutive tensors and the shape function for triangular element, 
a stiffness equation is obtained as follows. 

K;du =IF, 

where K;, is a stiffness tensor, du, is a nodal displacement increment and JP, is a 
nodal load increment. Nodal displacement increments and nodal load increments are 
obtained as the solutions of this equation under the given boundary conditions, and 
then, strain increments and stress increments are calculated. 

   Four examples for the condition of triaxial compression were analized. These



examples were composed of two kinds of soils, i. e., Weald clay and Toyoura sand, 
and of two different stress paths where the initial conditions at the beginning of 
compression are an isotropic plastic state or an elastic state. The strain increment 
was 0.0025 in one stage of the iterative calculations, and iterative numbers were  60--
200 times. These calculated results were compared with experimental results of the 
triaxial compression tests for Weald clay (by Parry 1959) and Toyoura sand (by 
Miura 1975). The comparisons show that the calculated results can roughly trace 
the experimental curves. 

   According to these comparisons, the finite element method formulated in this 

paper seems to be applicable to arbitrary boundary value problems of elasto-plastic 
deformations for granular materials. Henceforth, by use of this finite element 
method, we shall analyze the practical problems, the load-sinkage problem of farm 
tractors, for example.


