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第7章 結言

本論文により非定常熱応力問題は熱弾性変位ポテンシャルを用いることにより、

領域内にセルを設定しなくても数値解析が可能であることが示された。 非定常問題

において熱弾性変位ポテンシャルから求められた変位および応力に関する基本解は、

瞬間点熱源による変位および応力であり、 解析的に時間積分することにより非定常

熱応力問題における数値解析に用いることができる。 本論文では非定常熱応力の基

本解を求める方法を示しており、 基本解が 未 知の場合でも定式化が可能である。 ま

た、 3次元の基本解をガンマ関数で与えることにより、 高次の時間内挿への適用が

容易である。 これらの基本解を時間積分したものは静弾性問題におけるKelvinの基

本解より特異性は弱く、 解析的に処理できることが示された。 また、 1重層熱弾性

変位ポテンシャルのみでなく、 2重層熱弾性変位ポテンシャルにも言及し、 基本解

を法線方向微分したものも、 時間に関して解析積分が可能であることを示した。 定

式化は、 熱弾性変位ポテンシャルから求められた変位および応力と静弾性問題にお

ける変位と応力の重ね合わせにより行った。 また、 間接法や直接法による幾つかの

定式化の可能性を示した。 本論文により2次元、 3次元、 軸対称非定常熱応力問題

がセルを用いずに数値解析可能になった。 本手法は熱応力が問題になることが多い

異種接合材にも適用できることを述べた。 なお、 熱発生を伴う非定常熱応力問題に

おいても内部にセルを設定しなくてもよい手法を示した。 熱発生を伴う場合の本手

法は、 熱発生の分布が形状的に複雑な場合には適した手法ではないが、 熱発生の分

布を単純なものと見なせる場合には効果を表す。 また、 本熱弾性変位ポテンシャル

を用いた手法は非定常熱応力解析のみではなく、 定常熱応力解析にも有効な手法で

あることを示した。 熱弾性変位ポテンシャルを用いることにより、 従来の手法に比

べ容易に熱応力解析に必要な基本解が求められる。 しかも、 2次元問題の場合、 Ga

lerkinテンソルを用いた定式化においては、 静弾性の解析に使用されるKelvin解で

はなく、 Galerkinテンソルから導かれる解を使用しなければならなかったが、 本解

法では従来のKelvin解を使用することができる。

本論文の解法によって求められた値が厳密解とよく一致することを確かめた。 ま

た、 厳密解を求めることが困難な長方形孔を有する円筒の隅部の熱応力に対する応

力集中の問題・偏平回転楕円体などに適用し、 本手法が有効なのもであることを示

した。 なお、 深い切り欠きがある場合やクラックのある問題などへの適用は今後の

研究課題である。
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付録1 線形時間内挿を用いた場合の温度の基本解の時間積分

境界上の温度Tと温度勾配qが時間ステップfにおいて、 時間に関して線形的に変化

するものと仮定すると、 関数T，qは次式で与えられる。

T=φ1Tr+φ2 T r -1 

q=φ1qr+φ2 qr -1 

(Al.l) 

(Al.2) 

上式の時間に関する内挿関数ゆ1，φ2は次式で与えられる。

tr-τ 
φ1 = 一一一

ムtr

τ-tr-1 
φ2= 

ムtr
(Al.3) 

ただし、 ムtrは時間ステップ幅であり、 ムtr=tr-tr-1である。 式(Al.3)の線形時間

内挿を用いる場合、 下記の積分が必要になる。

2次元の場合

J 
(tr-τ) 

T・2(X，t，�，τ)dτ
ムtr

{[(tF-tr) +一一][E1 (ar-1 )-E1 (ar)] 
4π κムtr 4κ 

r2 1 

-一一[ -- exp(-ar-1)- -exp(-ar)]} 
4κ ar-1 ar 

(Al.4) 

tr 
J 

t r -1 

(τ-tr-1) 
T・2(X，t，�，τ)dτ

ムtr

r2 
= ー { [(tF-tr-1)+一一][E1(ar四1)-E1(ar)]

4π κムtr 4κ 

r2 1 
一一一[ 一一 exp(-ar-1)- -exp(-ar)]} 

4κ ar-1 ar 
(Al.5) 
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q・2(X，t，�，τ)dτ

ムtr

l (tF-tr) 
{ [exp(-ar-1)-exp(-ar)] 

2π κムtr r 

r a r 
-一一[E1(ar-1) - E1(ar)]} 

4κ a n 

(Al.6) 
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{ ， .  • - ，  [exp(-ar-1)-eXp(-ar)] 

2π κ
ム

tr r 
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[E1(ar-1) - E1(ar)]一一 (Al.7) 
4κ a n 

3次元の場合

tr 
J 

t r -1 

(tr-τ) 
T・3(x， t，ご，τ)dτム

tr

一
r 

8κ2π3ノ2
ム

tr
{f(-，ar)-f(ー，ar -1 ) +a r -1 -1ノ2exp(-ar-1) 

2 2 

1 1 1 
- ar-1/2exp(-ar)+一一[f(-，ar)-f (一，ar-1)]}

2ar 2 2 
(Al.8) 
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tr

一
-

r 

8κ2π3ノ2
ム

tr
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2 2 
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2ar-1 2 2 

(Al.9) 
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(Al.I0) 

{ f (一，ar)-f(一，ar -1 ) 
8π3/2κ2

ム
tr 2 2 

3 3 a r 

[f(-，ar)-f(一，ar-1)] } 
ar -1 2 2 a n 

(Al.l1) 
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付録2 線形時間内挿を用いた場合の変位および応力の基本解の時間積分

2次元問題の変位に関する基本解を線形時間内挿を用いて時間積分を行うと、 下

記の式が得られる。

t r (tf-τ) 
S Ui.2(X，t，�，τ)dτ 

J 

J 

t r -1 ムtr

m ð r 
Sl 

4πムtr ð X i 

(τ-tr-1) 

t r -1 
Ui.2 (X， t，ご，τ)dτ

ムtr

m ð r 
一 S2 

4πムtf ð X I 

tf (tr-τ) ð Ui .2(X，t，ご，τ)

t r -1 ムtf ð n 

一

m 

2πムtr r ðXi ðn 

dτ 

tr (τ-tr-1) ðUi.2(X，t，�，τ) 
S dτ 

t r -1 ムtr ð n 

m 1 ðr ðr 
= [ -S2 n i + 一一一 一- S4] 

2πムtr r ðXi ðn 

ただし、 Sl-S4は次式で与えられる。

Sl = 一{(tF-tr-1)2[1 -exp(-ar-1 )]+(tF-tr)2[I-exp(-ar)] 
2r 

-2(tF-tr)(tF-tr-1 )[I+exp(-ar-1)] 

r2 

+ 一一 [(tF-tr-1)exp(-ar-1)一(tF-tr)exp(-ar)]
4κ 

r2 

+ 一一[(tF-tr) +一一][EI (-ar-1 )-Ei (-ar )]} 
2κ 8κ 

S2 = 一{(tF-tr-1)2[1 -exp(-ar-1 )]+(tF-tr)2[I-exp(-ar)] 
2r 

-2 (tF-tr)(tF-tr-1 )[I+exp(-ar-1)] 
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(A2.1) 

(A2.2) 

(A2.3) 

(A2.4) 

(A2.5) 



+ 一一 [(tF-tr-t)exp(-ar-t)一(tF-t，)exp(-ar)]
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(A2.8) 

2次元問題の応力に関する基本解を線形時間内挿を用いて時間積分を行うと、

下記の式が得られる。

tf (tf-τ) 
J σkl.2(X，t， E，τ)dτ 

t r -t ムtr

一
-G. 

πr2ムtf

a r a r 
�(δkl- 2一一一一一)

a Xk a n 

X {(tF-tr-t)[l -exp(-ar-t)]+(tF-t，)2[1-exp(-ar)] 

-2(tF-tr)(tF-t，-t )[l+exp(-ar-t)] 

r2 
+ 一一 [(tF-tr-t)exp(-ar-t)-(tF-tr)exp(-ar)]

4κ 

r2 r4 

+ [(tF-tr)一一+ 一一一 ][-Et(ar-t )+Et (ar-t )]} 
2κ 8κ2 
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× ょと {一(tF-tr)Et(ar-t )+(tF-tr)Et (ar) 
2κ 
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3次元問題の変位に関する基本解を線形時間内挿を用いて時間積分を行うと、 下

記の式が得られる。

(tr-τ) 
s - Ui.3(X，t，�，τ)dτ 

t r -t ムtr
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一
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3 -1 
+ (tF-tr-l)2[γ(ー，ar-l)-ar2 f (一，ar-l)+ar-l f (-，ar-l )]} (A2.14) 
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3次元問題の応力に関する基本解を線形時間内挿を用いて時間積分を行うと、

下記の式が得られる。
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付録3 相反定理による定式化(89)

Bettiの相反定理は次式で与えられる(83)。

S p6 j U・jd r + S b6 j U. I d {) = S p・IU6 I r + s b・IU6 I d {) 
r {) r {) 

(A3.1) 

Duhamelの相似則より表面力成分および物体力成分は次式になる( 1 
)。

p6j=Pi+βTnl 

b6 i =b 1-ß T. i 

(A3.2) 

(A3.3) 

式(A3.1)-(A3.3)より

s (p i +βTn i ) u・idr+s (bi -ßT.i)U・id{)=S p・iUir+s b・iU j d {) 
r {) r {) 

(A3.4) 

上式の第1項の積分においてガウスの定理を用いると

S Tn j U・idr=s T，IU・id{)+S Tu・j.i d{) 
r {) {) 

(A3.5) 

式(A3.4)，(A3.5)より
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(A3.6) 

領域内部の点をqで、 境界上の点をQで表し、 式(A3.6)を書き改めると

S Pi (q)U・i(Q)dr+s bj(q)u・I(q)d{)+βS T(q)u・I.i(q)d{)
r {) {) 

= S p・i(Q)Ui(Q)r+s b・i(q)UI (q)d{) 
r {) 

(A3.7) 

u・j(q)，p・j(Q)，b・I(q)として、 次の基本解の系u・1 (q，p)=U.lk(q，p)ek， U.j (Q，p) 

二u・ik(Q，p)ek， p.i (Q，p)=p・Ik (Q， p)ek， b. i (q， p)=δIk(q，P)δ(Xq-Xp)ekを用いる

と、 式(A3.7)より次式の境界積分表示を導くことができる。

Uk(P)= S Pi (Q)U・ik(Q，p)dr+s bj(q)u・ik(q，p)d{)
r {) 

-s p・Ik(Q，P)Uj(Q)r+ßs T(q)u・Ik.i(q，p)d{)
r {) 

(A3.8) 
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基本解u・ikの微分係数はポテンシ ャル問題の基本解の微分で表現可能である。

l-2ν 
u・ik.i(q，P)= ゆ k(q，P)

2G(1-ν) 

式(A3.8)の温度に関する領域積分は、 次式で与えることができる。

a 
ß S T(q)u・Ik.1 (q，P)d{) = • - S T(q)ゆ(q，p)d{)

{) ðx {) 

ただし、 m=(1+2)α/(1-ν)

上式で、 右辺の領域積分はポテンシ ャル論より次式の解である(58)。

V2φ(p)=mT(p) 

(A3.9) 

(A3.10) 

(A3.11) 

関数φ(p)は熱弾性変位ポテンシ ャルである。 熱弾性変位ポテンシ ャルと変位との

関係および式(3.13)，(A3. 8)， (A3. 10)より次式が求められる。

CU i(P)+J 
F 

P i j・(Q，P)Uj (Q)d r (Q)= S U i j・(Q，P)pj (Q)d r (Q) 
r 

+κS S [U I・(P， t， Q，τ) 
a T (Q，τ) 

o r ðn(Q) 

κ t 

a Ui・(P， t， Q，τ) 

ð n (Q) 
T(Q，τ)]dr (Q)dτ 

+ - S S UI・(x， t， � ，τ)W( � ，τ)d {) (ご)dτ
λ o  {) 

+ S U I・(x， t， � ，O)T(� ，O)d{) (�) 
。
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付録4 近似式

本論分に 示 した式を用いて、 プログラムを作成する 際 に 使 用した近似式について

述べる。 積分指数関数El()の計算には、 次の近似式を用いた(.46)。

O<x壬1 の場合

El(x)=aø+alx+a2x2+a3x3+a.4x.4+a5x5_}og(X)+ε(x) 

|ε( x) I < 2 X 1 0- 7 

l<x の場A

x.4 + b 1 X 3 + b2 X 2 + b3 X + b.4 
El(X)= _ +ε(x) 

xeX (X.4 +b5 X3 +b6 X2 +b7 x+bs) 

ただし、

al=-0.57721566 

a3=一0.24991055

a5=-0.00976004 

bl= 8.5733287401 

b3= 8.6347608925 

b5= 9.5733223454 

b7 =21. 0996530827 

|ε(x) I < 2 X 10- s 

a2=0.99999193 

a.4=0.05519968 

a6=0.00107857 

b2=18.0590169730 

b.4= 0.2677737373 

b6=25.6329561486 

bs= 3.9584969228 

また、 次の関係を用いた。

El (X)=-Ei (-x) (x>O) 

(A4. 1) 

(A4.2) 

(A4.3) 

本論文に使用したガンマ関数は、 余誤差関数erfc(x)を用いて計算することができ

る。 すなわち、 第1種不完全ガンマ関数は次式により、 第2種不完全ガンマ関数で

表現することが可能である。

γ(n，a)=f (n)-f (n，a) (A4.4) 

また、 第2種不完全ガンマ関数の関係式(.46 ) 

f (n+l，a)=nf (n，a)-anexp(-a) (A4.5) 

から、 本論文に必要な第2種不完全ガンマ関数はf(I/2，a)によって表現することが

可能である。 第2種不完全ガンマ関数f(1/2，a)は余誤差関数erfc(x)と次式の関係
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がある(.4 6)。

r(! ，a)=π1ノ2erfc(a1ノ2)
2 

余誤差関数erfc(x)は次の近似式によって計算することができる(.4 6)。

erfc(x)=(0.3480242-0.0958798m+0.7478556m2)m exp(-x2)+ε(x) 

、， 、. �ヲ唱、LL L 、

m = 
1+0.47047x 

0;三xく∞ |ε(x) I <2. 5 X 10- 5 

(A4.6) 

(A4.7) 

(A4.8) 

第1種および第2種完全楕円積分関数K(m�)， E(m�)は次式で近似することができ

る(55)。

K(m�)=1.3862944+0.1119723η+0.0725296η2+(0.5+0.1213478η 

+0.0288729η2)ln(1.1η) 

E(m�)=1.+0.4630151η+0.1077812η2 

+(0.2452727η+0.0412496η2)ln(1.1η) 

ただし、 η=1一m�20
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付録5 基本解の空間に関する解析的積分

境界積分方程式では、 積分の精度が計算結果に大きく影響を及ぼす。 解析対象領

域が、 円のような場合は積分精度に関する問題はほとんど生じないが、 細長い棒の

ようにアスペクト比が大きい場合は積分精度が低下する。 また、 内点の関数 値を計

算するとき、 内点が境界近傍の場合、 その関数値が正しく計算できない場合がある。

その原因のーっとして、 数値積分の精度の低下が考えられる。 解析的積分は境界積

分方程式の解の精度を高めるために有効であるので、 一定要素の場合について2次

元定常熱伝導解析に関する基本解、 静弾性問題における基本解および定常熱応力問

題における基本解の解析的積分を示す。 本手法は線形要素においても使用すること

ができる。

5. 1 定常熱伝導解析に関する基本解の解析的積分

図A5. 1に示すような長さLの直線状の要素において、 要素上の任意点(X，y)は次式

で示すことが出来る。 ただし、 sはOからLまで変化するものとする(9白)。

S
 

1
E

 

VA


-
-

9』一
τL

VA
一+

 
-VA

 
一一VA

 
(A5. 1 ) 

Y2 -Y1 
y= Y1 + 一一一一一- s 

L 
(A5.2) 

領域内あるいはいま考えている要素以外の要素上の任意点(X i ， Y i )から要素上の点(

X，y)までの距離rは次式で表される。

r=[(X-Xi )2+(Y-Yi )2]1ノ2=[s2+2a1s+a�]lノ2 (A5.3) 

ただし、

a1=一{(X1-Xi)(X2-X1 )+(Y1-Yi )(Y2-Y1)) (A5.4) 

a�=(X1-Xi )2+(Y1-Yi)2 (A5.5) 

ここで、 積分1 k L、 hmを次式のように定義する。

qu
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''i
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FA
 

nu
 
--z・且lk

 cu 
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nu

 

p--d
 

一
一'E』ik

 
，.EA

 
(A5.6) 
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s=l 

(x2， Y2) 

(x" y，) 

図A 5. 1 解析積分のための記号
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また、 積分Ax x . . xνν. .νkを次式のように定義する。

T�ピ

EL

nU

 

Fa，dw
 

-一
(X-XI )n(Y_YI)m 

ds (A5.8) Axx. . x νν. .νk 
LK

 F且

ð r / ð Xおよびð r/ ð Yは式(A5.3)より、

ð r X-Xi ð r Y-Y I 
一 一 (A5.9) 

ð X r ð Y r 

で与えられ、 さらに、 X-XiおよびY-Yiは式(A5.1)， (A5. 2)より

X2 -Xl 
X-Xi= (Xl-Xi)+ ( 一一一 )s=bø +b 1 s 

L 
(A5.10) 

Y2 -Yl 
Y-Yi= (Yl-Yi)+ ( 一一一 )s=Cø+Cl S 

L 
(A5.11) 

で与えられる。 ただし、

b ø = X 1 -X i ， b 1 = (X2 -X 1 ) / L 

CØ=Yl-Yi， Cl =(Y2-Yl )/L 

(A5.12) 

(A5.13) 

単位法線ベクトルの成分 (方向余弦) n xおよびnνは次式で与えられる。

-Ea
 

c
 

一一
aE且・
嗣

ve一
一
一

IL

内ζ
一

vd一一一x
 

nH
 

(A5.14) 

Xl-X2 
nν = 一一一一 ニーbl

L 
(A5.15) 

図A5.1に示すように任意点(Xi，y i )から境界要素までの距離Diは次式で与えられる。

Di=bøCl-blCØ (A5.16) 

2次元定常熱伝導問題における基本解の要素に沿った積分は次式のように表すこと

ができる。
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L 

J T・2(x，f) ds=一一1� L (A5.17) 
。 2π 

L a T・2 (x， f ) Di 
f ds=一 一一 I�2 (A5.18) 

。 a n 2π 

5.2 静弾性問題における基本解の解析的積分

2次元静弾性解析において一定要素を用いた場合の解析的積分について示す。 2

次元静弾性解析における基本解は平面ひずみの場合、 式(4.20)， (4.21)で与えられる。

式(A5.3)， (A5. 6)， (A5. 7)， (A5. 8)を用いることにより、 解析的積分は以下のように求

めることができる。

L 
J Ux x・ds = [(3-4ν) 1 � L + Ax x 2 ] 

。 8πG(I-ν) 

L 

s Uνν・ds = [(3-4ν)I�L+Ayy2] 
o 8πG(I-ν) 

(A5.19) 

(A5.20) 

IL

nu

 

psd
 8πG(I-ν) 

Ax ν2 (A5.21) Uxν・ds = 

L D i 
s Pxx・ds=- [(1-2ν) 1日2+2Axx.4 ] 

o 4π(1-ν) 
(A5.22) 

L D i 
s Pνν・ds=一 [(1-2ν)I�2+2Aνy.4 ] 

o 4π(1-ν) 

L 

s PXν・ds
。

(A5.23) 

= 一 [2D i Ax ν.4 +(1-2ν)(bl Ax2+Cl Ay2)] 
4π(1-ν) 

(A5.24) 

S
 

，G
 

-
X

 
Hy

 
nド

TL

nU

 

PJ
 

1 
[20 i Ax μ 一(1-2ν)(bl Ax2 + Cl Aν2) ] 

4π(1-ν) 
(A5.25) 

同様に内 点 の応力に関する境界積分表示における積分項も同様に解析的に積分でき

る。 2 次元平面ひずみ 問 題における基本解は式(4.26)，(4.27)で与えられている。 解

析積分を実行すると次式が得られる。
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L 

J Dxxxds=[(1-2ν)Ax2+2Axxx.4] (A5.26) 
。 4π(1-ν) 

L 
J Dνννds =[(1-2ν)Aν2+2Aνvν.4] (A5.27) 

。 4π(1-ν) 

L 
J Dνxxds=[一(1-2ν)Aν2+2Axxν.4] (A5.28) 

o 4π(1-ν) 

L 
J Dx ννds=[一(1-2ν)Ax2+2Axyν.4] (A5.29) 

。 4π(1-ν) 

L 
S Dxx yds =[( 1-2ν)Aν2+2Axxν.4] (A5.30) 

o 4π(1-ν) 

L 
S Dνxνds =[(1-2ν)Ax2+2Axνν.4] (A5.31) 

o 4π(1-ν) 

L 
S Sxxxds=[2Di (Ax.4-4Axxx6 )+4νCIAxx.4+2(1-2ν) Cl (Axx.4+I�.4) 

。

G 

、】ノレ-EEA
 
〆，‘、π

 
nL
 

1J
 
内ζmE
 
E--且c

 
、、，ノUu'

 
aq
 
's〆，‘、 (A5.32 )  

L 
S Sy yνds=[2Di (Aν.4 -4Aννν6)-4νblAνν.4-2(1-2ν) bl (Ayν.4 + 1 �.4) 

。

G 

+(1-4ν)bt I�2] 
2π(1-ν) 

(A5.33 ) 

L 
S Sνxxds={2Di [(1-2ν)Aν.4-4Axxν6]+4νbl Aνν.4-2(1-2ν) bl Aνν4 

。

G 

+(1-4ν)bl I�2} 
2π(1-ν) 

(A5.34 ) 

L 
S Sxyyds={2Di [(1-2ν)Ax.4 -4Axνν6]+4νCl Ax ν.4+2(1-2ν) Cl Ay!，l.4 

。

G 

、、，ノ川M・E・Ar，‘、π
 
nL
 

、tJ内ζmu
 
曹2・・・・pu

 
、、，，rNUF

 
aHT
 
・-zA〆，‘、 (A5.3 5 )  
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L 
s Sxxνds={2Di [νAx.4-4Axxy6J+2ν(Cl Ax ν.4-blAxx.4) 

。

+(1-2ν)(2Cl Axx.4-bl Ie.4)} 

L 

G 

2π(1-ν) 

s Sνxνds={2Di [νAν.4 -4Axνν6]+2ν(-b 1 Ax ν.4 +Cl Aνν.4 ) 
。

G 
+(1-2ν)(-2blAyν.4 +Cl I�.4) } 

2π(1-ν) 

5.3 定常熱応力問題における基本解の解析的積分

(A5.36) 

(A5.37) 

5 ・ 2節で定式化された2次元定常熱応力問題に対する境界積分方程式の解析的

積分を示す。 式(5.37)，(5.38)，(5.40)(5.41)で与えられる基本解の解析的積分は、

次式で与えられる。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

m 
Ux.2(x，�)ds = [be 1 e L + 一beL+blI1L+ -blL2J 

4π 2 4 

m 
Uν.2(x，�)ds = [ceIe L+ -CeL+C1I1L+ ーClL2 J 

4π 2 4 

aUx.2(X，�) 祖 L 
ds= 一一{ (IeL+ 一)Cl- Di (beI�2+bl 112)} 

a n 4π 2 

a uν.2(X，�) m L 
ds= 一一{-(I�L+ 一)bl- Di (C�I�2+Cl I12)} 

a n 

σx x • 2 (x， � ) ds = 

ぴνν.2(X，� )ds= 

σxν· 2 (X，ξ)ds= 

aぴxx.2(X，�)

a n 

aσνν· 2 (X，ξ) 

a n 

4π 2 

Gm 

2π 

Gm 

2π 

G 

L 
{Ax x 2 - (ー 一 1e L ) } 

2 

L 
{Aνy 2 - (ー ー 1� L ) } 

2 

一一Axν2
2π 

Gm 
ds =一一(一01 ( 1 e 2 + 2 Ax x.4 ) + 2 C 1 Ax 2 } 

2π 

Gm 
ds =一一{-Di (le 2 + 2Aνν.4)-2blAρ) 

2π 
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(A5.38) 

(A5.39) 

(A5.40) 

(A5.41) 

(A5.42) 

(A5.43) 

(A5.44) 

(A5.45 ) 

(A5.46) 



L 
J 

O 

8σx!.l-2(X，�) 

a n 

Gm 
ds =一一{-Di (2Ax!.I.4 )+C1 A!.I2-b1 Ax2} 

2π 

ソース点と観測点が一致する場合、 解析積分は次式で与えられる。

L 
J 

。

L 
J 

。

L 
J 

。

a Ux-2(X，ご)
d s= 

a n 

a U!.I-2(X，ご)
d s= 

a n 

Uk -2 (X， � )ds=O 

一m一 { ( 1. 5-1 n L) C 1 } L 
4π 

一- m一 { ( 1. 5-1 n L) b 1 } L 
4π 

leL、 11 Lの積分を具体的に示すと次式のようになる。

1 e L =一 一{L In(L2+2a1L+ae)-2L+2a1 112+2aeIe2} 
2 

11 L =一 一{L2In(L2+2alL+ae) -(L2-2a1L)-2(-ae+2a12)I12-2ala02102} 
4 

また、 積分Ax・ 4ν・・νkは次式で与えられる。

(A5.47) 

(A5.48) 

(A5.49) 

(A5.50) 

(A5.51) 

(A5.5 2) 

Ax2 =bele2+b1112 (A5.53) 

A!.I2 =Ce le2+C1 112 (A5.54) 

Ax4=bele4+b111.4 (A5.55) 

Aν4=C0Ie.4+C1114 (A5.56) 

Axx2=b12L+(2b0bl-2alb12)112+(b02-aeb12)Ie2 (A5.57) 

Aνν2 =C12 L+(2ce Cl -2al C12) 1 12+(Ce2-ae C12) le2 (A5.58) 

Ax ν2 =bl C1 L+(be Cl +bl Ce -2bl Cl a1) 112 +(bece -bl Cl a0) 102 (A5.59) 

Axx.4=be2104+2b0blI1.4+b12124 (A5.60) 

Aν!.I.4=C02 104+2ceCl Il.4+C12 124 (A5.61) 

Ax ν4=b0C0Ie.4+(bect+blce)I14+btCt 124 (A5.62) 

Axxx4=b�3 1�.4+3b�2bt It4+3b�b12 12.4+bt313.4 (A5.63) 

A!.I!.Iν.4=C�3 Ie.4+3ce2c1 114+3C0C12 12.4+C1313.4 (A5.64) 

Ax!.l !.I .4 = b� 2 C� 1 � .4 + (b� 2 C 1 +2 b� b 1 Ce ) 114 + (2 b� b 1 C 1 + b 1 2 C� ) 12.4 + b 1 2 C 1 13 4 (A 5. 65) 

Ax ν!.I 4 = C� 2 b 0 1 � .4 + ( C� 2 b 1 + 2 C � C t b 0 ) 1 1 4 + ( 2 C0 C 1 b 1 + C 1 2 b 0 ) 1 24 + C 1 2 b 1 13.4 ( A 5. 66) 
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Axxx6=b�3 1�6+3b�2b1 116+3b� b12 126+b13136 (A5.67) 

Aννν6=C�3 1�6+3C�2C1 116+3C�C12 126+c13136 (A5.68) 

Axxν6=b�2C� h6+(b�2C1 +2b�b1C�) 116+(2bøb1 c1+b12CØ)126+b12C1 136 (A5.69) 

Ax ν!.J 6 = Cø 2 b 0 1 ø 6 + ( Cø 2 b 1 + 2 C 0 C 1 b ø ) 1 1 6 + ( 2 C0 C 1 b 1 + C 1 2 b 0 ) 1 26 + C 1 2 b 1 13 6 ( A 5. 70) 

積分102 ，112は具体的に次式で 表 される。

1 L+a1 a1 
IØ2= - {tan-1( 一一一 )-tan-1ー}

B B B 

L 

a1 (L+a1) 

112= - ln ( 
2 

(B三(aø-a12)1/2>0)

(aø =a1 2) 

L2+2al L+a0 
)-a1102 a0 

(A5.71) 

(A5.72) 

式(A5.71)でBは、 常に実数であり、 点(X1， Y 1 )， (X2 ， Y2 ) ， (X i ， Y i )が直線上に並んだ場

合、 B=Oである。 なお、 式(A5.8)の積分1 k 111は式(A5.3)を用いて部分積分を行い(55)、

R 2 = L 2 + 2 a 1 L + aØ 

a3 =a0 -a1 2 

と置くと、 積分は次式のようになる。

L+a1 a1 
一一一一一 + 

2a3 R2 a3 a0 2a3 

(L+a1)L a1 

2a3 R2 2a3 

(2 a 1 2 -aØ ) L + a 1 aø a1 aØ 一
一一 +一一102

2a3 R2 2a3 2a3 

(3a臼-4a12)a1L+aø(a0-2a12) aø-2a12 

2a3 R2 2a3 

+ 一In[R2 /a0] -
a1 (3a0-2a12) 

2 2a3 

L+a1 3 a1 
106 =一一一[一+ ]一一一[一一

4a3 R4 2a3R2 4a3 aø2 
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3 3 
+ ] + 一一一 lø22a3aø 8a32 

(A5.73) 

(A5.74) 

(A5.75) 

(A5.76) 

(A5.77) 

(A5.78) 

(A5.79) 



四回
一
au『

a
-

n民

+
一
3

L
一
a

1
一

2

a
 

3al (L+al ) 3a12 3al 
一 + 一一一一 + 一 一一一1ø 2 

8a32R2 2a3aø 8a32aø 8a32 

(A5.80) 

( 2 a 1 2 -aØ ) L + a 1 a ø (aø +2al 2 )(L+al) 
+ 

4a3 R4 8a32 R2 

al (aø+2a12)al aØ +2al 2 
+ 1 ø 2 

4a3 aØ 8a3 2 aØ 8a32 
(A5.81) 

1 (L+al)L3 3al[(2a12 -aø)L+alaøJ 3a12 
136 = 一一一一 { 一 j + 一一一

4a3R4 R2 2a3 8a32 

3al aØ 

8a32 
!日2

(A5.82) 

特に、 al2 =aøの場合は

R=L+al (A5.83) 

となり、 積分は次式のように与えられる。

(A5.84) 一 一一一一 + 一一一一一

3R3 3a13 

(L+3al )L2 

6R3 al 2 
(A5.85) 

L3 

124 = 
3 R3 a 1 

-L3 -L2 -L 
134=一一+一一 +ー + In[IR/al IJ 

3R3 2R2 R 

-1 1 

1 ø 6 =一一+ 一一一

5R5 5a15 

(A5.86) 

(A5.87) 

(A5.88) 

(A5.89) 

(A5.90) 
40

 ・Eaa
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IL
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2
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a
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nL
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YE-E且 (A5.91) 
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付録6 非 定 常軸対称問題における基本解の積分表示

第3 ・ 3節において級 数 表現で軸対 称 非 定 常熱応力問題における基本解を示し

た。 ここでは、 基本解の積分表示を示す。

-m 1 
0・(x，t， � ，τ)= _ S w1ノ2exp(-pw)Iø(2cpw)dw

2[4π(t-τ)]1/2 - 0 

Ur・(x，t， � ，τ)= 
m 

π1/2[4(t-τ)]3ノ2

x S w1ノ2exp(-pw)[rlø(2cpw)-røl1 (2cpw)]dw 
。

(A6.1) 

(A6.2) 

m(Z-Zø) _ 1 
Uz・(x，t， � ，τ)= _ _ S w1/2exp(一pw)Iø(2cpw)dw (A6.3) 

π1/2[4(t-τ)]3/2 - 0 

ただし、 p=s/[4(t-τ)]， c=rrø/s， s=r2+rø2+(z-zø)2である。 時間積分を行うと

次式が得られる。

J ゆ・(x，t， � ，τ)dτ 

m(s+2e)1/2 m(tF-tr)lノ2 1 
E(mø)- S w1ノ2exp(-aw)Iø(2caw)dw

2κπ 4(κπ) 1ノ2 0 

m(tF-tr)l/2 1 
+ S w1ノ2exp(-aw)Iø(2caw)dw

4(κπ) 1/2 0 
(A6.4) 

S Ur・(x，t， � ，τ)dτ 
tr 

+ 

m r+rø 1 
- K(mø)一 一(a+b)lノ2[K(mø)-E(mø)]}

2κπ (a+b)lノ2 2r 

m 

8κ3ノ2π1/2(tF-tr)l /2 

X [r S W1 /2 exp( -aw) Iø (2caw)dw- rØ S W1 /2 exp( -aw) Iø (2caw)dw] 

m 

o 0 

8κ3ノ2π1ノ2(tF-tr)1/2
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X [r S w-1/2exp(-aw)10(2caw)dw- r0 S w1/2exp(-aw)10(2caw)dw] 
。 。

(A6.5) 

τ
 
，G
 
、，，，τ

 
tka
 

&L
 

VA
 
〆，‘、
•
 Z
 
HU
 

「「

，，

&E-

ゐEM
PJ
 

El(z-ze) 
K( me) 

2κπ(a+b)1/2 

m(z-ze) 
+ 

8κ3/2π1ノ2(tF-tr)1ノ2

X [S W1ノ2exp( -aw) le (2caw)dw- S W-1ノ2exp(-aw)le(2caw)dw]
。 。

(A6.6) 

tF 
J σr r・(x，t， � ，τ)dτ 

tr 

mG 2r+re 
::- K(me) 

κπ r(a+b)1/2 

(a+b) 1ノ2 (Z-Z�)2 
+ [K(m�)-E(me)]+ E(me)} 

2r2 
- - - . . - . -

(a+b)l /2 (a-b) 

mG 
+ 

4κ3/2π1ノ2(tF-t，)1ノ2

『，JW
 
，G
 
、‘，，，w"
 

a
 

c
 
つ臼〆，‘、nu

 
，EEEA
 
、、，/w
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〆，‘、nv
 
VA
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四回

43

TEi

、‘，，，

、、，ノ

't

町円
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〆，‘、、
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一

&ELU
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一
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VA
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一
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一
ー

い

〆
一
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w
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一
2

11

nu

nu
一
ノ

PJ

m
-
5
 

rL

κ
 
nHU
 

×
 

× [f
l

W3ノ2exp(-aw)I g (2caw)dw- J l w1ノ2exp(-aw)le(2caw)dw]
。 。

camG 

2κ3/2π1/2(tF-tr)1ノ2

× [f 
l 

W3/2exp(-aw)I 1(2caw)dw- J W1/2exp(-aw)I 1(2caw)dw] 
。 。

+ 
mGre 

4κ3ノ2π1ノ2(tF-tr)1ノ2r
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x [S W1ノ2exp(-aw)I1(2caw)dw- S W-1ノ2exp(-aw)I1(2caw)dw] 
。 。

(A6.7) 

t!= 
J σee・(x，t， � ，τ)dτ 

tr 

mG -r+rø 
{ _ K(mø) 一 一一(a+b)1/2[K(mø)-E(mø)]}

κπ ‘ r(a+b)lノ2 - � . 
2r2 

mG 
+ 

4κ3ノ2π1ノ2(tF-tr)1/2

x [S W1ノ2exp(-aw)Iø(2caw)dw+ S W-1ノ2exp(-aw)Iø(2caw)dw]
。 。

mGrø 

4κ3ノ2π1/2(tF-tr)l /2r 

x [S w1/2exp(-aw)I1 (2caw)dw- S W1ノ2exp(-aw)I1(2caw)dw] 
。 。

(A6.8) 

S 
lF

σzz・(x，t， � ，τ)dτ 

mG -EEA
 

(Z_Zø)2 
K(mg)- E(me)]} 

κπ (a+b)1/2 (a+b)lノ2(a-b)

mG 
+ 

4κ3ノ2π1/2(tF-tr)1ノ2

『tJ町円JU
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κ00
 

×
 

x [s w3/2exp(-aw)Iø(2caw)dw- S W1ノ2exp(-aw)Iø(2caw)dw]
。 。

(A6.9) 

S 
lF

σr z・(x，t， � ，τ)dτ 
tr 

-mG r+rø 

κπ 2r(a+b)1/2 

(r-rø)(z -zø) 
[K (mø )一E(mø ) ] + - - . -

E (mø ) } 
(a+b)lノ2(a-b)
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mG(z-z�) 

8κ5ノ2π1ノ2(tF-tr)3/2
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剛剛

F且rL
 

×
 

+ 
4κ5ノ2π1/2(tF-tr)3ノ2

×[r J
l

w1ノ2exp( -aw) I� (2caw)dw- r� S W1 /2 exp( -aw) 11 (2caw)dw] 
。 。

(A6.10) 

ただし， a=s， b=rr�， e=2b， m�=[2b/(a+b)]1/2である。
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