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1 ・ 1 まえがき

第1章 緒一

高温および低温条件下で使用される機械装置の増加に伴い、 熱応力を考慮した

設計の必要性が増加している。 また、 機械装置の高精度化のために熱ひずみを考

略した設計をすることが多くなってきている。 簡便さのために、 熱応力および熱

ひずみを定常状態として解析する場合も多いが、 それらは実際は、 非定常状態で

ある場合が多い。 なお、 非定常熱応力を求めることが出来るようにしておけば、

定常熱応力はその特別な場合として求められる。 熱応力理論により、 厳密解が求

められるのは、 単純形状で単純な温度条件の場合に限られる。 また、 実験による

解析法もあるが、 一般に装置の製作等に手数が掛かる。 そこで、 数値解析法によ

り熱応力や熱ひずみを求める試みが続けられてきた。 しかし、 過去の数値解析手

法には数々の問題点があった。 例えば、 差分法は境界近傍での不規則性に適合し

にくいため任意形状の場合に対する数値解析には適していない。 有限要素法は任

意形状の数値解析に適しているが、 領域型の解析手法であるため、 領域の要素分

割を必要とし、 データ作成に多大の時間を要する。 体積力法は応力集中問題やク

ラ ック問題を高精度で解析でき、 種々の問題に適用可能な手法であるが、 非定常

熱応力問題に関してはまだ、 ほとんど研究がなされていない。 また、 境界要素法

は非定常熱応力を含まない静弾性問題または定常熱応力の場合であれば、 境界だ

非定常熱応力を求める方法

実験的手法

解析的手法

数値解析法

領域法 ーァー 有限要素法

」差分法

境界法 -----r一 直接法

ト間接法

」逐次近似法



けの要素分割で任意形状の解析が行える手法であるが、 非定常熱応力解析の場合、

従来の方法では領域内部にセル(領場積分のための領域分割〉を設定する必要が

ある。 セルを切る手法では、 データ作成に時間がかかり実用上の問題がある。 境

界を要素分割するだけで非定常熱応力の数値解析が可能であれば工学上有益であ

り、 本論文ではこのような取り扱いを対象とする。

1 ・ 2 内外の研究状況

非定常熱応力の数値解析のために、 古くは差分法により研究がなされていた。

しかし、 差分法は任意形状の数値解析には適していないため、 有限要素法による

研究が行われるようになった。 有限要素法により熱応力分野における数値解析は

大きく前進した。 解の精度や多量のデータを入力しなければならないというデー

タ作成の問題を無視すれば、 線形の範囲であれば多くの熱応力問題を解くことが

可能である。 電算機の性能向上が有限要素法の活用を促進したことは言うまでも

ない。

一方、 1980年ごろから有限要素法のデータ作成に長時間必要であるという問題

を解決する手法として境界要素法が注目されてきた。 境界要素法は、 定常温度解

析や静弾性問題を中心に発展し、 その後、 非定常問題や非線形問題への拡張に関

する研究がなされている。 定常熱応力問題も研究の初期の段階では境界要素法に

おいても領域積分を用いていたが(26..4 7)、 1975年にT.A.CruseによってGalerkin

テンソルを用い、 領域積分を境界積分に変換した定式化が示された。 同じく1981

年には軸対称問題における定常熱応力解析のための定式化がT.A.Cruseによってな

された(.4 2)。 また、 非定常熱応力問題についてはセルを用いる手法であるが、 境

界要素法による解法が1977年に発表された(35.8.4)。 この手法は熱ひずみを物体力

として扱う方法であり、 塑性変形を境界要素法により解く手法と本質的に同じ手

法である。 このセルを用いる手法が境界要素法の書籍に示されている(2.65.66.6

7)。 また、 現在でも多くの研究者によってセルを用いる方法で研究がなされてい

る(6.4 )。 非定常温度解析に関しては1970年にF.J.RizzoとD.J.ShippyによってLap

lace変換を用いる方法が発表された(7.4 )。 時間依存の解を用いる方法に関しては

R.ButterfieldとG.R.To・1 i nによって間接法の定式化が発表された(38)0 L.C.Wro 

belとC.A.Brebbiaは内挿関数を用いて非定常温度解析理論を発展させた(75)。 同



じく、 L.C.WrobelとC.A.Brebbiaにより軸対称非定常温度解析の方法が提案された

(2.4 ) 。

著者らは1985年から非定常熱応力問題を境界要素分割だけで、 セルを設定せず

に解析する手法の研究を始めた。 この分野における研究は、 ここ数年の発展が目

ざましく、 その発表年度が重要になる。 また、 これらの研究も一度に 完 全なもの

が発表されたのではなく、 すこしづっ改良されたものが発表されてきた。 この分

野における理論は、 現在も発展中である。 また、 本論文では熱弾性変位ポテンシ

ャルによる変位と応力に等温弾性問題の解を重ね合わせる手法を基礎に置いてい

る。 熱応力問題を等温弾性問題に置き換える方法はDahah.elの定理およびGoodie

rの熱弾性変位ポテンシ ャルを用いる方法として知られている(t)。 なお、 理論熱

応力解析に関するH.Parkusの書は熱弾性変位ポテンシ ャルを用いですべて書かれ

ている(3)。 その後も、 理論熱応力解析において多くの人々が熱弾性変位ポテンシ

ャルを用いて解を示している。 ただし、 厳密解析手法では高精度な解が得られる

が、 球や無限円柱などの単純形状で、 しかも温度条件も単純でなければ一般に解

くことができない。 また、 解析解は級数解で示されることが多い。 一方、 理論熱

応力分野において瞬間点熱源または定常問題における点熱源のためのグリーン関

数に関する研究も多くなされている(t)。 たとえば山田、 竹内は持続点熱源を境界

近傍に並べ、 その解に等温弾性問題における厳密解を重ね合わせる方法を1984年

に発表している( 1 .4 . 53)。

1984年にJ.Masindaにより3次元非定常熱応力問題を境界積分方程式により解析

する方法が示された(5 ， 6)。 ただし、 時間に関する積分は数値積分を用いており、

具体的な計算方法が明示されていなかった。 また、 計算例も示されていない。 19

86年にS.SharpeとS.L.Crouchは、 従来の手法では強い特異性のある積分を行う必

要があることを避けるために、 熱弾性変位ポテンシ ャルを用いた定式化を示し、

領域内部にセルを用いる方法で簡単な計算例を示した(8)。

V.SladekとJ.Sladekにより1983年以降、 非定常熱応力問題を境界要素法により

解析するための多くの論文が発表された(39. .4 �)。 初期の論文ではラプラス変換を

用いる方法が示された。 1989年に、 V.SladekとJ.Sladekにより直接法の形式での

境界要素法の適用法が示され、 時間積分を解析的に行う方法が明示された(9)。 た

だし、 境界積分方程式の誘導方法に関してはほとんど詳細が示されていない。 ま

内。



た、 内部応力の式に誤りがあるため、 簡単な計算例であるにもかかわらず、 厳密

解との誤差が1 0パーセント以上もあるものであった。 1988年にD.P.HenryとP.

K.Banerjeeによって限られた条件下で、 非定常熱応力における領域積分が境界積

分に変換できることが示された(36)0 1989年にG.F.Dargushと P.K.Banerjeeはv.

Sladekの論文を基に2次元非定常熱応力問題を境界要素法により解析する方法を

示した(1 lin。 また、 1990年に3次元問題における境界要素法の定式化と、 その場

合に対する一定時間内挿を用いた解析的時間積分の方法を示した(7)。 日本では、

田中によってセルを設定する方法で非定常熱応力の研究がなされたが、 数値計算

例は示されなかった(56、62、63)。 また、 登坂、 徐によってラプラス変換を用いる

方法が研究された(57)。

1 ・ 3 本論文の内容

本論文では、 非定常熱応力問題を境界の要素分割だけで数値解析する手法を示

す。 内部にセルを設定しないようにするため、 本研究では熱弾性変位ポテンシ ャ

ルを導入した。 本手法の概要は、 まず、 境界要素法により非定常温度場を求め、

その温度場に対する熱弾性変位ポテンシ ャル場を求める。 熱弾性変位ポテンシ ャ

ルを微分することにより、 温度による変位場および応力場が求められる。 しかし、

熱弾性変位ポテンシ ャルから求められる変位場および応力場は通常、 与えられた

力学的条件を満足しないので、 静弾性問題の解を重ね合わせることにより力学的

境界条件を満足させることができる(1 )。

本数値解析法には、 図1 ・ 1に示すようにいくつかの定式化の方法が考えられ

るが、 基本は上記の手法に集約することが出来る。 本手法は2次元問題、 3次元

問題、 軸対称問題のすべてに適用できる。 また、 本手法は、 領域内部での熱発生

を伴う問題にも鉱張可能であるとともに、 もちろん本論文の特別な場合として定

常問題にも適用出来る。

温度解析に必要な基本解は 既に求められており、 その性質も明かにされている

が2)、 非定常熱応力に関する基本解は十分解明されておらず、 非定常熱応力にお

ける変位及び応力の基本解から求める必要がある。 基本解は熱弾性変位ポテンシ

ャルから求められるので、 本論文ではまず、 熱 弾 性変位ポテンシ ャルから求めた

変位及び応力の基本解の性質について述べる。 これらの基本解を用いて、 変位お



よび応力の場を求める必要があり、 その定式化において1重層ポテンシ ャルを用

いる方法と1重層および2重層ポテンシ ャルを用いる方法がある。 2重層ポテン

シ ャルを用いる方法では、 応力の不連続性を吟味する必要がある。 最終的定式化

に際し、 真の境界条件が満たされるように静弾性の解を重ね合わせることにより

熱応力を求める。 熱弾性変位ポテンシ ャルによる解と静弾性の解の重ね合わせの

方法にも種々の手法があり、 体積力法を用いる方法、 直接または間接境界要素法

を用いる方法などがある。 なお、 本論文では、 2次元、 3次元、 軸対称熱弾性問

題の順に示す。 軸対称問題はある種の2次元問題であり、 2次元、 軸対称、 3次

元問題の順に示すべきであるが、 本論文では、 軸対称の式を3次元問題の式より

誘導しており、 あえて2次元、 3次元、 輸対称問題の順に示すことにした。

本定式化には、 次の2つの方法が考えられる。 物理的考察を重視し、 熱源に対

する考察からの定式化とポテンシ ャル論の基礎式よりグリーンの定理を用いた定

式化が可能である。 後者の定式化は物理的意味が明かでない部分が多い。 物理的

考察による定式化は、 持続熱源を境界上に並べ、 これらの熱源により作り出され

る変位場と応力場を解の重ね合わせにより与えられた力学的条件を満足させるこ

とにより、 定式化をする方法である。 この方法においても、 2重層ポテンシ ャル

を境界上に並べる方法も可能である。

ポテンシ ャル論の基礎式よりグリーンの定理を用いた定式化では、 境界要素法

の温度場の式を用いて定式化を行う。 境界要素法における定式化には、 直接法と

間接法があり、 間接法にも1重層ポテンシ ャルを用いる方法、 2重層ポテンシ ャ

ルを用いる方法がある。 熱応力解析には温度解析と応力解析が必要である。 なお、

熱応力解析においては熱弾性変位ポテンシ ャルによる変位と応力の成分を求める

必要があり、 その求める方法にも間接法と直接法がある。 物理的考察から誘導さ

れる式もポテンシ ャル論より誘導される式も本質的には同じものであり、 図1 ・

1に示すようにその組合せは多く考えられる。 本論文では以下の方法を主に使用

している。

温度

( 1 ) 直接法

( 2 ) 直接法

変換 熱による成分

援法

間接法

間接法

静弾性

直接法

直接法

間接法

変換

( 3 ) 直接法(間接法)

Fhu
 



温度解析 直 後 法 間接法

直接法から間接法

への変換

熱による変位

と応力成分 | 直接法 I I 間接法

静抑性解析 | 直 接法 I I間接法

図1.1 熱応力解析における手法の組合せ

円。



本論文では( 1 )を中心に示し、 物理的意味を確立するために( 2 )の方法に

ついても述べる。 ( 3 )についてははクラックや深い切り欠きのある場合の熱応

力問題を体積力法により高精度に解析するために述べる。 なお、 非定常温度解析

には通常直接法が用いられていることに注意しなければならない。 図1 ・ 1の組

合せには、 それぞれ長所と短所があるが、 実用上現実的でない組合せもある。

次に本論文の定式化が行われるまでの経過を述べる。 非定常温度解析に関して

はセルを用いない直接法の定式化は既に示されていたがは〉、 非定常熱応力解析を

従来の境界要素法で行う場合、 内部にセルを設定する必要があった。 1885年にセ

ルを設定する非定常熱応力解析プログラムを作成してみたが{18.26k 実用上問題

があった。 すなわち、 境界要素法の最大の利点であるデータ作成が容易であると

いうことが成立せず、 有限要素法よりデータ作成が少し短時間になるだけであっ

た。 そこで、 セルを用いない手法の開発を試みた。

開発願に説明すれば、 初めに開発したものは、 1986年に外部に仮想持続点熱源

を分布させて2次元問題を解析するものであった(1 6 • 1 7)。 この手法は代用電荷法

に相当する手法であり、 非定常問題では解決しなければならない問題があった。

すなわち、 外部に仮想点熱源を分布させる方法に工夫が必要なことである。 この

方法によれは、 初期の時聞においては、 仮想点熱源を境界の近くに分布させない

と、 よい計算精度が得られないことである。 これらのことから、 汎用解法として

は問題がある。 しかし、 利点としては特異点が領域の外部にあるため、 特異点処

理の問題がなく、 理論が簡単でプログラムの作成が容易なことが挙げられる。

続いて外部に仮想持続点熱源を分布させるかわりに、 境界上に仮想持続線熱源

を分布させる手法を1986年に開発した(1 1 • 1 8)。 境界上に仮想線熱源を分布させる

ことによる特異点の問題は、 容易に解析的に処理することが出来た。 これは間接

法による境界要素法に相当する。

次に、 仮想面熱源を作用させることにより、 3次元非定常熱応力問題も解決で

きることを1987年に示した( 1 2 • 2 1 )。 軸対称問題も、 3次元の解の面積分を円周方

向に数値積分すれば解決できることを1988年に示した(2 �)。 この解法は、 軸対称

体が非軸対称加熱された場合にも適用できる。 上述の軸対称問題を解析する手法

では、 円周方向に数値積分しなければならず、 計算精度、 計算時間に問題がある。

そこで、 円周方向に解析的に積分する手法を1988年に示した(22.23)。 さらに、 内

ー7-



部に熱発生を伴う場合に、 内部にセルを設定しない数値解析手法を1988年示した

( t 9)。 この手法は、 複雑な熱発生状態での非定常熱応力分布を求めることには適

していないが、 単純な熱発生分布の場合、 とりわけ、 均一熱発生の場合に有効で

ある。

以上、 間接法による取り扱いについて述べたが、 境界要素法では直接法が多く

用いられている。 直接法および間接法にはそれぞれ長所、 短所があるが、 直接法

を用いる研究者が多くいることを考慮すると直接法による手法を示しておく必要

があった(28)0 1989年から1990年にかけて、 直接法による手法を示した。 なお、

直接法を用いて熱弾性変位ポテンシ ャルによる解と静弾性の解の重ね合わせを行

う場合、 応力の不連続性を考察しておかねばならない。 直接法においては、 応力

境界値問題に対しでも変位境界値問題の式と同じ形式で示すことが可能であり、

このように表示することにより、 特異点の問題が軽減された(t 3 
• 29)。

本研究では時間積分に関し下記の( 1 )の方法を初めに研究し、 次に高次の時

間内挿関数の適用が容易になるように( 2 )の方法を研究した。

( 1 ) 温度に関する基本解→時間積分→熱弾性変位ポテンシ ャル

( 2 ) 温度に関する基本解→熱弾性変位ポテンシ ャル→時間積分

すなわち、 ( 1 )では時間積分を解析的に行った温度場より熱弾性変位ポテンシ

ャルを誘導し、 熱による変位および応力を求める手法であり、 物理的考察を行い

ながら定式化を試みた。 ( 2 )では温度における基本解より熱弾性変位ポテンシ

ャルを誘導し、 それを解析的に時間積分する方法を示した。 後者の手法では数学

的に統ーがとれていて、 高次要素に対応しやすいので本論文では、 主に( 2 )の

方法を用いて述べる。 なお、 温度における基本解より温度による変位や応力を求

める手法での基本解はNowackiにより求められていた解と基本的には一致している

(83)。 しかし、 本論文では3次元の基本解をガンマ関数で表現しているので、 高

次要素などへの拡張が容易である。 なお、 本論文における手法は非定常熱応力解

析のみならず、 定常熱応力解析にも適用できることを1988年から1990年にかけて

発表した(29.3�.3t .32)。

次に各章の概要を示す。 第2章に本研究に必要な熱応力の古典的基礎理論を示

す。 また、 境界要素法による非定常温度解析の基礎と従来の境界要素法による非

定常熱応力解析法とGalerkinテンソルを用いた定常熱応力解析法を示し、 その問

no
 



題点を述べた。 第3章では2次元、 3次元および軸対称問題における基本解の誘

と基本解の特性を示す。 また、 物理的意味を考察するために間接法による定式

化も示す。 第4章では非定常熱応力問題のための定式化を示す。 定式化の方法と

しては解の重ね合わせによるもの、 直接法境界要素法によるもの、 体積力法によ

るものを示す。 また、 熱応力は熱膨張係数の異なる異種接合材で問題が発生する

場合が多いので、 異種接合材への適用方法を4 ・ 4節に示す。 4 ・ 5節では内部

熱発生を伴う非定常熱応力問題を内部にセルを設定しないで解析する方法を示す。

第5章では本論文における熱弾性変位ポテンシ ャルを用いる方法が定常熱応力

問題にも適用できることを示す。 従来はGalerkinテンソルを用いて定式化がなさ

れてきたが、 熱弾性変位ポテンシ ャルを用いる方法と等価であることを示す。

第6章の工学問題への適用では、 本論文に示された定式化の方法で作成されたプ

ログラムによる数値計算結果が解析解より得られた結果とよく一致することを示

す。 また、 古典的理論解析では解が求められない問題に本手法を適用し、 本手法

の有効性を示す。

nδ
 



第2章 研究のための基礎理論

本章では本研究に必要な熱応力に関する基礎理論および非定常温度解析におけ

る境界要素法の基礎を示す。 2 ・ 3節では従来の境界要素法による非定常熱応力

の解析方法を示す。 2 ・ 4節ではGlerkinベクトルを用いた定常熱応力の境界要素

解析を示す。

2 ・ 1 熱応力理論の基礎

熱伝導の微分方程式は温度をT、 時間をt、 熱発生量をW(t)とすると、 次式で与

えられる( 1 )。

a T W 
一一=κ172 T+ 一- (2. 1) 
at Cp 

ただし、 κは温度伝達率、 cは比熱、 ρは密度である。 熱伝導率λと温度伝達率κ

の問にはκ=λ/(cρ)の関係がある。

熱応力解析における理論的基礎を示す。 ひずみをεik 、 ポアソン比を ν、 線膨

張係数をα、 横弾性係数をG 、 δi Jをクロネッ カのデルタとすると、 一般化したブ

ックの法則は次式で与えられる。

1 ν 
εi j =一[σI J 一 一一一 σkkδi j ] +αTδI J 

2G 1 +ν 

式(2.2)を応力成分について表すと次式になる。

ν 
aij=2G[εi J + 一一一一 (εkk-

1-2ν 

=2Gεi j +λL e- ß T 

ただし、

。=E/(1-2ν)=α(3λL+2μ)

λL=νE/[(I+ν)(1-2ν) ] 

μ=G 

1+ν 
一一一T)δi j ] 

ν 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

であり、 λLとμはL ameの定数である。 本論文では、 慣性項を無視し、 温度とひ
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ずみ場の連成項は考慮しない ものとする。 熱ひずみによる↑貫性項および連成項は

無視しでも実用上は差し支えない場合が多い。

熱弾性方程式は次式で与えられる。

μUi，kk+(λL+μ)Uk，kl=ßT，1 (2.7) 

外力tlと応力σI jの関係は境界の外向き単位法線ベクトルの 成分njとすると次式

で与えられる。

tl= σI J n J (2.8) 

本研究と関連の深いDuhalelの相似定理とは直接熱応力問題を考えるかわりに仮

想物体力(ßðT/ðxl)および仮想、表面力(ßTnJ)が作用する等温弾性問題を解

いて、 その結果得た応力成分に流体圧ßTδI kを合 成すればよいというものである。

Goodierは熱弾性変位ポテンシ ャルを用いた、 すべての熱応力問題に適用できる

一 般解法を示している。 この解法は 変位成分に関する熱弾性変位ポテンシ ャルと

いう一つの関数を利用し、 熱応力問題を等温弾性問題に帰着させてしまう方法で

ある。 まず、 定常熱応力問題の場合について述べる。 式(2.7)を直接解く代わりに、

次式の関数φを導入する。

8φ 
U I - 一一一一一

ð Xi 
(2.9) 

上式より式(2.7)は次式になる。

1-ν aV2φ 1+ν 
一一一一一一 一 一一一一一一 α
1-2ν ð Xi 1-2ν 

(2.10) 

上式のφは次の ポアソン方程式の解とすれば満足される。

1+ν 
じ72φご 一一一 αT

1-ν 
(2.11) 

ここで、 φは熱弾性変位ポテンシ ャルである。 ひずみは熱弾性変位ポテンシ ャ

ルを用いると次式で与えられる。

-
m
-Ea・

-
VA

 

-
hAυ

 

φ
一

i

2
一
VA

Aυ
一

ヘO

---
-Ed

 
i

 
CLV
 

(2.12) 



応力は次式で与えられる。

a2φ 
σi j =2G( _[72φδI j ) 

ð Xi ð XJ 

(2.13) 

熱弾性変位ポテンシ ャルから求められる変位と応力は通常、 与えられた力学的

条件を満足しないので、 等温弾性問題の解を重ね合わせなければならない。 ポテ

ンシ ャル論より式(2.11)の解の1つは次式で与えられる。

m T(� ，η，t)d�dηdt 
φ(x，y，z)= 一 一- s s s 

4π v [(x-� )2+(y_η)2+(Z_t )2J1ノ2
(2.14) 

ただし、 m=(1+ν)α/(1-ν)である。 非定常熱応力問題の場合も同様に扱うことが

でき、 式(2.1)，(2.11)より次式が得られる。

F
 

α
 

κ
 

ν
一

ν

φ
一

t

nAυ
一

ヘO
グ (2.15) 

この式を積分すれば次式が求められる。

φ
 

6L
 

+
 

四回φ
 

+
 

6L
 

JU
 

T-
6L

nU

 

F.，dv
 

α
 

κ
 

ν
一

ν

+
一
一

-EaA
-

・，，A
φ
 

(2.16) 

φ1は調和関数([72φ1=0)であり、 φ0=φt=0である。 すなわち、 初期温度をT0と

すれば、

1+ν 
[72φ0= 一一一 αT0

1-ν 
(2.17) 

であり、 T0を基準にして温度Tを考えると、 Tt=0=0よりφ0=0とおいてよい。 この

ようにして非定常熱応力問題の準静的取扱いの際には、 時間tは単なるパラメータ

にすぎなくなる。
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2・2 境界要素法による非定常温度解析

境界要素法による非定常温度解析はかなりよく研究がなされている。 非定常の温

度解析においても、 直接法 および間接法が用いられているが( 1 6)、 よく使用されて

いる直接法 の定式化を用いる。 まず， 2次元、 3次元および軸対称問題における非

定常温度解析における基本解について述べる。 温度をT、 時 間をt，温度伝導率をκと

おくと非定常拡散方程式は、 式(2.1)より2次 元 の場 合

a T κW 
一一=κV2T +一

a t λ  
F
 

(2.18) 

3次元の場合

a T κW 
一一=κV2T +一

a t λ  
(V2 

a2 a2 a2 
= 一一一一一 + 一一一一一 + 一一一一一 } 

a x2 a '12 a Z2 マ
(2.19) 

軸対称の場合

a T κW 
一一=κV2T +一

a t λ  

a2 1 a a2 
(戸 = 一ーで + ー 一一 + ー

で
)

a r2 r a r a Z2 
(2.20) 

で与えられる。 ソース点5と観測点xの距磁をr，観測時聞をtとすると、 時間依存の

基本解T・(x，t， � ，τ)およびその法線方向微分は、 2次元の場合

T・2(x， t，ξ，τ) = exp[ ] 
4πκ(t-τ) 4κ(t-τ) 

a T・2 (X，t， �，τ) -2π -r2 a r 
eXPL J 

a n [4πκ(t-τ)]2 4κ( t-τ) a n 

(2.21) 

(2.22) 

3次元の場合

-r2 
T・3(x， t， � ，τ)= exp[ ] (2.23) 

{4πκ(t-τ) }3ノ2 4κ(t-τ) 

。T・3(x， t， � ，τ) r -r2 a r 
exp[ ] 一一 (2.24) 

a n 16π3/2 {κ( t-τ)}5ノ2 4κ(t-τ) a n 

で与えられる。 軸対称の場合の基本解T・Jは、 式(2.23)の3次元の基本解T.3を円周

方向に解析積分 を行うことにより求められ、 次式のようになる。
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図2. 1 刺!対称問題における座標
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AU
 

AU
 

40
 

•
 中l

π
 

qL

nu

 

n‘，d
 

一一、‘，，，τ
 

pg
 

&L
 

VA
 

，，‘、，d
 

•
 中l

-s e 
exp[ ] I�[ ] 

{4 π κ(t-τ)}3/2 4κ(t -τ) 2κ(t -τ) 
(2.25) 

ただし、 図2. 1に示すようにソース点Qの座標を(r�，z�)、 観測点Pの座標を(r，z)とす

る。 また、 s=r2+r�2+(z -Z�)2， e=r r�， 1， (x)はi次第一種変形Bessel関数である。 式

(2.25)の法線方向微分係数は次式で与えられる。

、、，F一τ一，.
 

酔炉ka
一

，.
 

6L，E
 

VA，，‘‘、-yd一
-
-

中l一
nH

30一
nAυ

-s e 
exp[ ]{r�I�[ ] 

8 π (κ(t -τ)}5ノ2 4κ(t-τ) 2κ(t -τ) 

e e 
-rIt [ ]nr 一 (z -z�)I�[ ]nz} 

2κ(t -τ) 2κ(t-τ) 

温度場に対する非定常積分方程式は次式で示されるI2.910

(2.26) 

φL

nu

 

pa・dκ
 

一一、、，，，6L
 

VA
 

〆，‘、中IC
 

a T( � ，τ) 
S [T・(x，t， � ，τ) 

r a n(ご)

a T・(x，t， � ，τ) 
T( � ，τ)]d r (ご)dτ

a n( � ) 

κ t  
+ - S S T・(x，t， � ，τ)W(ご，τ)d {) (ご)dτ

λ o  {) 

+ S T・(x，t， � ，τ)T (� ，0) d {) ( � ) 
Q 

(2.27) 

境界における積分は、 2次元の場合は線積分、 3次元の場合は面積分、 軸対称の場

合は、 境界上をs(� )とするとd r (ご)=r�ds(ξ)となる。 なお、 式(2.27)におけるc

は内点では c= 1.、 滑らかな境界上では c= O. 5であり、 外点ではc= O.である。 こ

れらの式を用いて非定常熱応力問題における基本解を誘導する。

時間および境界において一定要素を用いるものとし、 境界上の温度および温度勾

配をTnf，qnfとする。 要素分割数、 セルの分割数、 時間 分害IJ数をそれぞれN， L， Fとし、

離散化すると式(2.27)に対して次式のような離散化方程式が得られる。

N F tf cT(x，t)=-κL L Tn f S S 
n=1 f=1 r n tf-l 

FI
 

JU
 

τ
 

JU
 

申i一
nH

RAυ-
3υ
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N F 
+κ乞 L qnr S 

n=1 f=1 
S T.dτd r n 

rn tr-1 

κ L  F 
+ - L L 

λ 2  = 1 f= 1 
ハMJU

 
τ
 
，0
 

•
 Tl
 

-v'

・v'

6L

6L

 

F.，dw
 AU

 

F-，M
 

-『宙開

L 
+ 乞 T1laS T.d(21 

2 = 1 (2 1 
(2.28) 

式(2.28)の時間積分は次式のように分離できる。

J 
r 

T-(x，t，g，τ)dτ=s T・(x，t， E ，τ)dτ-s T.(x，t，E，τ)dτ 

(2.29) 

ar=r2/{4κ(t-tr)}と置くと、 時間積分は解析的に行える。 また、 式(2.29)の前半の

時間積分も同様に解析積分が行える。 2次元の場合、 時間積分は次式のように与え

られる。

t 
J T・2(x，t，E，τ)dτ = E1(ar) (2.30) 

tr 4πκ 

t a T・2(x， t， E ，τ) a r 
J dτ = 一一exp(-ar) (2.31) 

tr a n 2πκr a n 

3次元の場合の時間積分は次式のように与えられる。

t 
J T・3(x，t，E，τ)dτ = r(1/2，ar) (2.32) 

tr 4π3ノ2κr

t a T・3(x， t， E ，τ) a r 
J dτ= r (1/2，ar)一一 (2.33) 

tr a n 2πκ a n 

r (，)は第2種不完全ガンマ関数である。 軸対称の場合はベッセル関数を級数表現

し、 ar=s/{4κ(t-τ)}とおいて時間積分を行う(24)。

S T・J (x， t， E ，τ)dτ 

∞ c2 k 1 
L r(2k+ -，ar) 

2κ(πS)1/2 k=O (k!)2 2 
(2.34) 
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t ð T・J(x，t，�，τ)
J dτ 

tr ð n 

ocコ c2 k 
一 [ r nr一 [z-ze]nz] L -- f (2k- -， ar) 

κ(πS)lノ2 k=O (k!)2 2 

00 C2k+1 

-rnr L 一一一一f(2k一 一，ar)
k=O (k!)2 2 

(2.35) 

Bessel関数の引き数c=e/{2κ(tF -τ)}が大きい場合、 変形Bessel関数の漸近展開を

用いると次式が得られる。

S T・J(x， t， � ，τ)dτ 

00 f1 (k)bk 
f(-k，Br)} (2.36) 

4πκe1ノ2
{E1(Br) + 乞

k=1 k!(16c)k 

t ð T・J(x， t，ξ，τ) 
S dτ 

tr ð n 

(一 一 exp(一Br)[(r- re)nr-(z- ze)nz] 
2κπse1/2 b 

∞ f1(k)bk-1 

+[rnr-(z-ze)nz] L f (l-k，Br) 
k=1 k!(16c)k 

∞ f2(k)bk-1 
ー rnr L f (l-k，Br)J 

k=1 k!(16c)k 
(2.37) 

ただし、 b=I-2c，Br=arb。 また、 f1(k)，f2(k)は

f1 (k)=(2k-l)2 (2k-3)2.. .1 

f2(k)=(-I)k[4-(2k-l)2][4-(2k-3)2]・・・[4-1]

(2.38) 

(2.39) 

である。

つぎに2次元問題における特異点の処理について述べる。 式(2.28)の境界に関す

る線積分はガウス積分により行なえる。 ただし、 作用点が観測点と一致する場合、

特異点の問題が生じるので、 解析的に線積分を行った。 すなわち、 要素は一定要素

とし、 要素の長さを2R、 ß =R2 / {4κ(t-tr)}とすると線積分は次式のようになる。

F「

eI

φι

φL

 

PEd
 nMM

 

nn

一
PJ
 

T・2dτdf = 一一一一 A1
4πκ 

(2.40) 



「「

，I

6ELW

ゐEiw
FE-d
 

nn

nkH

 

PEd
 

a T・2
一一一一 dτd r =0. 
a n 

(2.41) 

ただし、 Atは次式で与えられる。

Fa
 

JU
 

、EJ-v'
 
a

 
r，‘、'a

 
n巴

nHH
nHH

 PJ
 

一-aA
 

c:xコ 2R 
=2R (2-C)-2Rln(ß)+ 乞 (-l)n-t βn

n=l (2n+1)n'n! 
(2.42) 

ただし、 CはEuler定数である。 以上のように境界上の線積分は解析的に処理するこ

とができる。

以上は一定時間内挿を用いて述べたが、 線形時間内挿を用いた場合も、 解析積分

が可能であり、 付録1にその詳細を示す。 なお、 時間および空間に関して数値積分

を用いた解析例もあるが、 解の精度および計算時間に関して問題があることは明か

である。

軸対称の非定常温度解析に関する特異点の処理方法は複雑である(2.4)。 そこで、

著者らはKummer関数 (合流形超幾何級数)を用いる定式化を示し、 横等方性体まで

拡張した(.4 9. 5 � .5.4)。
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2・ 3 従来の非定常熱応力解法

本論に入る前に、 従来の境界要素法における非定常熱応力解析について述べる。

非定常熱応力を境界要素法で解析する場合， 従来は熱による影響を初期ひずみまた

は初期応力と見なして定式化がなされてきた。 汎用境界要素法システムBEASY

もこの手法を用いている。 まず、 熱による影響を初期ひずみと見なした場合につい

て述べる。 平面ひずみ問題において、 αを熱膨張係数、 ムTを温度差とすると、 熱に

よる影響を初期ひずみ

ε日ij =αムTδI j (2.43) 

と見なすことが出来るは}。 境界を r 、 領 域をQとすると、 境界要素法の基礎式は次

式で与えられる。

nM
 
SG
 
-K
 

四回pu
 

ik
 

•
 σ

 OM
 

PJ
 
+・「且，G

 
Nu
 

-
nv
 FI
 

PJ
 

r且，o
 
nv
 

•
 u
 「且

F‘，v
 

一一Hu
 

pu
 

(2.44) 

u・ij ， P・i jは2次元弾性問題におけるKelvin解であり、 νをポアソン比とすると、 σ

.i j kは次式のようになる。

σ・jki = {(1-2ν) (r， kδI j + r ， jδk I -r， iδj k ) 
4π(1-ν)r 

+νr， iδJk+2r，ir，Jr，k} (2.45) 

内部応力は(2 ) 

σi j = nM
 
IG
 
-k
 

mu
 
cu
 

lνEn
 

•
 ぴ

Q
 

PJ
 

+
 

「a，O
 
LK
 
HU
 
LK
 

-
nv
 Fi

 

n--d
 

Pi
 
aG
 
LK
 
nur
 
LK
 

-
HU
 PA
 

P--uw
 

+f i j (ε� k 1 ) (2.46) 

で与えられる。 ただし、 Gを横弾性係数とすると、

f i j = 
--Ed-
-
田

柄。
一

中l
一

α
一

、/
一

UMF

、‘，，，一一

一

ν
一

1

+
一

/k

pu

---A-，，‘、-
nu
一 (2.47) 

a.ljkl= - {2(1-2ν) (δIJr，kr，l+δk 1 r ， i r， j ) -2r， i r， jδk 1 
2π(1-ν)r2 

一νδI jδkl+2ν(δ1 i r， j r， k +δjkr，lr，i+δi k r， 1 r， j +δjlr，ir，k) 

一8r，i r， j r， k r， 1 + ( 1-2ν)(δI kδ1 j +δj kδ1 i )ー(1-4ν)δIjδkl} (2.48) 



である。 以上の定式化においては領域積分が必要であり、 図2.2(a)に示すように内

部にセルを設定する必要がある。 内部にセルを設定することにより、 境界要素法の

利点が著しく損なわれる。 本論文では図2.2(b)のように境界要素分割のみで解析す

ることを目的としている。 また、 σ・IJ k 1は強い特異性を有しており、 取り扱いが困

難である。 すなわち、 厳密に積分を評価しておかなければ正しい解を得ることはで

きない。 領域積分における誤差により解の信頼性が損なわれることも指摘しておか

なければいけない。 本定式化による解析も試みており、 セルを一定要素とした場合、

以下の手法が有効であった。

σ・Ij k 1はr→0において強い特異性をもっており、 種々の解法が考えられているが

(<17)、 以下の方法を用いることもできる( 18)。 セルは一定要素とし、 図2.2に示すよ

うに、 セルの内部にセルより小さな円を考える。 円の 部分の積分は

s sε� i jσ・iJklrd8dr=ε� I J S Sσ・IJklrd8dr

J σ・ijklrd8 =0 

(2.49) 

(2.50) 

となり式(2.49)は零となる。 周りの部分はガウス積分を利用した。 内点が境界に近

い場合、 式(2.46)の前から2つの積分は2重指数積分により行なった。 以上の定式

化では、 セルを用いねばならず、 境界要素法の利点が著しく損なわれていたことが

明かである。 なお、 強い特異性の問題があり、 解の精度にも問題がある。 これらの

ことから、 セルを用いないで境界要素だけによる数値解析法を開発するという本論

文の目的が有益なことであることが分かる。
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図2.2 従 来の方法と本論文の 方法

図2.3 特異 点 処理



2・ 4 従来の境界要素法による定常熱応力解析

定常熱応力解析においても、 次式に示すように初期には領域積分が行われていた。

Uk(X)=S Ukl(X，�)tidr-S Tkl(X，�)uldr 
r r 

+S Ukl(X，�)bldO 
Q 

(2.51) 

式(2.51)における領域積分を避けるためにCrouchとDansonはGalerkinテンソルを

導入した(51)。 基本解を

G k I ，j I 
Uki=Gkl，iJ-

2(1-ν) 
(2.52) 

で与えられるテンソルGk Iを使用する。 Gkiはk方向に作用する単位荷 重 によ っ て生じ

るGalerkinベクトルと見なすことができる。 Galerkinテンソルを用いることにより、

式(2.51)は次式となる。

Uk(X)=S Ukl(X，�)tidr-S Tkl(X，�)Uidr 
r r 

αE 
+ . S {T(�)Gki，lj(X，�)-Gki，i(X，�)T，jnj}dr 

2(1-ν) r 
(2.53) 

2次元の基本解に対応するGalerkinテンソルは

1+ν 1 
Gki= 一一 δkir21n-

4πE r 
(2.54) 

であり、 3次元の基本解に対応するGalerkinテンソルは

1+ν 
Gkl= 一一一 δkir 

4πE 
(2.55 ) 

である。 Galerkinテンソルの微分は2次元の場合、 式(2.54)より次式で与えられる。

αE α(1+ν) 1 1 
Gkl，i(X，�) = r，kr(ln- ー -)

2(1-ν) 4π(1-ν) r 2 

αE α(1+ν) 1 1 
Gkl，lj(X，�)= ， {(ln一 一 一)nk-nmr，mr，k}

2(1-ν) - . 4π(1-ν) r 

(2.56) 

(2.57) 

nL
 

nru
 



3次元の場合、 次式で与えられる。

LK
 

Fa
 

一

、‘，F

、E，，
一-

UM
 

判uF
一
一

+
一
1

・・・A
一

，，‘、、

，，‘、
一一

π

α
一

8
、‘，，，pg

 
VA

 
〆，‘、pu

 

一

、、，，，

-

NUF
 

F巴
一

'I

α
一

氏
(2.58) 

αE α(1+ν) nk-n，.r，，.r，k 
Gkl，ij(x，f) = 

2(1-ν) 8π(1-ν) r 
(2.59) 

内部応力は次式で与えられる。

σIj(x)=S Uki(X，f)tids-S Tki(X，f)Uidr 
r r 

+ S {T (ご)SI j (x，ξ)-V I j (x， f ) T， J (f )nj (ご)}dr 
r 

α 
一 一一一一 T(x)δIJ 

1-2ν 
(2.60) 

2次元の場合のSiJ(x，f)およびVij(x，f)は次式で与えられる。

Sij(x，f) = 
αE δi i 

[n，. r ，.  (一一一-2r， 1 r， j )+n 1 r， j +nJ r， i ] 
4π(1-ν)r 1-2ν 

αE δI I 1 +2ν 1 
{r，ir， j+ 一--ー( 一一一 一 ln-)}

π(1-ν) 1-2ν 2 r 

(2.61) 

Vij(x，f) = (2.62) 

3次元の場合のSij(x，f)およびVij(x，f)は次式で与えられる。

Sij(x，f) = 
αE δI j 

[n，. r，，. ( 一一二一 一3r，I r，j )+nl r， J +nj r， i] 
8π(1-ν)r2 1-2ν 

αE δI j ‘ 
Vij(x，f) = {r，lr，J 一一一 一 )- -

8π(1-ν)r 1-2ν 

(2.63) 

(2.64) 

2次元問題の場合、 式(2.52)より基本解として次式を用いねばならない。

1+ν 1  7-8ν 
Uki= {[(3-4ν)ln- 一 一一一一 〕δkl+r，kr，i}

4 E(I-ν) r 2 
(2.65) 

本論文に示す熱弾性変位ポテンシャルを使用する解法では上式(2.65) を用いる必

要がない。
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第3章 非定常熱応力問題における基本解

非定常温度解析における境界要素法をもとに、 非定常熱応力問題における熱弾性

変位ポテンシャルを用いて基本解を誘導する。 また、 間接法の表現を用いて、 物理

的意味を考察する。

3 • 1 2次元非定常熱応力問題における基本解の 誘導と特性

熱弾性変位ポテンシャルを用いて基本解を誘導するほ}。 温度分 布 T(E ， t)が式(2

. 10)によて得られたとする。 また、 T(E，t)は次式で表すことができる。

t a T(ξ， t ') 
T(E ，t)=S dt'+T(E ，0) 

o a t' 
(3. 1) 

T (E ，0)は初期温度であり、 ポテンシャル論より熱弾性変位ポテンシャルφは

φ(x，t)=.S η・(x，E)T(E，t)dO(ご) (3.2) 
Q 

で与えられる。 ここで 、 ポアソン比をν、 線膨張係数をαで表すと、 平面応力状態

の場合m=α(1+ν)， 平面ひずみの場合・=α(1+ν)/(1-ν)である。 ただし、 関数

η(x， E )が、 次式を満足するように決められている ものとする。

じ72η・(x，ご)=δ(x- ξ) (3.3) 

式(3.1)、(3.2)より

φ(x，t)=mS 
Q 

、、，ノ少ぎ〆，‘、、OM
 
Ju
 
&EuJU
 
『E」、、，Jnu

 
zb
 
〆，‘‘、申l+・

、Eノ一
φL
-ta--f'、、

一
，
TI
-

6L
 

へO
一

qo
rEL
 

φL

nu

 

p--dw
 

、，ノES
 

VA
 
〆，‘、nH1

 
(3.4) 

式(2.18)，(3. 4)より

φ(x，t)= ・J
Q 

η・(x，E) S 
o 

κ 
[κV2T(E ，t') + -W(E ，t')]dt'dO (E) 

λ 

+S η・(x，E )T(E ，0)dO(ご)
。

(3.5) 

式(3.5)における積分で、 グリーンの定理を用いると次式が得られる。
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ゐL2G
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『，J

、、，，F一
zb
一

、Eノ
一

一
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一

VA
一
、..

 
J

 

ゐEb-
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，，、、一
'j

一

、】ノ

・

-

J〈‘

g
一

ご

η
一

川

町
一

M

a
一

a

為υ
一

円。

、J

、‘，F

&EL'

pg

，
 

'

pg
 

VA

〆'k

fk

T且

nq



rL
 Fi

 

p--d
 

6L

AU

 

PJ
 

κ
 

国園、、，，，&Eb'
 
VA
 
，，a‘、φ

 

+11κS S T( E ，t')V2η・(x，ξ) d (2 (ご)dt'
o (2 

t κ  
+圃J γ(x， E )S - W( E ，t')dt'd(2(ご)

(2 0 λ 

+S η・(x， E )T( E ，0)d(2 (ご)
Q 

(3.6) 

積分関係式

τ
 
JU
 
、‘，ノτ

 
〆，、、。。φL

 
IG

 
、、，，，τ

 
&冒し〆g、、21

 τ
 

φL
 FE・d

6L

AU

 

F--d
 
-一ゐLJU

 
τ
 
JU
 
、、，，，τ

 
r，‘、ob
 
、、，，，τ

 
&L
 
，，‘、21
 

6L

nHU

 

FB・d
6L

nu

 

rJ
 

(3.7) 

および、 η・(x， E )は定常状態における核関数であることより、 式(3.6)は次式のよ

うに変形することができる。

+L

nU

 

FEd
 

κ
 

、、，，，&L
 
VA
 
''t、φ

 

8 T(ξ，τ) 
S [ゆ・(x，t， E ，τ) 

r 
- - - . 

ðn( E ) 

aゅ・(x，t， E ，τ) 

ð n (ご)
T( E ，τ)]d r (ご)dτ

κ t 
+ - S S ゆ・(x，t， E ，τ)W(ξ，τ)d(2( E )dτ 

λ o  0 

+ S ゆ・(x，t， E ，O)T(ご，0)dO( E ) (3.8) 
。

ただし、

t 
ゆ・2(x， t， E ，τ)=-1κS T・(x，t' ， E ，τ)dt'+・η・(x， E ) 

τ 

m 

=一一[-2El(a)+ ln(r)] 
2π 

aゅ・2(x， t， E ，τ) ・ ð r 

= 一一一 [ 1- exp(a)]一-
ð n 2πr ð n 

(3.9) 

(3.10) 

なお、 a=r2/{4κ(t-τ)}， Elは積分指数関数である。 ここで、 ポテンシャル論の用

語を用いて、 ゆ・を一重層熱弾性変位ポテンシャル、 aゅ・/ðnを2重層熱弾性変位
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ポテンシ ャルと呼ぶことにする。 δIjをクロネッカのデルタとすると、 熱弾性変位

ポテンシ ャルφによる変位u'iおよび応力成分σ'ijは次式で与えられる( 1 )。

aφ 
u'l - 一一一一一 (3.11) 

a Xi 

a 2φ 
σ'iJ = 2G( - δI j V2φ) 

a Xi a Xj 

式(3.11)に式(3.8)を代入すると次式が求められる。

(3.12) 

U'i(X，t)=κ J 
。

a T( f ，τ) 
S [UI・(X，t， f ，τ) 

r a n(ご)

a UI・(X，t，ご，τ)
T( f ，τ)]d r (ご)dτ

a n (ξ) 

κ t  
+ - S S Ui・(X，t，ξ，τ)W( f ，τ)d {) (ご)dτ

λ o  {) 

+ S UI・(X，t，E ，O)T(ξ，O)d{)(ご)
Q 

(3.13) 

ただし

『，J、、，，，a
 

，，‘、nv
 

VA
 

e
 

.，.a
 

rL
 

-

F且

Fa
一

VA

RAU
-

30
 

・
一

M

、‘，，Fτ
 

zs
 

&L

 

VA
 

〆fknζ
 

HU
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FE-
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為υ
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為υ

FA
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VA
 

3υ
-

hAυ
 

円Lnu
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F且

m
一

π

一

のノ臼

(3.15) 

である。 式(3.12)に式(3.8)を代入すると次式となる。

t 
σ'ij(X，t)=κ J  

。

a T( E ，τ) 
S [σi J・(X，t， E ，τ) 

r 
-

an(E) 

a σi j・(X，t， E ，τ) 
T( f ，τ)]d r (ご)dτ

a n (ご)

κ t  
+ 

- S S σI J・(X，t， E ，τ)W( E ，τ)d {) (ご)dτ
λ o  {) 
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+ s σ1 J・(X，t， E ，O)T(E ，0)dO (ご)
。

(3.16) 

ただし

ぴIj.2(X，t， ご，τ)

GI 1 ð r ð r 
=一一{一[δ1 j -2 一一一一一一 ][1-exp(-a)]

πr r ð X 1 ð XJ 

2a ð r ð r 
+一[ 一一一- -ô 1 j]exp(-a)} 

r ðXI ðXj 

aσi j • 2 2mG ， _ � _ _ ð r ð r _ ð r 
= 一一一一 { -2a2[ -δIj+2一一一一一一 ]一一exp(-a)

ð n πr3 ðXI ðXj ðn 

ðr ðr ðr ðr ðr ðr 
+( 一一一 nj + 一一一 nl+ 一一δIj -4一一一一一一一一)

ðXI ðXj ðn ðXI ðXj ðn 

X [1-exp( -a)-a exp( -a)]} 

(3.17) 

(3.18) 

である。 以上の式より非定常熱応力の基本解が得られた。 これらの基本解の内Ui・，

σi j・は無限体に瞬間点熱源が発生した場合の変位と応力にあたり、 Nowackiらによ

って導かれたのもと基本的に同じものである。 変位場および応力場を求めるにはこ

れらの基本解を時間および空間に関して積分をする必要がある。 ここで、 直接境界

要素法を使用しているが、 境界の外部での変位場および応力場は零ではないことに

注意しておかねばならない。 以上の表現では物理的意味が分かり難いので空間およ

び時聞に関して離散化し、 時間に関して解析的に積分しておく。 弾性解析に用いる

Kelvinの解 (2次元) は、 線積分を行うことにより無限大(小) が除かれるか、 ま

たは体積力法により物理的意味が明かにされている。 しかし、 非定常の基本解は、

温度の基本解からも分かるようにt-τ=0で無限大(小〉が現れ、 時間に関して解析

的に積分しておかないと、 物理的意味が分かりにくい。

時間および境界において一定要素を用いるものとし、 境界上の温度および温度勾

配をTnr，qnrとする。 要素分割数、 時間分割数をそれぞれN， Fとし、 離散化すると式

(3.8)，(3.13)， (3.16)に対して次式のような離散化方程式が得られる。

haEd
 

円H中1
・・・A

Fr

，i

 

E
 ・E・-‘一一

UN

nH

 

Z
 

κ
 

、、，J&L
 

VA
 

〆，、、φ
 

tr 
f 

rn tr-l 

aφ・
一一一一 dτdrn
ð n 

N F 
+κ乞 乞 qnr S 

n=1 f=1 
J φ・dτdrn

r n tr-l 
(3.19) 
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(3.20) 

-z-

-v・

&Ehw

&EM

 

F--d
 nH

 
FI
 

F--u
 

n
 中1

・Eaa
-

Fr

el

 

z
 --EA

 
--

M内

nH
E
 

κ
 

、‘，，，ゐ'LWVA
 

〆，‘、U
 

nH
 

FA
 

，q
 

τ
 

JU
 

-
---Ed-
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 nH
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F--d
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nH

 nuτ 
(3.21) 

式(3.20)の時間積分は次式 のように分離できる。

-v'

・v'

φL

+L

 

F.，d
 

t 
U. (X， t， E ，τ)dτ=s U・(X，t， E ，τ)dτ-s U・(x，t， E ，τ)dτ 

tr-l tr 

(3.22) 

同様に式(3.19)，(3.21)も分離でき、 ar=r2/{4κ(t-tr)}と置くと、 時間積分は下記

のように解析的に行える。 また、 式(3.22)の前半の時間積分も同様に行える。

t • 

f ゆ・2dτ= 一一一 (t-tr) {2In(r)-exp(-ar) +[I+ar]El (ar)} 
tr 4π κ 

t ðゅ・2 • ð r 1 
dτ= 一一一一 一一パーEl(ar )ー 一 [1-exp(-ar)]}

tr ð n 8π κ ð n ar 

(3.23) 

(3.24) 

J 
• ð r 

8π κ ð Xi 
r {-El(ar) [1-exp(-ar)]} (3.25) U i • 2 dτ= 

ar 

t ð U I • 2 
S dτ 

tr ð n 

m 1 ðr ðr 
= 一一一 {Et(ar)ni+一(nl- 2 一一 一一)[I-exp(-ar)]}

8π κ ar ðXi ðn 
(3.26) 

t 
J σi j • 2 dτ 

tr 

、、4'1J
 

、‘，，，a
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x
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F且
一
VA

為υ
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〆，‘、FE
 

f〈t一

κ

凶
一
π

一

a4

(3.27) 

s
t � σI I ・2 .G ðr ðr ðr 

::.___:=_ dτ= {2[δI J +一一一一一一 ]一一exp(-ar)
tr ð n 2π κ r ðXI ðXJ ðn 
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1 ð r ð r 
+ 一一( 一一一一 nl + 一一一一 nl+ 

ar ð X I ð Xj 

ð r  ð r  ð r  ð r  
-- δI J -4 一一一 一一一一一)
ð n ð X I ð XJ ð n 

X[l-exp(- ar)]} (3.28) 

以上の式を使用することにより 、 温度による変位場および応力場が求められる。

物理的意味を分かりやすくするために、 持続熱源による変位場および応力場を求め

る。 これは、 1重層熱弾性変位ポテンシャルを使用したものに相当する。 なお、 分

かりやすくするために時間 および空間に関して離散化した状態を 考える。 与えられ

た温度分布になるように、 境界上にtr -1 <τ<trでのみ一機な強さの持続線熱源Pn r ( 

持続点熱源を並べる)を作用させる。 温度勾配が指定されている場合は非定常温度

解析用境界要素法により温度分布 の変化を求めておく。 時間分割数、 要素分割を そ

れぞれN、 Fとすると要素iでの温度 は重ね合わせの原理、 または間接法における境

界要素法により 次式により求められる。

i N F 
T =L L S 

n=1 f=1 

tr 
J 

rn tr-l 
T.dτd r n Pn r 

式(3.29)の時間 積分を解析的に行うと

S T・dτ= 一一一一 [El(ar-l)一El(ar)]
tr-l 4π κ 

(3.29) 

(3.30) 

となる。 ただし、 ar=r2/4κ(tF-tr)である。 各時間ごとに、 n個の方程式が求められ

るので、 各時間ごと の熱源の強さPnrが求められる。 時間ステップFにおいては過去

の熱源Pnrをすべて考慮したものとなる。

熱弾性変位ポテンシャルをφとすれば、 φは次式によって支配される。

V2φ =mT 

式(3.31)の一般解は

t 
φ =1κS Tdt'+φ" +tφ1 

。

(3.31) 

(3.32) 

で与えられる。 式(3.32)に式(3.29)，(3.30)を代入し、 変数変換u=r2 14κ(tF- tr)を

行い、 部分積分法を繰り返し実行し、 点熱源の作用点r=Oにおいてその点熱源自身に

よる変位が零になる条件aゆI ð r I r =" =0によりφa、 φ1を求めると( 1 .4 ) 
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m N F 

φ=一一一工 工 S Pn r {ゆ(n，f-1)ーゆ(n，f)}drn
4π n=l f=l rn 

ゆ(n，f)=(t-tr) [2In(r) -exp(-ar) +{1+ar}Et(ar) ]

(3.33) 

(3.34) 

式(3.33) ，(3.34) を式(3.11) ，(3.12)に代入すると

m N F 

Ui' = - L L S Pnr {A(n，f-1) -A(n，f) }d rn 
8π n=l f=l rn 

mG N F 
a ij '= - L L S Pnr {B(n，f-1) -B(n，f)} drn 

4π n=l f=l rn 

(3.35) 

(3.36) 

ただし、 A(n，f)，B(n，f)はそれぞれ

ð r 1 
A(n，f) = 一一一 r[-Et(ar)一 一{l-exp(-ar) }]

ð Xi ar 
(3.37) 
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(3.38) 

となり、 式(3.25)，(3.27)と同じ形式である。 以上より、 基本解は無限体に瞬間点熱

源が与えられた場合の変位分布と応力分布を与えるものに相当することが分かる。

ただし、 実際の熱源に対応させるには係数をかける必要がある。 2重層熱弾性変位

ポテンシ ャルは同様に2重層の熱源より誘導が可能である。 これらは式(3.26)，(3.

28)に対応し、 直接法による表示は、 1重層ポテンシャル (熱源 ) と2重層ポテンシ

ャルを境界に与え、 外部領域の温度を零と置いたものに相当することが分かる。 な

お、 これらの熱源により求められた変位場および応力場は無限体の場合におけるも

のであり、 通常与えられた力学的条件は満足していない。

与えられた力学的条件を満足させるには、 不連続量の評価をしておく必要がある。

式(3.21)における不連続量を評価する。 そのために、 式(3.21)を次式のように置く。

σ， (X， t) 

、‘，，，τ
 

'
一

、，j

pg一

pg

〆E1、一

〆，、、

申ta
一

nu

為U
一

九υ

-U
 

rL
 Fi

 

F'Ed
 

FO
 

&L

nU

 

h・・dκ
 nU

 
→
 

川
δ

aσ・

ð n(ご)
T( � ，τ)]dr (�) dτ 

t ð T( � ，τ) ðσ・
+ 1 i m κS S [σ・ 一 T(� ，τ)]dr(�)dτ 

δ→o t-δ r  ð n(ご) ð n( � ) 

(3.39) 
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図3. 1 の ように添字 Lを付けた境界に沿 っ た局所座標系(X ， L，y ，L)を考え、 式(3.46

)の 第2項の特異点 近傍の線積 分を1 Aとi泣き、 δ→Oとするo a I j・の項には不述統

は存在しないので、 aσ・I j / ð nのす{を吟味する。 なお、 微小領域であるのでT(ご

， t)は一定と見なせ、 1 Aは次式となる。

1 A (σi j L ) = 1 i m 
ε→0 

Gm 
一一T(ご) f 
2π 

、、，ノ

・L
-

VA
一
つ』

tL
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VA
一円ノ臼no

 
r，‘、、

F且
一

nu

nAU
一

ヘO
r'B、

1i
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TA
 

cu

e-v

 X， L X J L 
+ [nJ一一+ ni -- - 2δi J 

r r 

ð r 
-一一 J} d yL 
ð n 

(3.40) 

λをOに十分近づけた後、 λくくεを保ちながらεをOに近づけると次式が得られる。

1 A (σxxL)=O， IA(σνyL)=-mGT(ご)， 1 A (σXyL)=O (3.41) 

すなわち、 境界に垂直な 方向の応力σxX Lに関しては、 熱弾性ポテンシ ャルの法線方

向微分の2階微分係数による不述続量が温度の2重層による不述続量により打ち消

され不述続は存在しない。 また、 境界に沿った方向の応力σνLI Lは不述続が存在する。

y
L L 

X 

y 

n 

X 

図3.1 特異点処浬のための局所座傑系

-EE--n《U



つぎに特異点の処理について述べる。 式(3.20)-(3.28)の境界に関する線積分は

ガウス積分により 行なえる。 ただし、 作用点が観測点と一致する場合、 特異点の問

題が生じるので、 解析的に線積分を行った。 すなわち、 要素は一定要素とし、 要素

の長さを2R、 ß=R2 / {4κ(t-tr)}とすると線積分は次式のようになる。

可，JnH
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(3.42) 

(3.43) 

ð r ð r 
X(δiJ- 2 一一一一一一 )A2]

ðXi ðXj 
(3.44) 

R t 
s s 

-R tr 
•

 
nU

 

一一FI
 

，o
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，.Ea--
σ

一
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民AU
-

hAυ
(3.45) 

ただし、 A1 ，A2は次式で与えられる。

R 
A1 = S E1 (ar )dr=2R (2-C )一2Rln(ß)

一R

00 2R 
+ 乞 (一1)n - 1 βn 

n=1 (2n+l)n.n! 

R ocコ 2ßn 
A2= S {1-exp(-ar)}dr=乞 (_ I )n + 1

-R r2 - n=l- (2n-l)n! R 

(3.46) 

(3.47) 

ただし、 CはEuler定数(C =0.57721566)である(55)。 以上のように境界上の線積分は

解析的に処理することができる。

以上は一定時間内挿を用いて述べたが、 線形時間内挿を用いた場合も、 解析積分

が可能であり、 その詳細は付録2に示す。 なお、 時間および空間に関して数値積分

を用いた解析例もあるが、 解の精度および計算時間に関して問題があることは明か

である。

nru
 

no
 



3・2 3次元問題における基本解の誘導と特性

3次元問題における基本解は、 2次元問題における基本解の誘導と同様の手法で

求めることができる。 3次元の熱弾性変位ポテンシャルφは次式を満足している。

じ72φ=mT (3.48) 

ここで、 mは次式で与えられる。

α

一

、ノ

、‘
，，F

一一
ν

ν
一

一

+
一

1A

1i

一

/-K

〆，‘、

一-
m幽 (3.49) 

2次元の場合と同じように熱弾性変位ポテンシャルφは次式で与えられる。

a T( E ，τ) 
φ(x，t)=κ s s [ゆ・(x，t， E ，τ) 

o r a n(ご)

aゅ・(x，t， E ，τ) 
T( E ，τ)]d r (ご)dτ (3.50)

a n(ご)

ただし、 空間に関する積分は面積積分であり， ゅ・(x，t，l=，τ)およびaゅ・(x，t，l=

，τ) / a n (ご)は次式で示される。

t 
ゆ・3(x， t， E ，τ)=-1κS T・3(X，t'，l=，τ)dt'+・η・(x， E ) 

τ 

• 1 

= 一 γ(一，a)
4κ π3ノ2r 2 

(3.51) 

a ø・3(X，t，l=，τ) t a T・3(X，t'，l=，τ) aη・(x，l= ) 
=-1κS dt' +. 

a n (ご) τ a n( l= ) a n (ご)

3u

nAU

 

、‘，，，a
 

，
 

no

-

nL

 

〆，‘、v'

 

m

 一一 (3.52) 

γ(z，p) は第1種不完全ガンマ関数であり、 a=r2/{4κ(t-τ)}である。 熱弾性変位

ポテンシャルと変位の関係より、 次式が求められる。

a T ( l= ，τ) 
u'，(x，t)=κS S [u，・(x，t，l=，τ) 

o r a n(ご)
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T( E ，τ)]d f (ご)dτ (3.53) 

ここで

11 ð r 3 
r (一，a) 

2 
(3.54) Ui.3(X，t' ，ご，τ)=

2π3ノ2r2 ð X i 

ð U i • 3 (X， t' ， E ，τ) -m 3 5 ð r ð r 
= [γ(ー，a) n I +2γ(-， a) 一一一 一一] (3.55) 

ð n 2π3ノ2r3 2 2 ð X i ð n 

同様に、 応力は次式で与えられる。

ð T( E ，τ) 
σ'ij(X，t) = κ s s [σi j・(X，t， E ，τ) 

o f ð n(ご)

aσI j・(X，t， E ，τ) 
T( E ，τ)]df( E )dτ (3.56) 

ð n(ご)

ただし、

σi j • 3 = 
Gm 3 ð r ð r 5 

[δi jγ(-，a) -2一一一一一一γ(一，a) 
π3ノ2r3 2 ðXi ðXJ 2 

-2a3ノ2δijexp(-a)] (3.57) 

aσI j • 3 2G. ðr ðr ðr 5 
= [一δI J一一+ 一一- ni +一一- nj] r (-， a) 

ð n π3/2r.4 ðn ðXj ðXI 2 

ðr ðr ðr 7 
+2 一一一一一一一一γ(ー，a) 

ðXi ðXj ðn 2 

ð r 
+2δI j a5ノ2 exp( -a)} (3.58) 

ð n 

ここで、 時間および空間に関して式(3.53)，(3.56)を離散化すると次式が求められ

る。 ただし、 時間および空間に関し一定要素を用いる。
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(3.59) 
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(3.60) 

ここでF， Nはそれぞれ時間分割数と境界要素分割数である。 式(3.59)，(3.60)にお

ける時間積分は解析的に行える。 すなわち、

a，=r2/[4κ(t-t，)] (3.61) 

と置くと， 式(3.59)，(3.60)における時間積分は次式で与えられる.

J 
DI ar t-t， 

〈一{[(1/2， ar)-[ (1/2)+2ar 1/2} U j 
• 3 dτ= 

4π3ノ2 a X j r2 tr 

+2ar {[(1/2，a，)-[(1/2)} +2ar1/2 {1-exp(-ar)}} 

(3.62) 

J 
a U j • 3 -. t-t， a r a r 

(-(nj- 3一一一一一) {[(1/2，ar) 
a XI a n 

dτ = 
t， a n 4π3/2 r3 

a r a r 
-[(1/2)+2art/2} + 2a，(nl- 一一一 一一) {[(1/2，a，)-[(1/2)} 

a X i a n 

a r a r 
+ 2ar 1ノ2(n 1 -3 一一一一一) {1- exp(-ar)} } 

a X i a n 
(3.63) 

G・(t-t，)
J σi J • 3 dτ = (ー(δi J 

2π3ノ2r3 

a r a r 

3 一一一一一一) {[(1/2，ar) 
a XI a XJ 

a r a r 
-[ (1/2)+2ar 1ノ2} - 2ar(δIj+ 一一一一一一 ) {[(1/2，ar)-[(1/2)} 

a X 1 a Xj 

a r a r 
+2ar 1ノ2(δIj-3一一一一一一) {1- exp(-ar)} } 

aXi aXJ 
(3.64) 

J 
t aσi J・3

dτ 
t r a n 
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Gm(t-tr) ðr ðr ðr ðr ðr ðr 
一 ([一δi J 一一一 + 一一一nl + 一一一 nJ+3 一一一一一一 一-J

2π3ノ2r4 ðn ðXJ ðXI ðXi ðXj ðn 

X[ -3 {f (1/2，ar)-f (1/2)+2ar1/2} + 2ar {f (1/2，ar)-f (1/2)} 

+6ar1/2 {1- exp(-ar)} ] 

ð r 
ー{4arf (1/2，ar)+8ar3/2exp(-ar)} 一一δI j 

ð n 

ðr ðr ðr 
-一一一一一一一一[6 {f(I/2，ar)-f(I/2)+2ar1/2} -12ar1/2 

ð Xi ð XJ ð n 

X {1-exp(-ar)} + 8ar3ノ2 exp(-ar)]} (3.65) 

ここで， f(z，p) は第2種不完全ガンマ関数であり， 次式の関係がある(46 ， 55)。

f (a， p)= f (a)一γ(a，p) (3.66) 

観測点とソース点が一致する場合、 特異性の問題を考えなければならない。 下記の

ように、 ガンマ関数を級数の形式に置くことにより、 特異点の問題を解決すること

ができる。

∞ (-I)npz+n 
(3.67) γ(z，p)=乞

n=O n! (z+n) 

特異点を含む半径Rの面積分は次式で与えられる。
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ð XI ð XJ 

(3.69) 

ここで、 ß2=1/{4κ(tF-tr)}とおくと、 特異点に関して下記の積分が必要となる。

R 
J 一[f (1/2，ar)-f(I/2)+2ar1ノ2}rdr

o r3 

ocコ R2n 
= 乞 (-I)n ß2n+l 

n=1 (2n+l)2n.n! 
(3.70) 
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R 

J - flr{f(1/2，flr)-f(1/2)}rdr 
。 r3 

00 R2 n + 2 

= 乞 (一l)n+1 。2n+3

n=O (n+l)(2n+l)n! 

R 
J - flr1ノ2 {I-exP(-flr)}rdr

。 r3 

00 R2 n ß 2 n + 1 
= 乞 (_I)n+1 

n=1 2n.n ! 

(3.71) 

(3.72) 

ここでは、 1重層および2重層の熱弾性変位ポテンシャルで表現したが、 2次元

の場合と同様に、 持続面熱源での表示も可能である。

巧t。。



3・ 3 軸対称問題における基本解の誘導と特性

軸対称問題における熱弾性変位ポテンシ ャルφは次式により支配されている。

V2φ =mT 
a2 1 a a2 

(V2 = 一一 + 一一一+一一)
a r2 r a r a Z2 

(3.73) 

ここで、 mは次式で与えられる。
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2次元および3次元の場合と同様の手法により熱弾性変位ポテンシ ャルを求めると

次式になる。

φ(x，t)=κ s s [φ・(x，t， E ，τ) 
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T( E ，τ)]r�dS(ご)dτ (3.75)

ここで、 ゆ・は次式で与えられる。

ゅ・J(x， t， E ，τ)=-.κS T・J(x，t'，E，τ)dt'+・η・(x，E ) 
τ 

m ∞ C2kγ(2k+l/2，a) 
工

2π1ノ2 S 1ノ2 k=O (k!)2 
(3.76) 

γ(z，p )は不完全ガンマ関数であり、 a=s /{4κ(t-τ)}とする。 記号cおよびsは第

2・2節で既に与えられている。 ゅ·Jの法線方向微分係数は次式で与えられる。
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-11 αコ C2k 
{nrrL [(4k+l)γ(2k+l/2，a)- 2exp(-a)a2k+1ノ2 ] 

k=O (k!)2 2n 1ノ2 .... 3/2π s 
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αコ c2k - 1 
-nrre ε 一一一γ(2k+l/2，a)

k=O (k!)2 

α:> C2 k 
+nz( z-ze)乞 一一一 [(4k-l)γ(2k+l/2，a)一2exp(-a)a2k 什/2]} (3.77) 

k=O (k!)2 

熱弾性変位ポテンシ ャルと変位の関係は次式で与えられる。

aφ 

U i'= 一一一一一

ð X i 

( i=r ，z) (3.78) 

式(3.75)を式(3.78)に代入することにより次式が求められる。

φL

nU

 

PJ
 

κ
 

-一、、，，Fゐ'b・VA
 

〆，‘、HU
 

a T( t ，τ) 
S [UI・(x，t， t ，τ〉

S ð n ( ご)

ð U I・(x，t， t ，τ) 
T( t ，τ)]redS(ご)dτ (3.79)

ð n ( ご)

ここで、 U 1.、 ð Ui・/ðnは次式で与えられる。

- . 00 c2k 
Ur・= {rL: 一一一 [(4k+l)γ(2k+l/2，a)-2exp(-a)a2k+1/2]

2π1ノ2S3ノ2 k=O (k!)2 

、事』、、，，，a
 

nL
 

，，，，， + 1k
 

。ru，，‘、伊'

-a
一
内ζ

-

一

、‘ノ

つ』
一

LK

ρU
一

ft、nu
 

∞

いr
z
 

四回Fa
 

(3.80) 

-m( z-ze) αコ c2k 
L: [(4k-l)γ(2k+l/2，a)-2exp(-a)a2k+1ノ2] 

k=O (k!)2 
Uz・ =

2 1Z' 1ノ2 .... 3ノ2π s 

(3.81) 

ð Ur • • 

{[2rrenr+r(ze-z)nz] 
ð n 2π1/2S5/2 

∞ (4k+3)C2k 
× 乞 [ー(4k+l)γ(2k+l/2，a)+2exp(-a)ポド1/2] 

k=O (k!)2 

∞ kc2 k - 1 

-2[(r2+re2)nr+re(ze-z)nz]乞 [一(4k+l)γ(2k+l/2，a)
k=O (k!)2 

+2exp(-a)a2k+1ノ2]
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αコ C2k
+4[2rr�nr+r(z�-z)nzJ乞 exp(-a)a2kリノ2 } 

k=O (k!)2 
(3.82) 

a uz • 

a n 

血

= [r�(z-z�)nr+ (Z-z�)2nzJ 
π1ノ2S5ノ2

∞ (4k+3)C2k 
× 乞 [-(4k-l)γ(2k+l/2，a)+2exp(-a)a2k+1ノ2J 

k=O (k!)2 

一[2r(z-z�)nr+rr�nzJ

∞ kc2 k -1 
×工 [-(4k+l)γ(2k+l/2，a)+2exp(-a)a2k+1ノ2J

k=O (k!)2 

αコ C2k
+4[r�(z-z�)nr+ (Z-z�)2nzJ乞 一一一 exp(-a)a2k+3ノ2 } 

k=O (k!)2 
(3.83) 

時間および空間に関して離散化すると次式が得られる。 ただし、 時間および空間に

関して一定要素を用いるものとし、 時間分害IJ数をF要素分割数をNとする。

-7・
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・・・A一
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SEa-
E
 ・EEA

-

UN

nH

 

工κ
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/・1HU
 

a U 1. 

一一一一 dτr�dSn 
a n 

円HF、UJu
 

mE
 
F且τ

 
BG

 

•
 Hu

 

，VB

av'

 

φL

φL

 

PJ
 nH

 
nb

 

p'd
 

-v'
 

nH
 n可

---A
 

一一

Fr

ei

 

乞
・・・A

一一

町内

nu
工κ

 
+

 (3.84) 

一定要素を用いた場合、 時間積分は解析的に行うことが可能である。

ar=s/[4κ(t-tr)J (3.85) 

と置くと、 式(3.84)の時間積分は次式で与えられる。

t 
S Ur・dτ

tr 
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m(t-tr) 

2πt /2 S3ノ2

。コ C2k
X {rL 一一一 [(4k+l)γ(2k+l/2，ar)+(4k-l)arr (2k-l/2，ar)] 

k=O (k!)2 

∞ kC2k-t 
+2r� L [一γ(2k+l/2，ar)-arr (2k-l/2，ar)]} 

k=O (k!)2 
(3.86) 

τ
 
Ju

 
-

Z
 

Hu
 -v'

 

&EU

ゐEb'
ns・d

-1I(t-tr)(z-Z�) 
一一

2π1ノ2S3ノ2

αコ c2k 
× 乞 一一一一 [一(4k+l)γ(2k+l/2，ar )-(4k-l)ar r (2k-l/2， ar)] 

k=O (k!)2 

(3.87) 

t 
f tr 

与乙dτ
(J n 

m(t-t，) 
= {[2rr�nr+r(z�-z)nz ] 

π1ノ2S5/ 2 

∞ (4k+3)c2 k 
[一(4k+l)γ(2k+l/2，ar)一(4k-l)arr (2k-l/2， ar)J X L 

k=O (k!)2 

∞ k c2 k -t 
+[(r2+r�2)nr+r�(z�-z)n z ]  L [(4k+l)γr (2k+l/2，ar) 

k=O (k!)2 

+(4k-l)ar r (2k-l/2， ar)J 

B》‘，、‘，，，eI
 

a
 

ηL
 

，If
 

--EA
 

+ しknL
 

〆，、、Fl
 

a
 

-
nζ

 

LK
一

、、./

nζ
一
・1b・

nu
-

-un
 

-

r，‘、nu
 

∞

し十
Z
 

1J
 

z
 

nH
 

、E/ヲ白目白守&〆，‘、Fa
 

+ nH
 

m回FA
 

F且nL
 

「La4
 

+ 
(3.88) 

s � � U z . 
d -

t r ð n -

m(t-tr) 
{[r�(z-z�)nr+(Z-z�)2n z J  ー

2 71 tノ2�5ノ2π s 

∞ (4k+3)c2 k 
[一(4k+l)γ(2k+l/2，ar)ー(4k-l)arr (2k-l/2， ar)J X 1二

k=O (k! ) 2 
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∞ kC2k-1 

+[2r(z-z�)nr+rr�nz] L 
_ _ 

[(4k+l)γ(2k+l/2，ar) 
k=O (k!)2 

+(4k-l)ar f (2k-l/2，ar)] 

αコ C2k

+4[ r�(z-z�)nr+(Z-z�)2nz]乞 [ar f (2k+l/2， ar )]} 
k=O (k!)2 

ここで、 f (a，p) =f (a)一γ(a，p)である。

(3.89) 

本節では， 1重層および2重層熱弾性変位ポテンシャルで表現したが， 持続面熱

源による表示も可能である。 本章では基本解およびその時間積分を級数で示した。

これらを積分表示したものを付録6に示す。
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第4章 非定常熱応力問題における定式化

第3章で非定常熱応力問題における基本 解を示し、 その変位場及び応力場を境界

積分を用いて述べた。 本章では非定常熱応力問題における熱弾性変位ポテンシャル

と静弾性問題における解法を用いた定式化について述べる。 初め に、 熱弾性変位ポ

テンシャルによる変位および応力と静弾性における変位および応力の力学的境界条

件を重ね合わせる手法を示す。 次 に、 直接法における境界要素法形式の定式化、 お

よび体積力法による定式化を示す。 また、 熱応力は異種材を接合した場合によく問

題が発生するので、 4・4節で異種接合材での非定常熱応力の取り扱い方法を示す。

内部熱発生を伴う非定常熱弾性問題では、 熱弾性変位ポテンシャルの概念を使用し

でも、 領域積分を行わなければならないので内部にセルを設定しなければならない。

そこで、 熱発生の分布が空間的にあまり複雑でない場合、 有効な手法として内部に

セルを設定しない手法を4・5節に述べる。

4・ 1 重ね合わせによる定式化

第3章で既に、 変位場及び応力場が求められているので、 与えられた力学条件を

満足するように静弾性の解を重ね合わせれば非定常熱応力問題の変位および応力が

得られる。 なお、 変位場及び応力場は1 熱弾性変位ポテンシャルより得られた

ものでも2重層熱弾性変位ポテンシャルより得られたものでもよい。 もちろん、 1 

重層および2重層熱弾性変位ポテンシャルより得られた直接法の表現での変位場お

よび応力場でもよい。 変位が規定されている境界をr 1 ， 外力が規定されている部分

をr2とする。 熱弾性変位ポテンシャルによって得られた境界上の応力を、 境界表面

外向き法線の方向余弦nJ ;を用いて次式により等価な外力に変換する。 2次元の場合、

P i ' =σi j'nj (i，j=x，y) 

3次元の場合

P i' =σI j 'nJ (i，j=x，y，z) 

軸対称の場A

P l' =σi j'n j (i，j=r，z) 

(4. 1) 

(4.2) 

(4.3) 
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である。 与えられた力学的境界条件を

Ui=Ui" 

Pi=Pi" 

( f 1上)

( f 2上)

とすると， 次の境界条件を満たす補解を重ね合せる必要がある。

UI￥ =U 1
" -U i ' 

P'事 =p，" -p，' 

( f 1上)

(f2上)

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

未知の変位U，￥およびPi￥は， 式(4.6)，(4.7)の条件 で通常の静弾性の問題を解くこと

により求められる。 これには、 体積力法または静弾性問題における境界要素法によ

り求めることができる。 実際の未知の変位Ui" および外力PI" は次式により求める

ことがで きる。

UI" =Ui' +Ui'軍

Pi" =Pi' +PI:軍

(f2上〉

(f1上)

(4.8) 

(4.9) 

内点の変位と応力も， 熱弾性ポテンシ ャルによる値と体積力法または静弾性境界要

素法による値を重ね合せればよい。

軸対称問題においても同様に定式化が可能である。 次に、 非軸対称負荷 (熱負荷)

を受ける場合を示す。 このような場合、 一般には周方向にも要素分割を行わなけれ

ばならな い。 しかし、 軸対称体を考えているので、 境界上に作用する外力は周方向

にフーリエ級数に展開できる。 そこで、 熱弾性変位ポテンシ ャルで求められた変位

および表面力を次式のようにフーリエ級数に展開する。 。を角度とすると、 次式が

得られる。

ejuj'(8) 

00 

=乞 {erUr"'(r，z)cos(g8)+e_u_"(r，z)sin(g8 )+ezuz"(r，z)cos(g8)} 
。。

g=O 

(4.10) 

e j P j ， (θ) 

ocコ

=乞 {erPr"'(r，z)cos(g8)+e_p_"(r，z)sin(g8 )+ezpz"(r，z)cos(g8)} e- e 
g=O 

(4.11) 

境界上に与えられた変位および外力も同様に次式のようにフーリエ級数展開する。
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(4.13) 

与えられた境界条件を満たすには、 次式の境界条件を満たす補解を重ね合わせねば

ならない。

00 

e， u�=ej {Uj "-u'}=乞 [er{Uro"-Uro' }cos(g8 ) 
g=O 

+ee(uJ"-uog'}s irl(gO)+ez(uzG"-uz g')cos(gO)] (4.14) 

00 

eiP￥=ej(pj"-p')=乞 [er{PrO"-PrO' }cos(g8 ) 
g=O 

+e_{p_O"-p_O'}sin(g8 )+ez{pzO"-pzo'}cos(g8)] 
a

. -
a - a 

(4.15) 

以上の定式化により、 軸対称体の境界を周方向に要素分割する必要がなくなる。 軸

対称体に非軸対称荷重が作用する場合の静弾性解法はM.Mayr(91)の手法を用いれば

よい。
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4・ 2 境界要素法 (直接法) に基づく定式化

次に変位のみで表現した定式化を示す。 弾性問題における境界要素法の積分方

程式は次式で与えられる。 ただし、 Qは境界上の点、 Pは境界内の点ある。

u(P)+J 
r 

P i j・(Q，P)u(Q) d r (Q)= S u I j・(Q，P)u(Q)dr(Q) 
r 

(4.16) 

u j j・(Q，P) 、 p j j・(Q，P)はKelvinの解である。 ここで、 記号を以下のように決めて

置く。

u'(Q)，p'(Q): 熱弾性変位ポテンシ ャルから求められる境界上の変位と外力

u"(Q)，p"(Q): 与えられた力学的条件

u' (P) : 熱弾性変位ポテンシ ャルから求められる内点の変位

u"(P)，u￥(P): 実際の内点の変位と力学的条件を満足させるために

重ね合わせた条件より求められる内点の変位。

与えられた力学的条件を満足させるために重ね合わせる条件♂，p�は次式で与えら

れる。

u事(Q)=u"(Q)-u'(Q)

p￥(Q)=p"(Q)-p'(Q) 

また、 次式の関係も成立する。

(4.11) 

(4.18) 

u￥(P)=u"(P)-u'(P) (4.19) 

重ね合わせる力学条件での、 弾性問題における積分方程式は、 次式となる。

u￥(P)+S Pij・(Q，P)u￥(Q)dr(Q)=S Ulj・(Q，P)p￥(Q)dr (Q) 
r r 

式(4.20)に式(4.11)，(4.18)， (4.19)を代入すると次式が得られる。

u"(P)-u'(P)+f 
r 

P l j・(Q，P)[u"(Q)-u'(Q)]dr(Q) 

=J 
F 

U l j・(Q，P)[p"(Q)ーp'(Q)]u(Q)dr(Q) 

式(4.21)は次式と等価である。

u"(P)-u'(P)+J 
r 

P l j・(Q，P)u"(Q)d r (Q)-S _ P I j・(Q，P)u' (Q)d r (Q) 
r 

-46-

(4.20) 

(4.21) 



= S U I j・(Q，P)p"(Q)d r (Q)-S U I j・(Q，P)p' (Q)d r (Q) (4.22) 
r r 

熱弾性変位ポテンシ ャルによる注目している領域の境界に対する力学的条件は

u'(Q)，p(Q)'である。 すなわち、 境界上に力学的条件u'(Q)，p(Q)'を負荷しでも、

内部の値にはなんら影響を及ぼさない。 従って、 境界内では次式が成立する。

u'(P)+J 
r 

P i j・(Q，P)u'(Q)dr (Q)-S _ UI j・(Q，P)p'(Q)dr (Q) 
F 

= u'(P) 

式(4.22)，(4.23)より次式が求められる。

u"(P)+J 
r 

P i j・(Q，P)u"(Q)dr (Q) 

= S U I J・(Q，P)p"(Q)d r (Q)+u' (P) 
r 

(4.23) 

(4.24) 

P点が境界上にある場合、 境界要素法の境界における手法を用いることができる。

なお、 u'(P)に関しては境界上で不連続はない。 u"()=u()，p"()=p()と書き直し、

第3章の熱弾性変位ポテンシ ャルによる変位u'(P)を用いて、 書き改めると式(4.

24)は次式となる。

CUi(P)+S PiJ・(Q，P)Uj (Q)d r (Q)= S U I j・(Q，P)pj (Q)d r (Q) 
r r 

t 
+κJ 

O 

a T(Q，τ) 
S [u I・(P， t， Q，τ) 

r - ð n(Q) 

a Ui・(P， t， Q，τ) 
T(Q，τ)]dr (Q)dτ 

ð n (Q) 

κ t 
+ - S S UI・(x， t， E ，τ)W( E ，τ)d 0 (ご)dτ

λ o  0 

+ S U i・(x， t， E ，O)T(ξ，O)dO (ご)
Q 

(4.25) 

ここで、 r (Q)に関する積分は、 2次元問題の場合 は線積分であり、 3次元の場合

は面積分である。 ここで、 Ui j・、 PI j・はKelvinの解を示す。 2次元の場合、

{(3-4ν)ln(-)δIj+r，ir，j} 
8πG(l-ν) 
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P i j・=ー
4π(1-ν)r 

[ 土工{(1-2ν)δIj+2r，jr，l}一(1-2ν)(r，i nj -r， j ni)] 
ð n 

(4.27) 

である。 ただし、 n tま物体表面の法線、 njは方向余弦、 δI jはKroneckerのデル夕、

r は負荷点と考えている点との距離、 r，l=ð r/ð xl=rl/rである。 平面応力問題と

して解析する場合、 見かけ上の弾性係数、 ポアソン比を次式のように置けばよい。

1J
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、、，，，
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，
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-EaA

・B・
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rk

+-EEA
 

-

fk
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「ELF巴
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一一
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'
 Eru

ν
 

(4.28) 

3次元等方弾性体に対する基本解は次式で与えられる。

U I j・= [(3-4ν)δIj+r，ir，j] 
16πG(1ーレ)r

1 ð r 
::- [ 一一 {(1-2ν)δIj+3r，lr，j}ー(1-2ν){r，I nj -r， j ni}J 

8π(1-ν) r2 ð n 

(4.29) 

P i j・-

(4.30) 

内点に関しては、 変位と応力の関係式より次式となる。

σi j(P)=-J 
r 

Sk i j(Q，P)uk(Q)d F(Q)+J Dk i j(Q，p)PK(Q)d F(Q) 
r 

a T(Q，τ) 
+κ S  S [σi j・(P， t， Q，τ) 

o r ð n(Q) 

aσi j・(P， t， Q，τ) 

ð n(Q) 
T (Q，τ)]dr (Q)dτ 

κ t  
+ - S S σI j・(X， t，ξ，τ)W( � ，τ)dO(�)dτ 

λ o  0 

+S σI j・(X， t， � ，O)T(� ，0)dO (�) 
。

(4.31) 

ここで、 DkljおよびSkijは静弾性の場合と同じものであり、 次式で与えられる。

Dki j =一[(1-2ν){δkI r， j +δk j r， I -δIjr，k} +br，lr，jr，k] 
4aπ(1-ν) 

(4.32) 
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Ski J 
2G a r 

= {ー [bで一(1-2ν)δIjr，k+(δIk r， J +δj k r， I )一Cr，ir，jr，k]
ru 

0 n 

+bν(ni r， j r， k+nj r， I r， k)+(1-2ν)(bnkr，lr，j+njδik+niδj k ) 

、、，Fν
 

-EEA
 

，，、、

-E・&

π
 

a
 

aHT
 

、EJP0
 

・ν-nnH
 

、、，，，a4
 

・2・&〆，‘、 (4.33) 

2次元の場合、 a=l、 b=2、 c=4， 3次元の場合a=2，b=3，c=5である。 2次元およ

び3次元の場合と同様に、 軸対称の場合の積分方程式は次式で与えられる。

CU i(P)+J 
r 

P i j・(0，P)Uj (O)r� d r (0)= S _ U I j・(0，P)pj (O)r�dr (0) 
r 

a T(O，τ) 
+ κ S S [U I・(P， t， 0，τ) 

o - r a n(O) 

a Ui・(P， t， 0，τ) 

a n(O) 
T(O，τ)]r�dr (O)dτ (4.34) 

軸対称問題における静弾性の基本解UI j・，P I J・は第1種および第2種完全楕円関

数をK(聞�)、 E(.�)とすると以下で与えられるは2 • .4 5 • 69)。

ー (r2-r�2)2+Z2(r2+r�2)
< [-4(1-ν){(r+rla)2+Z2 ) + 

8πG(l-ν)rlarCl (r-rla)2+Z2 

X E(阻�)+ {4(1-ν)(r2+r日2+Z2)-(r2+rIa2)} K(・�)>

(4.35) 

8πG(I-ν) r� Cl 

r2-r�2+Z2 
Z [ E(・�)-K(・�)] 

(r-r�)2+Z2 
Urz・ =

(4.36) 

r2-r�2-Z2 
Uz r・ = Z [ _ E(.a)+K(.Ia)] 

8πG(1ν)rCl (r-r�)2+Z2 

Z2 
Uzz・ = [ E(・�)+(3-4ν)K(・�)]

4πG(I-ν)Cl (r-r�)2+Z2 

(4.37) 

(4.38) 

P I j・=τIj k n k (4.39) 

τrrr={16π(1-ν)r�r2Cl }-1 �<(7-8ν) [(r+r�)2+Z2]+ [4(1ーレ){r�2(r�2-

r2)+Z2(2r�2+r2+Z2)}-3(r2-r�2)2-6Z2(r2-r�2)+9Z4]{(r-r�)2+Z2}-1+ 

4 [(r�+r)3(r�-r)3-Z6+Z2(r2-r�2)(Z2+r2-r日2)](r2+r�2+Z2){(r+r�)2+

Z2 }ー1 {(r-r�)2+Z2 }-2>E(・�)+く3(r2-r�2)-9Z2-4(1-2ν)(r2+2rIa2+2Z2)
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ー{(re+r)3(re-r)3-ZS+Z2(r2-re2)(Z2+r2-re2)}{(r+re)2+Z2}ー1

{(r-re)+Z2}ー'>K(田e )} 

(4.40) 

τrzz= {4π(1-ν)reC， }ー'<[(1-2ν){(r2-re2+Z2)+3Z2}{(r-re)2+Z2}ー1

+4Z2(re2+r2+Z2)(re2-r2-Z2){(r+re)2+Z2}ー1{(r-re)2+Z2}-2JE(me) 

一[1-2ν+Z2(re2-r2-Z2){(r+re)2+Z2}ー1{(r-re)2+Z2}ー'JK(me)>

(4.41) 

τrrz= {8π(1-ν)rreC， }ー1Z< [ー{6Z2+2(1-2ν)(r2+re2+Z2)+Z2}{(r-re)2

+Z2 }一1+4 {Z4 -(r2 -re 2)2} (r2 +re 2 +Z2) {(r+re)2 +Z2}ー1

{(r-re)+Z2}-2JE(・e)+[3+2(1-2ν)一{Z4-(r2-re2)2}{(r+re)2+Z2}ー1

{(r-re)+Z2}ー1JK (刷)> (4.42) 

τzrr={8π(1-ν)r2C，}ー'Z<[{4(1-2ν)r2+6(re2-r2+Z2)}{(r-re)2+Z2}ー1

-4(r2+re2+Z2)(re2-r2+Z2)2{(r+re)2+Z2}ー1{(r-re)2+Z2}-2JE(me) 

+[-3+(re2-r2+Z2)2{(r+re)2+Z2}-1{(r-re)+Z2}ー'JK(le)> (4.43) 

τzzz=Z{2π(1-ν) C， }ー1< [ -( 1-2ν) {(r-re)2 +Z2}ー1-4Z2 (r2 +re 2 +Z2) 

{(r+r，，)2+Z2}ー'{(r-re)2+Z2}-2JE(・臼)+Z2{(r+re)+Z2}{(r-re)+Z2}ー1

K(刷)> (4.44) 

τzrz-一{4π(1-ν)rC， }ー'<[{3Z2+(1-2ν)(r2-re2-Z2){(r-re)2+Z2}ー1+4Z2 

(r2+re2+Z2)(r2-r，，2-Z2){(r+r，，)2+Z2}ー'{(r-re)+Z2}-2JE(.，，)

+[1-2ν+Z2(re2-r2+Z2){(r+re)2+Z2}ー1{(r-re)2+Z2}ー'JK(削)>

(4.45) 

π/2 π/2 
ただし、 E(lIe)=S . (1-le2sin2φ)'/2dφ， K(・，，)=S . (1-.e2sin2φ)ー1ノ2dφ，

o 0 

me2=4rre{(r+re2)2+Z2}ー" C，={(r+re)2+Z2}'ノ2，Z=z-zeである。 著者らは、 式(4

.35)- (4. 45)を横等方性体にまで拡張した 式を誘導し、 境界積分方程 式を示して

い る ( 8 5 -8 7 . 9 2) 。

直接法の境界要素の定 式化は付録3に示すように弾性問題における相反定理か

ら導くこともできる。 直接法の境界要素法では、 直接的に表面応力を求めること

は困難である。 熱応力解析においては表面応力が必要となることが多いので、 こ

こでは差分法を併用した方法で表面力を求める手法について述べる。 図4.1に示す

ように表面ひずみをεu、 外力の法線方向成分をPNとすると、 2次元熱弾性問題に

おけるフックの法則を示す 式より平面ひずみおよび平面応力状態の表面応力σuは

それぞれ次 式で与えられる。
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Eεu 
σu= + 

1-νζ 

ν 
一一一 PN 
1-ν 

ETα 

1-ν 
(4.46) 

ぴu=Eεu + νPN -ETα (4.47) 

PN=pxnx+P\，In\，l 

図4. 1に示すように節点o (xe ，Ye)およびl(Xl，Yl)における変位を(ue，Ye)，(Ul，Y

1 )とし、 節点Oおよび1の距離をLとすると、 表面ひずみεuは差分により次式で

近似することができる。

εu=[2(xe-Xl )(ue-ul )+2(Ye-Yl )(Ye-Yl )+(ue-ul )2+(Ye-Yl )2]j(2L2) (4.48) 

山本jア(x， .y，) (U，.V，) 

j'>>戸(Xo，Yo)f〆\"O'J�J(Uo ， Vo ) 
.(人1)Y-I) 

J - " (U-I，V-I) 

図4. 1 表面応力を求めるための記号

..

 
且ZAFhu

 



4・3 体積力法による定式化

体積力法による解法も4・1節で示した解の重ねあわせの原理による手法である

が、 ここでは体積力法の手順に厳密に沿って定式化を行う(6 'D。 体積力法を用いる

ことにより、 物理的意味が明かになるとともに、 体積力法から生み出された数値解

析上有効な多くの手法が活用できる(6 �)。 第3 章 で示した直接法の温度場から求め

られた変位場および応力場をもっ注目領域を補助領域に埋め込むことにより、 注目

領域 の問題を空かのない無限体の問題として扱うことができる。 ここでは、 直接法

の温度場から求められたものを使用して定式化を示すが、 1重層または2重層の熱

弾性変位ポテンシャルだけから求められた場を用いても同様の定式化 が可能である。

ここで、 温度場による変位および応力場は無限体での場であり、 補助領域もこの温

度場による変位および応力場の影響を受け、 解が重ね合わせられている。 4・3節

では体積力法において使用されている記号を用いることにする(6 �)。 なお、 直接法

の境界要素法も体積力法により導くことができる(.4.4)。

4.3.1 図4.2(a)に示すように、 温度および外力や強制変位を受けていないAなる

弾性体01を考える。 弾性体01において、 温度の影響により第3 章 の変位場および

応力場が生じたとする。 なお、 この変位場および応力場は境界積分により表現が可

能である。 すなわち、 変位場および応力場は境界上に置かれた1重層または2重層

の熱弾性変位ポテンシャルにより作り出されたものである。 さらに、 内部に物体力

f，(Q)が作用し境界面r上に表面力t，"I(Q)が作用しているとする。 ここでiは直角座

標のi方向成分を、 Qは任意の点を、 n，は01の外向き法線を意味するものとする。 そ

のとき、 弾性体は変形前の形Aから変形後の形A'なる形に移る(AからA'に移る

表面変位をU， 1 (Q)， Q E r )で表す。 領域01における熱弾性場を無限体に作るため、

図4.2(b)に示すような外部領域OEを考える。 ここでは、 OEを注目領域01の補助領

域と呼ぶ。 注目領域を無限領域を含む外部領域としてもよい。

補助領域は内部に物体力fIE(Q)，Qモrを受け、 内表面に表面力tl"E(Q)，Qモrを受

け、 さらに境界上に置かれた1重層または2重層の熱弾性変位ポテンシャルによる

影響もある。 それらによって空かの形が変形前のAから変形後のA" に移るとする。

(AからA" に移る表面変位をU I 1 (Q) ， Qモrで表す。 〉ここではnEはOEの外向き法

線を意味する。 4・ 1節で示した方法の重ね合わせにおいて用いた体積力法では境

界の力学的条件のみ を使用した。

いま、 変形後の弾性体を変形後の補助領域である無限体の空かに入れることを考

える。 これにより、 無限弾性体の問題に変換し、 単純な解の重ね合わせで0(01+0

E)の熱弾性場を表現する。
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Before deformation:A 

. .立一._‘
，一戸k一一~、二、、

After deformation:A' 

‘・ - � - <#・‘ ・・ _.‘ -_..- ・

(a)注目領域

After deformation :A" 

Before deformation :A 

(b)補助領域

(c) (b)に(a)を埋め込む

図4.2 体積力法

ηο
 

Fhυ
 



形Aと形A" との差によって、 弾性体表面と空か内表面の聞には一般にプラスか

マイ ナ スのすき間およびずれが存在する。 しかし、 変位とUI 1 (Q)とUi E (Q)の差は、

仮想境界面Fに埋め込まれた次式の食い違い密度φI(Q)で補償される。

ゆI(Q)=U I E (Q)-U I1 (Q) (Qζf) 

仮想境界r上に沿って、 次式の密度の体積力ゆI(Q)も残る。

ゆi(Q)=t i nE (Q)+t i n 1 (Q) (Qモf) 

(4.49) 

(4.50) 

注目領域における弾性場は、 無限体領域Q∞中の仮想境界F上に分布する、 。i

( Q)なる密度の体積力とゆi(Q)なる密度の食い違い量の作用、 。1に分布する物体力

fk(Q)および熱弾性変位ポテンシ ャルの影響U l' (P)とσij' (P)の重ね合わせによって

次式のように表現される。

UI(P)=S UI(P，Qk)ゆk(Q)df(Q)+S UI・(P，Qk )ψk(Q)df (Q)+UI' (P) 
f 

. . . _ .. . . 
f 

+S Ui(P，Qk)fk(Q)dO(Q) 
01 

(4.51) 

σij(P)=S O'lj(P，Qk)φk(Q)df(Q)+S σi J・(P，Qk)φk(Q)d f (Q)+σI j ， (P) 
f f 

+S σI J (P，Qk)fk(Q)dO (Q) 
0 1 

(4.52) 

ここでUi(P，Qk)，σij(P，Qk)および後で出てくるti n (P， Qk )はそれぞ無限体の点Qにk

方向の単位集中力が作用するときの点Pでのi方向変位、 応力のij成分および点Pでの

法線ベクトルを持つ面の方向表面力であり、 Ui・(P，Qk)，σIj・(P，Qk)および後で出て

くるtin・(P，Qk)はそれぞれ無限体の点Qに法線ベクトルn (P)をもっ面に関するk方向

の単位食い違いが作用するときの点Qでのi方向変位、 応力のij成分および点Pでの法

線ベクトルn (P)をもっ面のi方向表面力である。

4.3.2 熱応力を考慮した体積力法の基礎式

(1)体積力の密度を未知数とする体積力法の基礎式

式(4.45)において、 UkE (Q)=Uk 1 (Q)， Q E fすなわちφ(Q)=Oとおくことにより得ら

れる。

UI(P)=S Ui(P，Qk)ゆk(Q)d f (Q)+UI ' (P) 
r 

+S Ui(P，Qk)fk(Q)dO(Q) 
01 
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σi i (P)=S σi j (P，Qk)<P kdf (Q)+σi j・(P). 
f 

+S σi j (P ， Qk ) f k (Q) d 0 (Q) 
。1

(4.54) 

(2)食い違いの密度を未知数とする体積力法の基礎式

式(4.46)において、 tk"E(Q)=-tk"I(Q)，QE fすなわちゅ(Q)=Oとおくことにより得

られる。

U i(P)=J 
F 

U|・(P，Qk)φk(Q)df(Q)+UI' (P) 

+S Ui(P，Qk)fk(Q)dO(Q) 
。1

σi j(P)=J 
F

Ui j・(P，Qk)φkdf(Q)+σI J
' 

(P) 

+S σij (P，Qk)fk(Q)dO (Q) 
01 

(4.55) 

(4.56) 

4.3.3 未知数を決めるための境界積分方程式

前項の式を用いて、 体積力の密度を未知数とする体積力法、 食い違いの密度を未

知数とする体積力法、 および表面力および表面変位を未知数とする境界要素法 (直

接法) の定式化を示す。 F上の点PにおけるQの外向き法線ベクトルをnj(P)とすれ

ば、 r上の表面力は応力変換の公式により次式のように書くことができる。

ti"(P) = σIj(P)nj(P) (4.57) 

体積力および食い違い量に関する境界上の性質は文献(6 � )に詳しいので省略する。

不連続量に関しては第3章に示したように、 熱弾性変位ポテンシ ャルから求められ

変位に関してはまったくない。 応力に関しては、 2重層熱弾性変位ポテンシ ャルか

ら求められたものには不連続が存在するが式(4.51)に示すように表面力に変換した

場合まったく考慮しなくて もよい。 以上より、 体積力法における定式化においては、

熱の影響のない体積力法の式に、 熱弾性変位ポテンシ ャルから求められる項を付け

加えるだけで熱応力問題の体積力法の式が求められる。 以下に結果を記す。

(a) 体積力の密度を未知数とする体積力法の境界積分方程式

(1)変位境界値に対して

Ui (P)= S Ui (P，Qk)ゆkdf(Q)+UI' (P) 
r 

+S Ui(P，Qk)fk(Q)dO(Q) 
。1

(4.58) 

Fhu
 
ku
 



(2)応力境界値に対して

t i n(P)=f
r 

t i n(p，QK〉φkdr(Q)+σI j・(P)nj(P) 

+S tl"(P，Qk)fk(Q)dO(Q) 
。1

( b) 食い違いの密度を未知数とする体積力法の境界積分方程式

(1)変位境界値に対して

U i(P)=J 
r 

u i・(P，Qk)ゆkdr (Q)+U l' (P) 

(2)応力境界値に対して

+S UI(P，Qk)fk(Q)dO(Q) 
。1

tl"(P)=S tl"・(P，Qk )φkdr(Q)+σI j' (P)nj (P) 
F 

+S ti"(P，Qk)fk(Q)dO(Q) 
。1
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4・4 異種接合材への適用

熱膨張係数や弾性係数などの物性値が異なる部材を接合した場合に、 熱応力によ

る破損が生じたり、 熱ひずみによる" そり" などの問題が生じたりすることがよく

ある。 そこで、 本節では材質が異なる部材を接合した場合の取り扱い方法を示す。

本節では、 4・ 1節に示した手法で述べる。 まず、 非定常温度解析について示す。

非定常温度解析の基礎式は次式のように書くことができる。

工
F

H f F T r =Z
F 

GF F Qr (4.62) 
f=l f=l 

ベクトル{B}により0歪τ壬tF- 1までの影響を表し、 HFF ，GFFなどをマトリックス

[HJ、 [GJで示すと次式が求められる。

[HJ{T}=[GJ{ q }+{B} (4.63) 

図4.3に示すように、 上の添字で領域を示し、 下の添字1，2はそれぞれ温度指定境

界および温度勾配指定境界を示すものとし、 下の添字Cは接触面を示すものとすると、

次式が求められる。

H21+hl G21 Hc1-Gc1 

H c2 λ1 G c 2/λ2 

。

寸ill-」

内ζ

nv

Hυ

 

H22+h2G22 

{T1l T21 Tc1 qc2 T22 T12}T 

?，

 

、‘，Jnζ

 

RU

 

Ru

 

r・‘置、+
 
T，

 

、tJ
内t
nU1

 

内ζ
調MT

 
RM

 

T
 

q
 
f屯t

寸lil--」

円ζ

O

G

 

内ζ
内ζG

 

nu

 

nt

 

an

 

内ζG
 

1

nv

 

tn

 

pu

nv

 

「Il--」

(4.64) 

ここで、 h1およびh2は相対熱伝達率、 T1I1およびT1I2は外周湿度であり、 λ1および

λ2はそれぞれの領域における熱伝導率である。

次に、 非定常熱応力を求めるための手法を述べる。 本節では、 4・ 1節に示した

解の重ね合わせによる定式化を用いて述べる。 変位が規定されている 境界をr1、 外

力が規定されている部分をr2とする。 熱弾性変位 ポテンシ ャルによ っ て求められ た

境界上の応力を次式により等価な外力に書き換える。

P i'=σI J ' n j (4.65) 

与えられた境界条件を

『tku

 



U 1= Ui " (f 1上)

( f 2上)

(4.66) 

(4.67) P i = Pi " 

とすると、 次式の値を重ね合わせ る必要がある。

Ui￥=U I "-U l
' (f1上)

(f2上)

(4.68) 

(4.69) PI￥=Pi "-P j ， 

また、 図4.3のように領域1と2の接合部分では、 接合時の食い違い量(例えば、 焼

ばめの場合など) をUj4とすると、 領域1、 2を上の添字1、 2により、 接合部を下

の添字Cにより 示す と、 重ね合わせに 必要な見かけ上の食い違い量ui4hおよび外力

差pj4ltは

， 4￥ 4.J.. ...1_'_1I . 2 Uj "+=UI "+Ui 'F ' -U i ιF (4.70) 

(4.71) p ・ 4￥ 一 一 (Pi1F '+Pi2F') i .. ... =- \. P i 'F +p i � F ) 

となる。 未知の変位Ui"および応力pj"は、 式(4.68)， (4.69)の条件で静弾性境界要素

法により求める。 すなわち、 {U}，{P}を変位および外力ベクトル、 [HJ， [GJをマ

トリックスとし、 単領域における境界要素法の基礎式を[HJ{U}=[GJ {P}の形式で

表現する。 二領域の場合、 上の添字1、 2はそれぞれ領域を示し、 下の添字Fは接触

面を示すものとすると、 解くべき静弾性境界要素法の基礎式は次式のようになる。
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(4.72) 

実際の未知の変位および外力Ui"，PI "，Uj1F"，Ui2F"，PI lF"，pj2F"は次式により求めら

れる。

pj"=pj'+Pi￥ 

l_ "-...l_' .J.. .. . l ￥  UI'F "=Uj 'F'+U I 'F 

Pi lF"=pj 1 F '+Pi lF挙

Uj2F"=UjlF￥+U j 4￥+U I 2F ' 

PI2F"=-Pi1F導+pj4￥+pi 2 F ' 

(4.73) 

(4.74) 

(4.7 5) 

(4.76) 

(4.77) 

(4.78) 

Ui"=Ui'+Ui'軍
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内点の変位および応力も、 熱弾性ポテンシャルによる値と静弾性境界要素法による

値を重ね合わせる。 4 ・ 2節の方法でも同様に計算が可能である。
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図4.3 異種接合材の温度に関するモデル化
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図4.4 異種接合材の力学的モデル化
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4・5 内部熱発生を伴う場合の熱応力

前節までの手法で熱発生を伴う非定常熱応力解析を行う場合、 内部をセルで分

割する必要がある。 セルを用いる方法ではデータ作成の点で本手法の本来の利点

が損なわれる。 そこで、 熱発生の分布が幾何学的に複雑でない場合には、 不均一

熱発生の場合でも、 セルを設定せずに、 非定常熱応力解析が行えることを示す。

温度解析手法は、 2次元非定常温度解析のための時間依存の基本解を用いた従

来の境界要素法を応用する。 従来の手法では熱源を伴う場合には内部にセルを設

定する必要があるが、 均一熱発生は境界温度条件の変化に置き換えることができ、

従来のセルを設定しない境界要素法が応用できることを示す。 この温度場による

熱弾性変位ポテンシ ャルを解析的に計算し、 熱応力を求める。 なお、 境界の変位

および外力の条件は解の重ね合わせにより満足させる。 本解法は緩雑な熱発生を

伴う熱応力問題にも適用することができるが、 FEMや従来の境界要素法に対す

る利点は減少する。

4.5. 1 基礎式の誘導

従来の境界要素法で熱源を伴う温度解析を行う場合には内部にセルを設定する

必要がある(2)。 そこで、 熱発生の分布が複雑でない場合には、 不均一熱発生の場

合にも、 セルを設定せずに、 非定常熱応力解析が行えることを示す。 図4.5に示す

ように領域01，02，03，...Okに11 (t)， 12 (t)， 13 (t)ぃ ・. IK (t)の熱発生が存在す

るとする。 ただし、 それぞれ 熱発生のある領域内では、 熱発生量は均ーであると

する。 セルを設定せずに解析するために、 無限領域に均一熱発生を伴う仮想空間

を考える。 この仮想空間での温度を基準値に置けば、 当然ではあるが均一熱発生

に伴う温度変化はこの仮想無限空間上ではない。 このように考えると均一熱発生

は実空間と仮想空間の温度差に置き換えることができる。 すなわち、 仮想空間に

おける境界条件の変化に置き換えることが可能である。

熱応力は、 3 ・ 1節の後半で示した解法で求める。 温度場を仮想領域の境界上

に配置した仮想線熱源による温度場に置き直し(1 8)、 この温度場による熱弾性変

位ポテンシ ャルを解析的に計算し、 熱応力を求める。 無限仮想空間上では均一熱

発生による熱応力は存在せず、 温度変化に伴う均一膨張または収縮のみが発生す

る。 熱応力は、 この仮想熱源による境界上の応力分布と変位を熱弾性ポテンシ ャ

ルにより求め、 均一膨張または収縮を考慮して、 境界上に外力と変位を重ね合せ
ることにより， 既知の境界条件を満足させる。 未知の境界値は静弾性問題用の境

界要素法により求める。
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4.5.2 温度分布 温度， 温度伝導率、 密度、 比熱をそれぞれT，κ、 ρ， Cと

置き、 熱発生 量をW(t)と置くと、 2次 元非定常温度方程式は

一
ρ

一
κ

グ

a 2 a 2 

(じ72 =一一
て +一-
^

) 
a xど a yど

(4.79) 

で与えられる。 無限領域に均一熱発生れれ)を伴う仮想空間を考える。 この仮想空

間での温度を基準値零に置く。 この仮想空間での温度をTkyとすれば実際の温度T

との関係は図4.6より次式で示される。

φL

nu

 

ptd
 

+
 

v
 

lk
 中E且
一一申t且

Wk(τ) 
dτ 

Cp 
(4.80) 

式(4.80)を式(4.79)に代入し、 均一熱発生の条件より仮想空間上では次式が成立

する。 (調和関数であればよい。 )

比
一
れ

F
 

(4.81) 

このように置くことにより通常のセルを設定しない非定常温度解析用の境界要素

法を用いることができる。 但し、 温度境界条件は次式に示す値だけ変化する。

φL

AHv

 

p・Ed--MW
 

LK
 TA 

Wk (τ) 
dτ 

Cρ 
(4.82) 

分かりやすくするために、 図4.6に仮想空間での温度Tyと実際の温度Tの関係を

示す。

次に領域1および2にWl(t)， W2(t)の熱発生を伴う場合を考える。 初期温度を

o OCとすると、 セルを設定しない非定常温度解析の境界要素法において時間Oくt

< tF - 1の項の和をベクトル{B}で示すと、 基礎方程式は

[H]{T}=[G]{q }+{B} (4.83) 

の形式で表現することができる。 ただし、 {T}，{q}はそれぞれ温度および温度勾

配を表すベクトルである。

図4.7のように上の添字1、 2により領域を示し、 下の添字F， 1， 2により接

触面、 温度指定域、 温度勾配指定域を示す。 領域1、 2における熱伝導率をλ1，
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λ2とする。 外部温度を{T ョ ) 、 相 対 熱伝達率をh1 ， h2とすると、 それぞれの領域で

次式が成立する。

[H 1]{ T 1 y }=[ G 1]{ q 1 y }+{ B 1} 

[H2]{T2y}=[G2]{ q 2y }+{B 2} 

(4.84) 

(4.85) 

接合面での温度および温度勾配の式は

{T 1 Fv }+{ T 1 w }={ T 2Fy }+{ T 2w} 

{q lFy}={q2Fy}λ1 /λ2 

(4.86) 

(4.87) 

である。 式(4.84)- (4. 87)より解くべき境界要素法の基礎式は次式のようになる。

(H12+hlG12) H1F 

o H2F 

-G 1 F 

(G 2Fλ1 /λ2 ) 

0 

(H22+h2G22) 寸Illl」内ζ
O

H

 {(T1ly+T1w) (T12y+Tlw) (T1Fy+T1w) q lFy 

(T22y+T2w) (T21+T2w)}T 

G1l G12 0 。ハU「lit-L 。 G22 G21 

{q11Y hl(T�l_Tlw) h2(T�2_T2w) q21y}T +{Bl B2} 

(4.88) 

内部の混度は同様に、 それぞれの領域単独で、 式(4.83)により求めることができ

る。 以上の関係は一般的熱発生の場合でも成立する。
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図4.7 異なる熱発生が伴う場合の温度に関するモデル化
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図4.8 異なる熱発生が伴う場合の力学的モデル
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4.5.3 境界条件を満たすための解の重ね合せ 変位が規定されている境界を

r 1， 外力が規定されている部分をf2とする。 熱弾性ポテンシ ャルによって求め

られた境界上の応力を、 境界表面法線の方向余弦を用いて次式により等価な外力

に書き変える。

P i' =σIj'nJ (j=X，y) (4.89) 

与えられた本問題の境界条件を

U j=U j" ( f 1上)

( f 2上)

(4.90) 

(4.91) Pj=PI" 

とする。 仮想空間上の熱源による境界上の変位量U 1Mは、 境界の座標をXjで示す

と次式で与えられる。

φL

nu

 

p--d
 

α
 

VA
 

--HH
 

u
 

w(τ) 
一一一一一 dτ 

Cp 
(4.92) 

従って、 実際の解を求めるには， 次の境界条件を満たす補解を重ね合せる必要が

ある。

Pi￥=Pi" -pj 

(f1上)

( f 2上)

(4.93) 

(4.94) 

Uj半=Ul" -Ui' -UI門

未知の変位Ui￥およびPl￥は， 式(4.87)，(4.88)の条件で通常の静弾性境界要素法

により求める。 実際の未知の変位Uj " および外力pj" は次式により求められる。

Ui" =UI' +UI￥+ U j M ( f 2上)

(f1上)

(4.95) 

(4.9 6) pj" =Pi' +Pi￥ 

内点の変位と応力も， 熱弾性ポテンシ ャルによる変位と静弾性境界要素法によ

る値を重ね合せることにより求める。

次に、 図4.8の場合を考える。 領域1と2の接合部分では、 領域1、 2を上の添

字1、 2により、 接合部を下の添字Fにより示すと、

の食い違い量Ui4￥，および外力差Pi4�は

ね合わせに必要な見かけ上

. 4￥ .1_ ' _ ...2 U j 4 � =U i 
1 F '-U 1 2 F '+U j 1門一Uj2門

Pl4￥=一(PI1F'+PI2F')

(4.97) 

(4.98) 
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となる。 未知の変位Ui"および外力p，"は、 式(4.93)，(4.94)，(4.97)，(4.98)の条件

で静弾性境界要素法により求める。 すなわち、 {U}，{P}を変位および外力ベクト

ル、 [HJ， [GJを静弾性におけるマトリ ッ クスとし、 単領域における境界要素法

の基礎式を[HJ{U}=[G]{P}の形式で表現する。 2領域の場合、 上の添字1，2は

それぞれ領域を示し、 下の添字Fは接触面を示すものとすると、 解くべき静弾性境

界要素法の基礎式は次式のようになる。
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Ui"=Ui'+Ui￥ (4.100) 

(4.101) 
(4.102) 
(4.103) 
(4.104) 
(4.105) 

Pi"=Pi'+Pi￥ 
1 _ "-.. . 1 _ ， �.. . 1 事Ui JF "=Ui JF ' +U i JF 
1 _ " - � . 1_' ょ 1 事Pi 'F--=P i 'F - +Pi'F 

Ui2F"=Ui1F￥+U，4￥+U i 2 F ' 
2_"- _�. 1 ￥ 4事 2PiζF"=-Pi JF-i>+P， .. -i>+Pi c F 

内点の変位および応力も、 熱弾性ポテンシ ャルによる値と静弾性境界要素法によ
る値を重ね合わせる。 以上のことは、 複雑な熱発生の場合にも成立する。
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