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気苓 )~ 言命

1 ・1 まえがき

機 械や構造物の強度設計において信頼性の向上に対する要求はますます

高まっている.信頼性 の 向 上 は ， 製 品 を よ り 無 駄 の な い 構 造 に するという

立場から見ると，資源の有効利用のためにも重要である. この製 品 の 信 頼

性の向上には，高精 度の応力解析が重要な要素となる. また，設 計 な ど の

実務においては，応力解析などの設計計算自体が効率的であることが必要

とされる.応力解析が効率的に行われるためには， この応力解析の方法が

データの変更だけで解析される汎用解析法であることが望ましく，計算が

効率的で短時間で必要なデータが得られることが重要である.実際の応力

解析においては.解析対象となる製品が 一 般的に複雑であるため に，解析

的手法を用いることはほとんど不可能である. そこで数値計算による応力

解析を行うことになる.

心力解析における数値解析法は， 問題のモデル化において領域法と境界

法に分けられる.領域 法 と は ， 支 配 方 程 式 を 領 域 全 体 に わ た っ て近似する

方法で，領域法の具体的解析法には有限要素法や差分法がある.境界法と

は，文配プ'if~ 式を完全に満たした解を川い，境界条件のみを近似する方法

で，境界積分方程式 法と遂次近似法とに分けられる. さらに， こ の境界積

分 方 程 式 法 は ， 直 接法と間接法とに分けられ，具体的解析法には，直接法

として境界要素法などがあり， 間接法として，転位分布法や本論 文 で 取 扱

う体積力法などがある.

これらの数値解析法を用い機械の部品や構造物の部材などの応力解析を

行う場合は，三次元問題として解析する必要がある場合が多い.三次元問

題の解析は， 二 次 元問題の解析に比べ，解析に伴い生じる問題点がはるか

に多い. 二次 元 問 題ではどの数値解析法を用いても，実用上必要な精度の

解を求めるのであれば， それほど解析の手間に差は見られないが， 三 次元

問題では，領域法は領域全体を分割しなければならないため，必要となる

計算機の記憶容量は膨大となり， デ ー タ 入 力 の 手 間 も 同 様 に 膨 大なものと

なる.一方，境界法は領域法と比較すると境界のみの分割を行えばよく計
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算機の記憶容量の制限に対し有効で， また，入力データが少なくてすみ 一

間がかなり省ける利点がある. さらに，間接法である体積力法は， 基 本 密

度関数を用いることにより切欠きやき裂の問題に対しより少ない分割数 で

高精度の解析が可能である. しかし， 一 般に境界法は，計算時間が領域 法

に比べ 長 いと 言 う欠点がある .

そこで，先に述べた設計計算に必要とされる条件，すなわち高 精度で，

解析の手続きが簡単であり計算時間が短いこと， を満足する解析法として

体 積 力 法 を 用 い る ことが合理的であると思われる . したがって本研究では，

体 積 力 法 を 研 究 対 象 としている.

1 967年に西谷によって開発された体積力法(1)は， その後長年にわた

る研究によって大きく発展し，多くの問題の解析に応用されている. 初期

段階における体積力法は 二 次元弾性問題の解析に応用されたが， その後 三

次 元 弾性問題 (2〉，弾塑性問題 (3〉，動弾性問題 (4〉， さ ら に 熱 応 力 問題 (5)と多

種多様な問題の解析が可能となった.

開発段階よりすでに体積力法が高精度であった理由は，基本筏度関数 (1)

(6) (7) (8) (9)の使用にある.基本密度関数を使用する目的は， 求められる境界

値を 与 え られた境界条 件 に で き る だ け 連 続 的 に 近 づ け る こ と で ある.体積

力法 にお いて 基本密度関数を用いる場合は，境界に分布させる体積力を

(基 本密度関数) x (重み)という形に置く. この基本密度関数は切欠き

やき裂などの対象とする境界によって関数の形が異なり，応対集中係数や

応力拡大係数を求める問題では特に有効で，切欠きやき裂による応力の特

異性を見 事 に 表 現 し少ない境界分割数で高精度の解析を可能にしている .

境界条件に関する 精 度 向 上 の 工 夫 と し て は ， 合 力 境 界 条 件 (10)を用いる方

法や 重 みを多項式で近似する方法などがある.境界において応力 変化が小

さい場合や 二 次元問題 の よ う に 境 界 の 分 割 数 に あ ま り 制 限 が な い 場合は，

境界条件として分割された各要素の中点における応力条件を用いる場合が

多い. この方法におい て は 境 界 の 中 点 に お け る 応 力 値 の み を 求 めればよい

ので計算が比較的簡単である.境界条件として合力境界条件を用いる場合，

各境界要素において合力を与えられた境界条件に合わせる訳であるが，応

力境界条件を用いる場合に比べ精度が計算結果においでほぼー 桁上がる.



円
ぺ

U

したがって合力境界条件を用いる方法は， 三 次元問題のように計算機の記

憶容量の制限のために要素分割を十分細かくできない場合などでは， 高精

度の解を得るための有効な手法である. また，応力境界条件を用いる場合.

通常重みを階段関数で近似し各要素で 一 定 と す る が ， 重 み を 多 項式で近似

する方法もある. これは，超越特異積分方程式法 (11)と呼ばれ円弧き裂の解

析などに対し有効である.

この他，精度向上の方法には特殊解を用いる方法がある. こ れまでに体

積力法で用いられた特殊解には次のようなものがある.二次元問題では，

半無限板の解〈1〉，帯板の解 (12〉， だ円孔を有する無限板の解 (13〉，界面き裂の

解04)(15)などである.三次元問題では，半無限体の解 (16)のみが応用されてい

る.特殊解を用いる利点は， その解を用いることによって自由境界となる

境界の境界条件が完全に満足されているために精度が向上する点とその境

界を要素分割する必要がないために分割数の減少が図られる点である.三

次元問題において特殊解が半無限体の解のみしか応用されていないのは，

三次元における他の解を求めることが困難だからである.

以上述べたように，体積力法において高精度の解を得るための理想的方

法は，適当な基本密度関数を用い境界条件として合力境界条件を用いる方

法である. 二次元問 題においてはすでにこの手法を用いたいくつ かの汎用

プログラムが開発されている.村上は，無限板に存在するき裂の解を用い

てき裂を有する有限板の汎用プログラム (17)を開発し，石田らは，無限板に

存在するだ円孔の解を用いて， だ円孔から発生した任意き裂群のプログラ

ム(18)を開発している. さらに西谷らは，無限板に存在する円孔の解を用い

て，積分の解を閉じ た形で用いることによって数値積分を全く必要としな

い 高 精 度 の 汎 用 プ ログラム (19)を開発している.

しかし，三次元問題の解析には， これらの汎用プログラムで用られた特

殊解を用いる方法は， 半無限体の解以外は解自体が求められていないため

に不可能である.そ こで高精度の解を得るためには適当な基本密度関数を

用い，合力を計算することが必要になる. ところが，合力を計算 するため

には.二次元問題で は要素が線分であるため一重積分でよいが，三次元問

題では要素が面であるため二重積分が必要となる. さらに，実際には体積
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力を境界に連続的に分布させるために， 二 次元問題では二重積分となり，

三 次元問題では四重積分となる. この方法を機械の部品や構造物 の部材な

どの複雑形状の問題に 適 用 し た 場 合 ， 現 時 点 に お い て は ， 高 性 能な計算機

を用いても膨大な計算量のために計算時間において問題があり計算の実行

は不可能に近い.

そこで，現時点における体積力法による 三 次元弾性問題の解析では， 問

題ごとに専用のプログラムを作成し効率的に計算を行うことによって計算

時閣を実行可能な時間に納めている. このままの方法では，計算機 の 性 能

が飛躍的に向上しない限り，三次元弾性問題に対する体積力法の汎用化は

計算時間の点で問題があり実質上困難と考えられる.即ち，汎用化につな

がる 新 し い 効 率 的 計算法が必要となる訳である.
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1 ・2 本論文の目的と内容

本論文の目的は，前節で述べたように数多くの利点を持つ体積力法を 三

次 元 の 複 雑 な 弾 性 問題に対しても少ない分割数で高精度な解析を実現しつ

つ ， 実 行 可 能 な 計 算 時間で計算できるように効率的な解析法を開発し， 汎

用プログラムの開発を実現可能にすることにある . さらに， そ の解析法を

重 要 な い く つ か の 問題に適用し，機械や機造物の強度の研究及び設計に有

用な新しい資料を提供することである.

まず第 2章では， これまでの標準的な体積力法の基本原理ついて述べる.

第 3章では，本研究で行った体積力法の汎用化の基本原理について述べ

る.第 4章から第 7章までは， こ の 原 理 を 実 際 の 三 次 元 弾 性 問 題に応用し

た例を述べる.

第 4章では， 内 圧を受ける円筒の内面に存在する半だ円表面き裂の問題

を解析する. この問題は， き裂面と自由境界面とが直線的に交わる問題の

例である .

第 5章 では. 引張り ま た は 曲 げ を 受 け る 円 筒 の 外 面 に 存 在 す る半だ円表

面き裂の問題を解析する . この問題は， き裂面と 自由境界面が曲線的に交

わる問題の例である .

第 6章 では， 引張りまたは曲げを 受 ける丸棒に 存在 する だ円 き裂の問題

を解析する. この問題は ， き裂が内部に存在する問題の例である.

第 7章 では， 三 点曲げまたは四 点 曲げを受ける曲げ試験片に存在する半

だ円表面き裂の問題の解析を行う. この問題は， 第 4章 か ら 第 6章までの

問題が自由境界面が曲面であるのに対し， 自由境界面が平面である 問 題 の

例である.

こ れ ら の 問 題 に 対する他の解析法による解析例は，第 4章で取扱った内

圧を受ける円筒の内面に存在する半だ円表面き裂の問題に対する解析例の

みが報告されている. この問題に対する他の解析法は，境界積分法，有限

要素法などによるものである.本論文の 一 連の研究で取上げた問題は全て

き裂問題であるが， き裂問題に対してこれらの境界積分法や有限要素法は，

体積力法のように基本密度関数の概念がないために， き裂の特異性を近似

するためにはき裂部分の要素分割をかなり細かくしなければならない. ま
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た， いかに細かくしても本質的に特異性を表現することができな いので高

精度の解析はあまり 期待できない状況にある.第 5章から第 7章で取扱っ

た問題に対しては，実用上重要な問題であるにもかかわらず他の解析法に

よる解析例は見られないようである. これは， こ れ ら の 複 雑 な 問題に対し

ては，現時点、において他の解析法による解析では信頼できる解析結果を得

ることが困難であることを意味している.
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第三 2 ~出 字本 宅 責 プ フ 主 去 α〉 ヱド房ヨ〔韮豆

2 ・1 まえがき

計算機が高度に発達してきた現在では， ほとんどの応力解析は計算機を

用いた数値計算によって解析されている.

数値解析の方法としては， これまで差分法，有限要素法などが多く利用

され， それらの有用性は広く認識されている. その中で差分法と 有限要素

法は，有効な解析法ではあるが，両者とも領域型解析法であるため，解析

すべき領域全体を分割する必要があり，データの入力が膨大になる. それ

と比較して境界型解析法である境界要素法は，弾性境界値問題を境界積分

方程式に変換し，対象とする空間の次元を一次元下げて問題を解析するた

め，必要な入力データはかなり少ない.

一 方，西谷は 1967年，直観的物理的考察に基づいて，集中力 の 解 の

重ね合わせによって弾性問題を解析する独自な方法を開発した. それは体

積力法(})と呼ばれ，切欠きの応力集中とき裂の応力拡大係数の解析に多く

応用され，高精度な解析法として発展してきた.体積力法は，境界要素法

と形式的には類似し た 解 析 法 で あ る が ， 独 自 な 発 展 を し て き た ので解析の

子法上色々な特長を有している .

この章では， こ れまでの標準的な体積力法の基本原理について，本論文

で用いた基本解，解の重ね合わせ， 離散化， そして体積力法の高精度解析

を可能にしている基本密度関数について述べる.
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2 ・2 解析理論

通常の体積力法は，無限休中の境界となるべき仮想、境界面上に集中力ま

たは集中力対を分布させ， そのとき生じる弾性場によって解析しようとす

る問題の解を表現するものである. そこでまず，基本解である無限 体 に 作

用する集中力および集中力対による応力場の性質について述べる. そして

体積力法の基本原理である解の重ね合わせについて述べ， さらに実際の計

算手順を説明する.

2 ・2 ・1 基本解

本論文の一連の研究における基本解は， 図 2 ・1に示すような無限体に

作用する集中力による応力場<19> (付録 1参照〉と図 2 ・2に示 すような無

限 体 に 作 用 す る 集 中 力対による応力場である. この集中力対による応力場

は，無限体に作用する集中力による応力を微分することによって求められ

る(付録 2参照).実際の問題の解析において分布させる集中力対は， 図

2 ・ 3に示すようなこれらの集中力対を組合わせたものを用いる. この集

中力の組合せを引張りの標準型集中力対と呼ぶ(2()) x方向の集中力対に対

し大きさ ν/(1-ν) の直交する 二 つの y 方向および z方向の集中力対を組

合わせているのは， xん.IIJ]の!tljl )J対を分布させたとき ， y方 向および z

方向にひずみを起こさないためである y方 向お よび z方向の標準型集中

力対における組合わせも同様の理由によるものである. これらの標準型集

中力対による応力場は，図 2 ・2で示した集中力対の応力場を重 ね合わせ

ることによって求めら れ る ( 付 録 3参 照 ). 

2 ・2 ・2 解の重ね合わせ

体積力法の基本的な考え方は，閉じた形で得られた特別な解を用 い ， 重

ね合わせの原理に基づいて，解析しようとする問題の解を表現するもので

ある.

最も簡単な例として，図 2 ・4に示すような二次元弾性問題の体積力法

に よ る 解 析 例 を 示 してみる.境界 r上に作用する荷重によって注目領域 Q

内に生じる応力場を求める問題である.体積力法では， このような応力場
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を，無限板中に作用する集中力による応力場の重ね合わせによって表現す

る. 即ち，図 2 ・5に示すように無限板中の境界となるべき仮想境界「 上

に適当な密度 φの集中力を分布させると境界「の無限小内側に，与えられ

た問題と同 一 の境界条 件 を 有 す る 領 域 Q を作ることができる. こ こで重要

な点は，基本解として無限板中に作用する集中力の解を用いていることで

ある.無限板に作用する集中力の解を用いることによって解の重ね 合 わ せ

が可能となり任意形状の解析が可能となる. 三 次 元 問 題 で は 基 本解として

無限体中に作用する集中力の解を用いる.

さて， この解法においては注目領域 Q 内のみを問題としているため，補

助領域(注目領域 Q の外 側) での 応力 を制 御す るこ とが でき ない. それは

仮想、境界 F上において与 えら れた 境界 条件 を満 足す る体 積力 は 一意 的に決

定されるからである. したがって集中力による応力場は，境界の両側が解

析 対 象 と な る き 裂 問題では用いることができない. そこでき裂問題では，

無限板(二次元問題〉あるいは無限体(三 次元問題)に作用する集 中 力 対

(体積カ対〉の応力場を基本解とする.即ち， き裂となるべき仮想境界に

集中力対を分布させることによってき裂境界における境界条件を満足させ

る.

2 ・2 ・3 体積 力法における離散化数値解析

体積力法では，無限板あるいは無限体中の仮想、境界上に分布させた集中

力(体積カ)または集中力対(体積力対)によって，弾性問題を，体積力

の密度または体積力対の密度を未知数とする境界積分方程式を解く問題に

帰着させる. この境界積分方程式を解析的に解くことは， ごく 特別な場合

を除いて一般に期待できないので，数値的に解くことを考えなければなら

ない.

数値計算を行う際には. まず仮想境界 r上で実際には連続的に変化して

いるべき体積カ密度 φまたは体積力対密度 φを有限個のパラメータで離散

化近似する.そして， そ れらのパラメータを，境界積分方程式を近似する

連立 1次方程式から求める.

最も簡単な離散化の例として，図 2 ・4の問題を体積力密度を階段状関
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図 2 ・4 二 次 元 弾 性 問 題

「

図 2 ・5 体積力法における解の表現
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数で近似し，境界条件に代表点の応力値を用いた場合について考察してみ

る.

まず数値計算を行うためには，図 2 ・6に示すように境界 rを n個の!x

間ム 1， 1:1 2， ・・・， 1:1 nに分割する Cf-1:11+1:12+・・・ + 1:1 n) . 各区間に

それぞれ密度 φε の垂線方向の体積力と密度 φ押の法線方向の体積力を作用

させる (φf， φ岬は各区間ごとに異なるが， 1区間内では 一 定) .すると

未 知 数 は 各 区 間 の 体積力密度 φf， φ"であるから， そ の 個 数 は 2n個とな

る. これらの未知数は，各区間の代表点における応力値が与えられた境界

条件を満たすように決定する.各区間の代表点は，通常各区間の中点に取

られ， この中点にお ける垂線応力 σe とせん断力 r，，， を満足させるための

条 件 の 個 数 も 2n個となる. これらの境界条件を同時に満足させるように

2 n個の体積力密度を決定する訳である.

さらに高精度の解が必要な場合には， こ の 代 表 点 に お け る 応 力値を満足

させる代わりに，各区間に作用する合力を与えられた境界条件に合わせる

(15) この場合は各区間に作用する合力を直交する 2つの合力に分解し，や

はり各区間の未知数の数を 2個として計算を行う. 三 次元問題などでは，

計算機の容量の制限 などために十分に要素分割ができない場合がある. こ

のようなとき，合力境界条件は十分な精度の解を得るための強力な手法で

ある .

2 ・2 ・4 基本密 度 関 数

体積力法での基本密度関数に関する最初の発想、は， 西谷によっ て切欠き

渉効 果 の 近 似 計 算に関する研究から始まった. 1 9 6 3年，西谷は切欠

き干渉効果の一連の 研究を行って，干渉効果の物理的意味を基にした簡単

な近似計算法を提案した (6)(7) (8) (9) 現在における体積力法の立場 か ら み る

と， ここでの計算は一 つの 切欠 きを 一つ の分 割区 間と して 解析 する最も簡

単な体積力法と考えられるが， 1個の切欠きがある場合の厳密解を有効に

利用して，簡単な近似計算にも関わらず非常に高い精度の解析結果を与え

ている.

基本密度関数とは 1個の切欠きまたはき裂がある場合の応力場を表現す
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る体積力の密度または体積力対の密度の特性を表す関数で，実際の 計 算に

おいては，分布させる体積 力 の 密 度 を 「重み J掛ける 「基本密度関数 」 と

き う形におく .

(体 積 力 密 度 ) (重 み) x (基本密度関数〉 (2・1) 

基 本密度関数を用いる場合， この重みを未知数として取扱う. 本論文で

解析した 三 次 元 き 裂 問 題を例に体積力対の基本密度関数を示してみる . 図

2 ・7に示すような遠方で 一 様な引張り応力 σ∞を受けるだ円板状き裂を

もっ無限体の問題においては， き裂が存在することによる影響は， き裂の

ない無限体中のき裂となるべき仮想、境界「上に作用する， 密度 φc( f ，η) 

の C方 向 の 引 張 り の 標 準型体積力対の分布によって表現される . ここで，

φc ( f ，η)は次のようになる .

φc ( f ，η)=117JJZCイ1-(訂-(すr ( 2・2) 

ただし，

l.... 2 

κ2= 1 - --n-

α』

(2・3)

E(κ)は第 2種 完全 だ円積分である.

."，/2 

E(κ)=1 (1-κ2sin2λ )dλ (2・4)

よって 三 次元き裂を持つ問題では， き仮想、境界「上に分布させる体積カ密

度を次のように仮定すればよい.
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φ，( f ，η)=W(f，η)χ(ξ， T}) (2・5) 

ここで， W (f，η) は 重 みで， χ(f，η) は 三 次元き裂問題における 基本

密度関数である . 式 (2 ・ 2)により，

(f. 1I ) =~ 1-(! )'-( ~ )' (2・6) 

と定 義する.

このように密度を〈重 み) x (基本密度関数)の形で仮定して数値解析

を行う際には， 式 (2 ・5)の重み関数 W (f，η) を階 段関 数， すなわち

分割された各区間ごとに 異なる定数として仮定しても精度がよい解析結果

が得られる . この場合， き裂前縁に沿う点 c(図 2 ・7)の応力拡大係数

は 点 Cにおける 重 み関数の 値W(C)のみによって次のように求められる .

Klr=-l-2ν 
JC-

4 ( 1一ν)2 

呉ー(α2sin2β+b2coS2β)1/4W(C) 
ao 

[β :点 Cの離心角 (図 2 ・ 7) ] 

(2・7)
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2 ・3 結び

この 章 では， これまで の 標 準 的 な 体 積 力 法 の 基 本 原 理 に つ い て 説 明した.

この中で基本密度関数の概念は，他の数値解析法に比べ，体積力法が高精

度の解析を可能にする重要な概念である.特にき裂問題では，基本密度関

数を用いることによって， その特異性を厳密に表現し極めて少ない分割数

で高精度の解析を可能にする. これは，計算機の記憶容量の制限のため に，

要素の分割でしばしば問題となる 三 次元問題の解析には特に重要で，次章

で述べる体積力法の汎用化に際してもき裂面に関しては従来通りの解析法

を用いる. しかし，他の自由境界面に関して従来通りの方法，即ち仮想境

界面に連続的に集中力を分布させ，分割区間の合力を計算する方法では ，

計算 時 間 は 膨 大 な も の となり，効率的な計算を行うためには新たな改良が

必要となる.
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祭事 3 イ本者責ブヨた去 α::>i_FL月]イヒ 0..::> 表基オ三万京

3 ・1 まえがき

第 1章において体積力法の汎用化における問題点を述べ，第 2章 におい

てこれまでの体積力法の基本原理について説明した. この章では，体積力

法を汎用化するための具体的手法について述べる.

体積力法は，本質的には汎用性のある解析方法である. しか し 従来の解

析方法では，複雑な任意形状の 三 次元問題を解析する場合，膨大な計算

のために計算時間の点で問題が生じることがある.境界条件として分割区

間の中点の応力境界条件を 用 い れ ば 計 算 時 間 の 点 で は ， 通 常 問 題 は 生じな

いが，精度の点で問題が生じる場合がある. こ の よ う な 場 合 体 積 力 法では，

境界条件として合力境界条件 (10)を用いる.故に.合力境界条件を用いつつ

かっ計算量を減少させる必要がある. そこで，従来の体積力法では自由境

界となるべき仮想境界上に連続的に分布させた集中力を，各区間の注目領

域の外側に作用する有限個の集中力で代表させる方法を提案する.

有限個の集中力を用い境界条件を満足させる方法は，長谷川によって開

発され， これまでに多く の 問 題 の 解 析 に 応 用 さ れ て い る (21)(22) この方法と

合力境界条件とを組合わせると，高精度の解を比較的短い計算時間で求め

ることができる. さらにこの解析法は，集中力対を適当に作用させること

によって弾塑性計算への拡張も期待される.

この解析法は，図 3 ・1に示すように境界を分割し集中力を各分割区間

の外側(注目領域 Q の外側)に作用させるものであるが，精度のよい解を得

るためには集中力を適 切 な 位 置 に 置 く 必 要 が あ る . 集 中 力 が 分 割 区間に近

すぎると境界上の応力の乱 れ が 解 に 影 響 を 及 ぼ し ， 遠 す ぎ る と 影 響係数マ

トリックスの性質が悪くなり，通常のマトリックスの解法では精度 のよい

解を得ることができなくなる.周期的に作用した集中力による境界上の応

力の 乱 れ は ， す で に 長 谷川によって示されているがω，合力境界条件を用

いた場合の応力集中係数および応力拡大係数への集中力位置の影響は 明 ら

かにされていない.

そこでこの章では，有限個の集中力で境界条件を満たす具体的手法を説
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明し， そこで問題となる集中力の最適位置を二次元および 三 次 元 の いくつ

かの 応力 集中 問題 の解 析を行い求める.
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3 ・2 解析理論

これまでの体積力法においては，集中力を仮想、境界上に連続的に分布さ

せ，区間の中点の応力境界条件を満足させた[図 3 ・ 2( a ) ] . 図 3 ・ 3

( a )に示すようにこの解析法では， 区間の中点のみの応力境界条件を 満 足

しているため，各区間で得られた表面力と与えられた表面力とは，完全に

は一 致しない. そのとき分割区間の代表寸法を C， その分割区間から 注目

点までの距離を sとすれば，境界条件の乱れによる影響は， 三 次元問題の

場合，無限体中に作用する集中力と同様に， 距離 sの 地 加 と と も に(c / 

s) 2 のオーダーで 減 少する[二 次元の場合は(c / s )のオーダー で減

少する] . この誤差の影 響 は， 二 次 元 問 題 に お い て は 分 割 数 を 増 す ことで

実用上無視できる程度になるが， 三 次元問題では分割数の制限から問題に

よっては無視できなくなる. これを解決するためには. 区間の中点の応力

境界条件[図 3 ・2( a ) ]のかわりに区間の合力境界条件 [図 3 ・2( b ) ] 

を 用いればよい.合力境 界条件を 三 次元問題に用いた場合， 図 3 ・3( b ) 

に示すように乱れによる応力場の影響は， 無限休中に作用する集中力対と

同様に(c / s ) 3 の オーダーで応力境界条件の場合より急速に減少する.

しかし， このとき四重積分が必要となり. 三 次元の絞雑な形状の解析にお

いては，現在の高性能計算機を用いてもかなりの計算時間を必要とする.

そこで本研究では， 図 3 ・1，関 3 ・2( c )に示すように，集中力を仮

想境界上に分布させるかわりに各区間の外側(注円領域 Q の 外 側 ) に適

な大きさの集中力を作用させ各区間の合力境界条件を満足させる方法を提

案する. この手法を用いれば 三 次元問題においても合力計算が 二 重積分と

なり比較的短い計算時間で高精度の解を得ることができる.
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3 ・ 3 計算結果および考察

3 ・3 ・1 周期集中 力による応力分布

連続的に分布させるべき集中力を有限個の集中力で置き換えることによ

って生じる問題点は， 合力区間での応力の乱れである. この乱れは，分割

天間の長さ cと集中力と境界との距離 hに依存する(図 3 ・4).図 3 ・5，

3 ・6は，周期集中力に よる境界における応力分布を示したものである.

これらの図より，合力区間での応力の乱れは， c / h壬 1. 0ならば 1% 

未満であることがわかる.すなわち，境界上の応力値が問題である切欠き

問題では，少なくとも c/ h壬 1. 0となるようにしなければならない.

3 ・3 ・2 円 孔 ま たはだ円孔を有する無限板の引張りにおける応力集

中係数

図 3 ・7は， 円孔を有す る 無 限 仮 の 引 張 り に お け る 応 力 集 中 係 数 Kt と

c / h (分割区間長さ cと集中カと境界との距離 hとの比)の関係を示 し

たものである c/ hが小 さ い ほ ど 精 度 が よ く な る こ と が わ か る .

図 3 ・8は， だ円の場合の応力集中係数 Kt と集中力位置 c/ hとの関

係を示したものである.

凶 3 ・7， 3 ・8より，切欠き問題における集中力の最適位置は， c / 

h O. 5 ~ O. 7であることがわかる. また，分割区間の長さは，切欠

き底で切欠き半径の 4分の l程度以下でなければならないことがわかる.

3 ・3 ・3 縁き裂を有する半無限板の応力拡大係数

き裂を含む問題では， き裂部分の境界条件を以上述べてきた補助領域に

集中 力 を 作 用 さ せ て 満 足 させることはできない. き裂は両側が解析対象で

あり ， 補 助 領 域 を 持 た ないからである.そこで通常の体積力法の手法に従

い， き裂については集中力対をき裂となるべき位置に連続的に分布させ，

天間の中点の応力境界条件を用いる.

図 3 ・9は，半無限板に存在する縁き裂の応力拡大係数 KI と集中 力の

位置 c/ hとの関係を示している. き裂面には集中力を分布させ，半無限

板の境界条件は集中力を補助領域に作用させることによって満足させてい
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る. 自由縁の分割長さはき裂長さの約 10倍 と し ， 各 分 割 区 間 の 長 さ は，

き裂の分割j区間の長さとほぼ等しくしている.

この図から， き裂問題の集中力の最適位置は， c/h= l. 5程度であ

ることがわかる. き裂問題の集中力の最適位置は，切欠き問題のそれに比

べ境 界 に 近 い .

3 ・ 3 ・4 半だ円表面き裂を有する半無限体の応力拡大係数

三次元問題においては，比較できる精度の高い解析結果があまりないの

で，本論分では半だ円表面き裂の計算のみを行った.

自由縁の分割区間の大きさは， き裂の近くではき裂の分割区間の大き さ

とほぼ等しくし， き裂か ら離れるにつれて等比級数的に大きくしている.

図 3 ・10-----3 ・12に，半だ円表面き裂のき裂先端 Cにおける応力拡大係

数 KJ と集中力位置 c/ hとの関係を示している. これらの図における c

の値は， き裂面に直角方向の自由縁の分割区間長さで， Nは， き裂半径 方

向の分割j数である. これらの図から， 三 次元問題においても 二 次元問題と

同様に集中力の最適位置は， c/h=l. 5程度であることがわかる.

関 3 ・9， 3 ・10--3 ・12において，集中力の位置 c/ hが 1. 5未満

になると精度が恋くなっているのは，集中力が分 f.~j 区間から離れることに

よって，影響係数マトリッ クスの性質が悪くなることと， き裂近傍の急、な

応 )J変化をうまく消すことができなくなることとによるためである. これ

らのことを図 3 ・ 9の問題を例に示す. マトリックスの性質が恋くなって

いることを表すノぞラメータとして， ここではマトリックスの解法における

L U分解法の過程でのピボットの値の桁落ちを調べてみた. 図 3 ・13に

ピボットの値の桁落ちの桁数と c/ hの関係を示す. この図より， c / h 

< 1. 5になるとピボッ トの値の桁落ちの桁数が多くなることがわかる.

また， 図 3 ・14， 3 ・15に， き裂近傍の自由境界となるべき y軸 上 の垂直

応力およびせん断応力の分布を示す. どちらも c/ h孟 1. 0では，集 中

力 が 分 割 区 間 か ら 離 れ る ほど応力分布は滑らかになるが， c / hく 1. 0 

になると応力分布が大きく乱れていることがわかる.
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3 ・4 結び

体積力法の三次元問題における汎用化で必要な計算量の減少を図るため

に，境界となるべき仮想境 界に連続的に分布させるべき集中力を各区間の

外側に作用する有限偲の集中力で代表させる方法を提案した. また， この

解析法で問題となる集中力の位置をいくつかの問題の解析を行うことによ

って検討した. その結果以下のことがわかった.

( 1 )有限個の集中力によって各区間の合力境界条件を満足させる方法は，

計算が簡単な通常の応力法による方法と計算量がほぼ等しく，計算精度は，

境界上に集中力を連続的に分布させ各区間の合力境界条件を満足させる方

法に匹敵する.

集中力の位置に関連して以 下 の こ と が わ か っ た .

( 2 )切欠き問題では，分割区間の長さ cと集中力と境界との距離 hとの

比 c/ hは， o. 5--0. 7が最適である.

( 3 )切欠き底での分割区間 の 長 さ は ， 切 欠 き 半 径 の 4分の l以 下 で ある

ことが必要である.

( 4 ) き 裂 問 題 で は ， 分 割区間の長さ cと集中力と境界との距離 hとの比

c/hは 1. 5程度が最適である.

以下の章では， これらの結果に基づき，実用上重要な各種の問題を有限

個の集中力で境界条件を満足させる方法により解析する.
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内 EEを歪をける円筒の内面 6こ手子

ぞE すーると十三アごp3三隻在百き差是 α〉 広 忘 ヌ ョ

主広ブミイ系姿文

4 ・1 まえがき

内圧 pが作用する有限肉厚円筒の内面に存在する半だ円表面き裂〈図 4

・1)の解析は，実用上各種圧力容器，配管などのぜい性破壊強度や疲労

限度の予測のために重要である. このため， その応力拡大係数を求める試

みは，多くの研究者によって行われている(お ーω.

Kobayashi ら{初は， この問題と有限厚さの板に存在する半だ円表面き裂

を比較することによって， 円 筒 面 の 曲 率 の 応 力 拡 大 係 数 へ の 影 響 を 検 討し

た fleliotら(加は，境界積分法を用いて応力拡大係数を求めた Raju and 

Newman(ゆ{ぬは 三 次元有限要素法を用いて， 円筒の肉厚およびき裂形状に

関して，広い範囲の応力拡大係数を求めている. しかし， これらの結果に

は.互いにかなりの差が見られる(ゆ(33)

そこで第 4章では，有限個の集中力による体積力法を用いて， この問題

に対する高精度の応力拡大係数を求め，他の研究者の結果と比較した. ま

た，本結果が半無限体に存在する半だ円表面き裂または有限厚さの板に存

在する半だ円表面き裂の応力拡大係数で， どの程度近似できるかについて

も検討した. さらに，実用に供するために， 内 圧 を 受 け る 有 限 肉 厚 円 筒の

内面に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数の近似式を，有限厚さの板

に 存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数との比の形で示した.

第 3章では， これまでの 体積力法において，仮想境界上に連続的に分布

させた集中力を，仮想、境界の外側の点に作用する有限個の集中力で近似す

る方法を提案した. こ の 方法は，境界条件として，分割した仮想境界の各

区間の合 力 境 界 条 件 を 用 い ることによって，必要な情報が境界の近くでな

ければ，高 精度 の解 を短 い計算時間で与えるものである. この章で取り 扱

うような複雑な三次元問題に対しては， この解析方法は特に有効である.
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図 4 ・1 内圧を受ける円筒の内面に存在する半だ円表面き裂



40 

4 ・2 解析 理 論

第 3章で述べたことに基 づいて，次のような手法で数値解析を行った.

体積力法では，基本的には適当なカの分布によって無限体中に与えられた

与えられた境界条件を満足するような弾性場を作ればよいが， ここで必要

なのは応力拡大係数，すなわち， き裂先端付近の情報であるので， き裂面

と円筒面に対してそれぞれ異なる工夫をした.

( 1 )内外円筒面に関しては ， 図 4 ・2に示すよう円周方向及び軸方向に

等比分割し，得られた折れ面で本来曲面である境界を近似する.各折れ面

の中心から離れた点〈注目領域の外側にある)に r， (J I Z方向(つまり，

半径， 円周，軸方向)の集中力を作用させる.

( 2 )き裂面に関しては，図 4 ・3に示すように，半径方向に Nk 分割を

行う. き裂面にそって引張りの標準型集中力対を分布させるが，応力拡大

係数を精度よく求めるため，各区間に分布させる体積力対の密度を(重み)

x (基本密度関数〉という形に仮定する.

η
一b

E
一G

，l
M
V
 

ηHe 
pc w

 
一一n

q
 

p
p
h
 

A
V
 

(4・1) 

( E ¥ 2 (η1 
ここで， ，，/1 -1 ~ト|一| の 項 は 無 限 体 に 1個のだ円状き裂がある問題

lα ) ¥ b } 

を体積力法で表現するときの， き裂面に分布させるべき体積力対のパター

ンであり，本解析の基本密度関数である • W( E，η) はその基本密度関数

に掛けるべき重みで，本解析では各区間ごとに一定とし， その値は各区間

の中点の応力境界条件によって決定される.

なお， 内 外 円 筒 面 を 折 れ面で近似することによって円筒面の各分割区間

が長方形となり.集中力と引張りの標準型集中力対による円筒面の各分割

区間の合力は解析的に計算することができ〈付録 4I 5参照)，全体の計

算時間はさらに大幅に短縮される.

今， き裂面上に分布させる体積力対の各分割区間における重みを {W}と

し，それによる， き裂面の各注目点の応力 σ，と 円 周 面 の 各 分 割 区 間 での
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図 4 ・2 内外円筒面の分割
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合力の影響係数マトリックスをそれぞれ (FF)と (EF)とする. 円筒面上各

着力点、に作用させる集中力の大きさを{ゆ!として， それによる， き裂面の

各注目点での応力 σe と円 筒面の各分割区間での合力の影響係数マトリッ

ク スをそれぞれ (FE)と (EE)とする. そうすれば， き裂面に内圧 pが作用

しな い 場 合 の 境 界 条 件 は 次 のようになる.

円筒面 :

(E E){φ}+(EF){W*}={Internal pressure} (4・2)

き裂面 :

(F E){φ}+ (F F) {W*}={ O} (4・3)

式(4・2)， (4・3)から ， {Wつを求めるための方程式が得られる.

(( F F)一(FE)(EE)一1(E F)) {W噂)

=-(FE)(EE)一l{Internalpressure} (4・4)

式(4 ・ 4) の 右 辺 の 項 (FE)(EE)一1{Internal pressure}は， 内圧を受ける円

筒での応力 σeの分布であり， 次式で与えられる.

σo- ペR，2 :-(1 + R引
V Ro'l-Rj'l¥-' r'l) 

ここで， Ro=R，+ t 

(4・5) 

方程式(4 ・4)を解いて未知量である重み {W*} が決まれば， き裂面

に内圧 pが作用しない場合 のき裂前縁の応力拡大係数 K/*はその区間の 重

みWcを 用 い て 次 の 式 か ら 求められる.
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K (1-2ν ) ーァ…

-4(1一ν)i"V7COW (4・6)* 1 

また， き裂面に内圧 pが作用する場合の重み {W}は式(4 ・4)の右辺

の項 (FE)(EE)一1{Internal pressure}に {Internalpressure} を加えることによっ

て求められる.

.. 1 き裂面に内圧 pが作用しない場合には$を付けて， pが作用する場合の

ものと区別する.
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4 ・3 計算結果および考察

内圧 pが 作 用 す る 円 筒 の内面に存在する半だ円表面き裂(図 4 ・1)の

最深点 Cにおける応力拡大係数を求めた.以下の計算では， 内外円筒面の

分割数を， Nz=NIt ， N，=NIt ， とし， ポアソン比 ν=0.3 とした.

4 ・3 ・1 計算結果の精度の検討

本解析において，計算結果 に 含 ま れ る 誤 差 の 主 な 原 因 は ， 次 の 二つであ

る. 一 つ は ， 本 来 無 限 長 であるべき内外円筒面の荷重範囲 Lz を有限長さ

としていることであり， もう 一 つ は ， 連 続 的 に 満 足 さ れ る べ き 境 界 条 件を

有限個の応力境界条件もしくは合力境界条件に置き換えていることである.

図 4 ・4は，応力拡大係数におよぽす a/Lzの関係を示している. この図

より， 内外円筒面の荷重範囲 Lzを有限としていることによる誤差は ， L z 

/α孟2 と置くことによって 10-3以下となることがわかる. また，図 4 ・

5は，形状パラメータ t/Ri=O. 1， b/t=O. 2 .α/b=1.0 の場合

の無次元化した応力拡大係数 F1 (または F1'" )と分割数 Nk の関係を示し

ている〈以下では， き裂面に内圧 p が作用する場合を Fl. き 裂 面 に 内圧

pが作用しない場合を F/・で表すことにする). この図より . N k=  6 (総

分割j数 =324) において，すでによい外そう性を示していることがわか

る.以上の結果から，応力拡大係数を計算するに当たっては . Lz/ α=2 

とし t Nk=8， 10のときの値によって厳密解を推定した.

4 ・3 ・2 無次元化した 応力拡大係数 FJ t F /'" 

表 4 ・1. 4 ・2および図 4 ・6--4 ・10に， き裂の最深点、における無

次元化した応力拡大係数とき裂深さ b/t の関 係を 示す .表 およ び図 にお

ける b/t=O の 値 は 引 張りを受ける半無限体に存在する半だ円表面き裂

の結果 (24)である.

これらの図において，本解析結果は Isidaらの結果(24) ( b / t = 0 )に 滑

らかにつながっている.
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表 4 ・1 き裂面に内圧が作用する場合の FI

t/R~ 
1 以ミ 。[24J 0.2 O. 4 0.6 0.8 

1.0 1.59 1.45 1.42 1.49 1.11 
O. 1 O. 5 10.20 10.06 10.45 11. 11 11. 90 

O. 25 11. 19 11. 86 13.24 15.09 11. 01 

1.0 4.31 4. 15 4. 01 4. 01 4.24 
0.2 O. 5 5. 19 5.59 5. 10 6.06 6.11 

O. 25 6. 10 6.51 1.23 8.31 9.83 

1.0 3.23 3. 05 2.95 2.94 3. 09 
0.3 O. 5 4.34 4. 09 4. 13 4. 39 4. 99 

O. 25 5.01 4.81 5.24 6. 01 1.43 

1.0 2.69 2.50 2. 39 2. 31 2.52 
0.4 O. 5 3.61 3.34 3.34 3.56 4. 13 

O. 25 4. 18 3.93 4.24 4.93 6. 11 

1.0 2.31 2. 11 2. 05 2. 03 2. 18 
0.5 O. 5 3. 19 2.89 2.86 3. 06 3.60 

O. 25 3.68 3.39 3.63 4.24 5.36 

1.0 2.02 1. 18 1. 66 1. 64 1. 80 
O. 1 o. 5 2.11 2.31 2.31 2. 48 3.21 

O. 25 3. 13 2. 18 2.93 3. 40 5. 16 

1.0 1. 16 1. 49 1. 33 1. 31 1. 51 
1.0 O. 5 2.36 1. 91 1. 89 2. 02 2.48 

O. 25 2. 13 2.30 2.31 2.10 3. 49 
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表 4 ・2 き 裂面に内圧が作用しない場合の F1. 

( F1=K1/pべ1][b ， ν=0. 3 ) 

t / R~ 
1 ぬミ 。[24J 0.2 0.4 0.6 0.8 

1.0 6.94 6. 79 6. 76 6.82 7.01 
o. 1 o. 5 9. 31 9. 17 9.52 10. 11 10.82 

o. 25 10.77 10.77 12.82 13.74 15.47 

1.0 3. 65 3.50 3.42 3. 40 3.52 
0.2 o. 5 4.91 4.71 4. 79 5. 07 5.59 

o. 25 5.67 5.55 6. 08 6.96 8.21 

1.0 2.57 2.40 2.30 2.27 2.37 
0.3 o. 5 3. 45 3.23 3.22 3.41 3.84 

O. 25 3.99 3.92 3. 11 3.58 4.43 

1.0 2. 03 1. 85 1. 74 1. 70 1. 79 
O. 4 O. 5 2. 73 2.48 2.44 2.57 2.95 

O. 25 3. 15 2.92 3. 11 3.58 4.43 

1.0 1. 71 1. 52 1. 41 1. 36 1. 44 
0.5 O. 5 2.30 2. 04 1. 97 2. 07 2.40 

O. 25 2. 66 2. 40 2.52 2.89 3.61 

1.0 1. 36 1. 14 1. 02 0.97 1. 04 
O. 7 O. 5 1. 83 1. 53 1. 43 1. 49 1. 90 

O. 25 2. 11 1. 79 1. 83 2.07 3. 10 

1.0 1. 10 O. 86 0.71 0.69 O. 73 

1.0 0.5 1. 48 1. 14 1. 03 1. 05 1. 24 

O. 25 1. 71 1. 34 1. 30 1. 42 1. 77 
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4 ・3 ・3 半無限体に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数との比

較

比較するべき，半無限体に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数は，

図 4 ・11に示すように， 内圧 pを 受 け る 円 筒 の き 裂 が な い 場 合 の 応 力 分布

を直線 で 近 似 し た 応 力 分 布(円筒断面の最内側において σi ，き裂先端に

おいて σt )が半無限体に作用するときのものである (24) σtおよび σtは，

次式より求まる.

Ri2 r 1 ， R02(Ri+3 b) 1 
σj- ぬ~ 1 +ト
. Ro2_Ri2l ~. (Ri+b)3 J (4・7)

P R，2 r.. R02 1 
σ，-、 1+ > 

‘ Ro2_Ri 2 ド • (Ri+b)2J (4・8)

ここで， Ro=R;+ t 

図 4・12.......4・16は， 円 筒 の 内 面 に 存 在 す る 半 だ 円 表 面 き 裂 の 応 力 拡大

係数と半無限体に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数との比を示した

ものである .

KI/KI SeMト INPINITE BODY の値が，相対き裂長さ b/t が短いときに 1よ

り小さくなっているのは， 円筒の内面の山率によるもので， b/ t が lに

近づくにつれて大きくなっているのは， 円筒の外面の影響によるものであ

る.

4 ・3 ・4 有限厚さの板に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数と

の比較

図 4・17--4・21は， 円筒の内面に存在する半だ円表面き裂の応力拡 大

係数と有限厚さの板に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数との比を示

したものである.比較すべき，有限厚さの板に加わる応力分布は， 4 ・3

・3と同様に図 4 ・11に示す応力分布である.

これらの図より，実用上重要な円筒の内面に存在する半だ円表面き裂の

応力拡大係数は， 円筒厚さ t/Ri孟o.4の範囲においては，有限厚さの板
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に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数でよく近似されることがわかる

(誤差 約 5パーセント以内) . 

4 ・ 3 ・ 5 他の研究者 の 結 果 と の 比 較

図 4・22は， Kobayashi らの結果的と本解析結果を比較したものである .

Kobayshiらの結果は， b/a孟o.6 において，本解析結果とよく 一 致して

いる.

図 4・23は， Heliotらの結果偽および McGownand Raymundの 結 果 仰 と本

解析結果を比較したものである.三次元有限要素法を用いた McGownand 

Raymundの結果より境界積分法を用いた Heliotらの結果の方が，精度がよ

いことがわかる.

叶 4 ・24は， Raju and Newmanの結果ω と本解析結果を比較したもので

ある.

4 ・3 ・6 応力拡大係数の近似式

まず， 円筒の内面に存在 する半だ円表面き裂の応力拡大係数を有限厚さ

の板に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数で近似し，次に， 曲率の影

響を補正する.

有限厚さの仮に存在する 半 だ 円 表 面 き 裂 に ， 図 4 ・25に示されるような

遠方荷重が作用するときの応力拡大係数の近似式は，石田ら (2.(>によって次

のように与えられている.

K1 P竺T E σ J， F J，+ σ ~F~
7Cb 

FJ，== 1. 1 3 6 2 -O. 3 9 2 7μ-0.3454μ2+0.2623μ3 

+λ(-0.2179+0.2354μ+0.3773μ2_ O. 4 1 8 9μ3) 

+λ2(5.0486-16.7939μ+19.9861μ2_ 8. 0 2 1 2μ3) 

+，13(-2.6383+8.6007μ-9.6332μ2+3.5118μ3) 

(4・9) 

(4・10 ) 



F~= 1. 1 3 5 9 -o. 392 9μ ー 0.3440μ2+O. 2 6 1 3μ3 

+え (-1.5184+0.4118μ+0.1846μ2_O. 6 3 2 9μ3) 

+).2(4.3121-13.9152μ+16.2550μ2-6.4894μ3) 

+λ3(-3.9502+12.5334μ-14.6131μ2+ 5. 8 1 1 0μ3) 

え=b/t .μ=b/α 
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(4・11 ) 

(4・12 ) 

式(4 ・7)， (4 ・8)で示した σぃ σtと式(3 )の σE， σ1との関係は，

き裂面に内圧 pが作用する場合次のようになる.

ベ1一吉)σ1+会

σE=-Lσ4一 t σ，
2b-' 2b-‘ 

(4・13) 

(4・14 ) 

円筒の内面に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数を式(4 ・9)で近

似するときの誤差は， ほぽ 7%以下である (t /Ri孟 O. 5， O. 25豆μ

孟1. 0 ， え孟 O. 6 ) 

また， 円筒の曲率の影響は次式で補正される.

K，=β. K， PLATE 1 

β=1+0.23えは -0. 19)(t/R/)O.2/μO. 5 ) 

(4・15)

( t /R;豆0.5.0.25孟μ豆1.0 ， λ孟O.6 において誤差 1. 6 %未満)
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図 4 ・11 内圧 pが作用する円筒の応力分布の直線近似
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4 ・4 結び

仮想、境界上に連続的に分布させるべき集中力を境界の外側に作用する有

限個の集中力で代表させる方 法 を 内 圧 を 受 け る 円 筒 の 内 面 に 存 在 す る 半だ

円表 面き裂の問題に応用し，高精度の応力拡大係数を求めた. その結果以

下のことがわかった.

( 1 )内圧を受ける円筒の内面に 存在 する 半だ 円表 面き 裂の 応力 拡大 係数

の値は， 円筒厚さ t/Rj孟 O.4 においては，有限厚さの板に存在する半

だ円表面 き 裂 の 応 力 拡 大 係 数でよく近似されることを示した〈誤差約 5パ

ーセント以内) . 

( 2 )実用に便利なように， 内圧を受ける円筒の内面に存在する半だ円表

面き裂の応力拡大係数の近似 式 を ， 有 限 厚 さ の 板 に 存 在 す る 半 だ 円 表 面 き

裂の応力拡大係数との比の形で与えた.

( 3 )この問題の解析により，有限個の集中力で合力境界条件を満足させ

る方法は， き 裂 面 と 自 由 境 界面とが直線的に交わる問題の解析に対しても

有効であることが示された.
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気写 5 主主 弓 I"5長りまアこ Cま註EJ ~:fをラ~ ~::rるp3

程ミJQ:)タト 00， こ 手 子 : t E す 一 る 君 乏 在 百 き 峯 是

α〉万立ミブヨ主広コたイ:系委女

5 . 1 まえがき

円筒形容器や配管は， 内 圧の変化，内容物の重量変化あるいは温度変化

などに よ っ て 円 筒 の 軸 方 向 に引張り(圧縮)あるいは曲げの力が作用する

ことがある.本論文ではこのような荷重による円筒の破壊問題を取扱うの

に必要な円筒の外面に存在する円周方向表面き裂(図 5 ・1)の応力拡大

係数を計算する. この応力拡大係数を求める試みはこれまであまり行われ

ていない.

そこで第 5章では，有限個の集中力による体積力法を用いて， この問題

に対する高精度の応力拡大係数を求めた. また， それらが平板に存在する

半だ円表面き裂の応力拡大係数で. どの程度近似できるかについても検討

した.本問題において内半径 R1==Oとおけば， 丸 棒 に 存 在 す る 半 だ 円 表 面

き裂の問題となる . この問題の応力拡大係数は，すでに他の研究者によっ

ていくつかの計算結果が求められており 4日価制， これらと比較することに

より本解析結果の精度の確認も行った.
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5 ・2 解析理論

解析方法は体積力法である. これまでの体積力法においては，仮想境界

上に集中力を連続的に分布させ境界条件を満足させた.本論文では， 内外

円筒面に関しては，連続的に 分布させるべき集中力〈体積カ〉を仮想境界

の外側 の 点 に 作 用 す る 有 限 個の集中力で近似する方法を採用した. この方

-法によれば，境界条件として ，分割した仮想境界の各区間の合力境界条件

を容易 に 用 い る こ と が 可 能 となり，高精度の解を短い計算時間で求めるこ

とができる.複雑な 三 次元問題に対しては， この解析方法は特に有効であ

る.

5 ・2 ・1 内外円筒面の未知数

内外円筒面の分割を図 5 ・2に示す.本来曲面であるべき境界を折れ面

で近似する. 分割数 N" N.は ， そ れ ぞ れ N，=2Nk ， Nz=Nk とし， 円周

方向の分割はき裂と接する区 間 で は き 裂 の 分 割 と 等 し く し ， 残 り の 区 間 は

等比分割する. また，軸方向の分割も等比分割jする.各区間の中心から外

部方向に適当に離れた点に r， 8， Z 方向(つまり，半径，円周，軸方向〉

の集中力を作用させた. 各区間の集中力の大きさが境界条件から定まる未

知数である.

5 ・2 ・2 き裂面の未知数

き裂面の分割は， 図 5・3に示すように，半径方向に Nk 分割を行う.

そして き 裂 面 上 に は 引 張 り の標準型体積力対を分布させた. また図 5 ・3

中の点線で示される区間にも， き裂の区間と対称になるように同じ重みの

体積力対を分布させた. こ れはき裂面が円筒面と交わる点付近の境界条件

を良好にするためである.

ここで は 応 力 拡 大 係 数 を 精度よく求めるため，各区間に分布させるべき

体積力対の密度 φ(f，TJ) を(重み)x (基本密度関数〉という形に仮定する.

， TJ)=W(f，η)イ1-(! )'サ)' (5・1) 
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11 (f¥2 (η1 
ここでぜ 1ーはjーはj の項は無限体に 一 個 の だ 円 状 き 裂 が あ る 問 題 を

体積力法で表現するときの， き裂面に分布させるべき体積力対のパターン

であり，本解析の基本密度関数である. W(f，η) はその密度関数に掛け

るべき重みで，本解析では，各区間ごとに 一 定とした. その値が境界条件

から定まる未知数である.

5 ・2 ・3 境界条件と応力拡大係数

内外円筒面の各区間に作用させるべき集中力の大きさとき裂面の各区間

に作用させるべき体積力対の重み Wは，本論文では円筒面における各区間

の合力条件とき裂面における 各区間の中点の応力条件とから求めた.

き裂前縁の応力拡大係数 Klは， その区間の重み Wcを用いて次式から求

められる.

K，=J1-2ν) ーァ ー

-4(1一ν)2-VK:tJw ( 5・2)
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5 ・3 計算結果および考察

円筒の外面に存在する半だ円表面き裂(図 5 ・1)の最深点 Cにおける

応力拡大係数を求めた. 以下の計算では， ポアソン比 ν=0.3 とした.

5 ・3 ・1 計算結果の精度の検討

本解析において，計算結果に含まれる誤差の 主 な原因は，次の 二つであ

る. 一 つは，本来無限長であるべき内外円筒面の荷重範囲 Lz を有限長さ

としていることであり， もう一つは，連続的に満足されるべき境界条件を

有限個の応力境界条件もしくは合力境界条件に置き換えていることである.

図 5 ・4は，形状パラメータ t/Rj=O. 1， b/t=O. 2 ， b/α= 1. 0 

の場合の無次元化した応力拡大係数 FT， F7におよぽす b/Lzの関係を 示

している. この図より， 円筒面の荷重範囲 Lr 有限としていることによる

誤差は， L./b孟2と置くことによって 10-3以下となることがわかる. ま

た，図 5 ・5は，図 5 ・4と同 一 パラメータにおける無次元化した応力拡

大係数 FT， F'と分割数 NIt との関係を示している. この図より ， N k (総

分割数 272) に お い て ， すでによい外そう牲を 示 していることがわかる.

以上の結果から，応力拡大係数を計算するに当たっては ， Lz/ b孟 10 と

し， Nk=8， 10のときの値によって厳密解を推定した.

5 ・3 ・2 丸棒の引張りにおける FT

円筒の問題において内半径 Rj=Oとおけば，丸棒の問題となる.

表 5 ・1は，丸棒の引張りにおける無次元化した応力拡大係数 F/T の本

解析結果と西谷らの結果畑および白鳥らの結果仰との比較である. それぞ

れとの差は， ほぽ 2%以下である.

5 ・3 ・3 丸棒の曲げにおける Ff

表 5 ・2は，丸棒の曲げにおける無次元化した応力拡大係数F'の本解

析結果と白鳥らの結果仰との比較である. この場合もかなりよい 一 致を示

している.
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表 5 ・1 引張りを受ける丸棒の FT

( FT=KT/σT，J五b ν=0. 3 

0[24J 0.100 o. 125 0.200 0.250 0.375 0.400 o. 500 

o. 659 0.666 O. 668 0.675 0.682 0.711 o. 719 o. 755 
1.0 

0.646** 0.665* 0.675** 0.683* 0.714* 0.725** 0.758* 

0.6 
O. 832 O. 839 0.852 

0.823本本 0.854** 

0.5 
O. 885 0.891 0.914 0.966 

O. 890* 0.920* 0.976* 

0.4 
O. 939 0.941 0.950 

0.923** 0.950** 

0.25 
1.023 1.002 0.995 

O. 996* 

*:Nisitani et a1. [35J. 本本:Shiratoriet a1. [36J 

表 5 ・2 曲げを受ける丸様の F~

:〉ど
1.0 

0.6 

0.4 

ν=0. 3 ) 

[24J OL-.J 0.100 0.200 0.400 

0.659 0.618 0.579 0.520 
0.604** 0.582** 0.528** 

0.832 0.783 0.739 0.683 

0.771** 0.744** 0.699** 

0.939 0.880 0.826 0.762 

0.867** 0.830** 0.786** 

**:Shiratori et a1. [36J 

0.925 
0.940** 

1. 046 
1. 064* 

1. 028 

1. 051** 
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5 ・3 ・4 円筒の引張りにおける Fr

表 5 ・3および図 5 ・6，_ 5 ・8に， き裂の最深点における無次元化し

た応力拡大係数 FTとき裂深さ b/tの関係を示す.

図 5・9，_ 5・11は，引張りを受ける円筒に存在する半だ円表面き裂の

応力拡大係数と引張りを受け る 平 板 に 存 在 す る 半 だ 円 表 面 き 裂 の 応 力 拡 大

係数 (24)との比を示したものである.

これら の 図 よ り ， 実 用 上 重要な円筒に存在する半だ円表面き裂の応力拡

大係数は，円筒面厚さ t/R;話O.4の範囲において， O. 5孟b/a豆1.0

t/b孟o.6 で あ れ ば ， 平 板に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数で

よく近似されることがわかる(誤差約 3%以内) . 

5 ・3 ・5 円筒の曲げにおける Ff

表 5 ・4および図 5 ・12--5 ・14に， き裂の最深点における無次元化し

た応力拡大係数 Ffとき裂深さ b/tの関係を示す.

図 5 ・15，_5 ・17は，曲げの場合について， 円筒に存在する半だ円表面

き 裂 の応力拡大係数と平板に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数との

比を示したものである.

これらの図より， 引張りの場合と同様に.円筒面厚さ t/Ri豆 O.4の範

囲において， O. 5豆b/a話 1.0 ， t/b孟o.6 であれば，平板に存在す

る半 だ円表面き裂の応力拡大係数でよく近似されることがわかる(誤差約

3 %以内). 

5 ・3 ・6 応力拡大係数の近似式

以上で求めた数値計算結果を基に， 引張りおよび曲げを受ける円筒に存

在する半 だ円表面き裂の応力拡大係数の近似式を求 めた.

引張り，

K?=αK / PLATE 

α=1+0.3(μ-O. 4)λ2・5(t/Ri)/μ2・6

(5・3)

(5・4)
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曲げ;

K?=βK 1 PLATE 

β==1+0.35(μー O. 43)え2・5(t /R
i
)/ μ2・4

λ== b/ t ，μ==b/α 
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(5・5)

(5・6)

(5・7)

こ こで K1 PLATE は平板に存在する半だ円表面き裂に， 図 5 ・18に示され

るような遠方荷重が作用するときの応力拡大係数で，石田(10)らによって次

の よ うに与えられている(式(4 ・9)参照} . 

K 1 Pl ATIl 

.二二二臼 =σ ~F~+ σ ~F~
イ 7Cb

(5・8)

式(5 ・8)における σE， σ1の値は引張りおよび曲げの場合それぞれ

次のようになる.

~ I ~長り

T _  _T  σt==σ 

σ~== 0 

曲げ・

午 D 2+t/Ri 
σp== a

U 

2 ( 1 + t / R i) 

σ~== (JB __t/Ri 
.ー 2(1+t/Ri)

(5・9)

( 5・10 ) 

(5・11 ) 

(5・12) 

式(5 ・3)， (5 ・5)における α， β は円筒の曲率の影響を補正す

る係数でそれぞれ 1の場合が平板に対応している.

式(5 ・3)， (5 ・5)の誤差は， o. 2 5孟b/α孟 1. 0のとき t/

Ri孟o.3であれば 2%未満， t/Ri豆O.5であれば 5%未満である.
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表 5・3 引張りを 受 け る 円 筒 の Fr

( Fr=Kr/σTイ1cb ， ν=0. 3 ) 

t/R. 誌と 。[24J
1 

0.2 0.4 0.6 

1.0 0.659 O. 666 0.683 O. 702 
O. 1 O. 5 0.885 O. 902 0.964 1. 041 

O. 25 1. 023 1. 080 1.203 1.356 

1.0 0.659 O. 666 0.683 O. 703 
0.2 O. 5 0.885 O. 902 0.959 1. 030 

O. 25 1. 023 1.064 1. 163 1. 275 

1.0 0.659 0.667 0.684 O. 705 
0.3 O. 5 0.885 0.901 0.953 1. 021 

O. 25 1. 023 1. 058 1. 135 1. 202 

1.0 0.659 O. 667 0.684 O. 706 
0.4 O. 5 0.885 O. 900 0.950 1. 015 

O. 25 1. 023 1. 047 1. 119 1. 198 

1.0 0.659 O. 667 0.685 O. 707 
0.5 O. 5 0.885 O. 899 0.946 1. 011 

O. 25 1. 023 1. 041 1. 102 1. 151 

表 5 ・4 曲げを受ける円筒の F1

t/R. 米(。[24J
0.2 0.4 0.6 

1 

1.0 0.659 O. 657 0.666 O. 675 
O. 1 O. 5 0.885 O. 892 0.942 1. 006 

O. 25 1. 023 1.066 1. 177 1. 313 

1.0 0.659 0.651 0.651 O. 654 
0.2 O. 5 0.885 O. 882 0.918 O. 966 

O. 25 1.023 1. 042 1. 116 1. 199 

1.0 0.659 O. 645 0.640 O. 637 

0.3 0.5 0.885 0.874 0.897 O. 934 
O. 25 1. 023 1.027 1. 070 1. 100 

1.0 0.659 0.640 0.629 O. 622 

0.4 O. 5 0.885 O. 861 0.881 O. 906 

O. 25 l. 023 l. 009 l. 039 l. 011 

1.0 0.659 O. 635 0.621 0.609 

0.5 O. 5 0.885 O. 861 0.865 O. 884 

O. 25 1. 023 0.991 l. 010 l. 001 
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5 ・4 結び

仮想境 界上に連続的に分布させるべき集中力を境界の外側に作用する有

限個の集中力で代表させる方法 を 半 だ 円 表 面 き 裂 を 有 す る 円 筒 の 引 張 り ま

たは曲げの問題に応用し，高精度の応力拡大係数を求めた. その結果以下

のことがわかった.

( 1 )引張りまたは曲げを受ける円筒の外面に存在する半だ円表面き裂の

応力拡大係数の値は， 円筒面厚さ t/Ri孟o.4の範囲において， O. 5孟

b/a豆1.0 ， b/ t豆O.6 であれば，平板に存在する半だ円表面き裂の

応力拡大係数でよく近似される(誤差約 3%以内) . 

( 2 )実用に便利なように， 引張りまたは曲げを受ける円筒の外面に存在

する半だ円表面き裂の応力拡大係数の近似式を.平版に存在する半だ円表

面き裂の応力拡大係数との比の 形 で 与 え た .

( 3 )この問題の解析により， き裂面と自由境界面とが曲線的に交わる問

題に対しても有限個の集中力で合力境界条件を満足させる方法が有効であ

ることが示された.
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第三 6 主主主 弓 1 5:長りまアこ Cま性白けf を2ァ去を~::TるメL

孝章圭に手子 老E す一るだ円き差是の瓦芯力

主広ブミこイ系委文

6 ・1 まえカ〈き

高強 度 鋼 の 疲 労 強 度 が 介 在物(欠陥)の影響を強く受けることはよく知

られている.高強度鋼の疲労破 壊 過 程 は ， 介 在 物 と 母 材 の 関 係 に よ り 変 化

し， 一般に複雑であるが，ひとたび介在物を起点として微小き裂が進展す

ればだ円形き裂〈フィッシュアイ〉を形成することが多い.疲労き裂伝ぱ

速 度 の予測においてその応力拡大係数は重要であるが. この問題に対して

はこれまでに解析例はあまりなく， 円形き裂が丸棒の中心部にある場合の

結果m が あ る 程 度 で あ る .

そこで第 6章では，有限個の集中力による体積力法を用いて， 図 6 ・1

に示す ような引張りまたは曲げを受ける丸棒内の任意の位置に存在するだ

円形き裂の応力拡大係数を求めた.また，本結果が半無限体に存在するだ

円形き裂の応力拡大係数で， どの程度近似できるかについても検討した.

さ ら に，実用に供するためにだ円形き裂の中心位置が丸棒面と離れている

場合と近い場合とに分けて近似式を示した.
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図 6 ・1 だ円形き裂を有する丸棒の引張りおよび曲げ
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6 ・2 解析理論

解析手法は体積力法である. これまでの体積力法においては，仮想境界

上に連続的に集中力を分布させ境界条件を満足させた.本解析では，丸棒

面に関しては，連続的に分布させるべき集中力(体積力)を仮想境界の外

側の点に作用する有限個の集中力で近似する方法を採用した. この方法で

は，各代表点の応力境界条件 の代わりに各分割区間の合力境界条件を用い

ることが容易となり.少ない分割で高精度の結果が得られる.

図 6 ・2に丸棒面の分割を示 す . 本 来 曲 面 で あ る べ き 境 界 を 折 れ 面 で 近

似し， -L，孟z孟L. の部分を 0方向 z方向それぞれ等比分割する.各区間

の中心から外側の方向に適当に離れた点に r. 8， Z方向(つまり， 半径，

円周，軸方向〉の集中力を作用させた. き裂面が丸棒の表面に近い場合も

実用上十分な精度の解が得られるように， き裂先端に最も近い丸様面の分

割長さを 0方向 ， Z方向それぞれき裂先端と丸緯面の距艇の 8分の lとし

た.

き裂面に関しては， 図 6 ・3に 示 す よ う に ， 半 径 方 向 に NIt 分割を行う.

き裂面に沿って引張り型の体積 力 対 を 分 布 さ せ る が ， 応 力 拡 大 係 数 を 精 度

よく求めるために，各区間に分布させる体積カ対の密度 φ(f，1)) を(重

み) x (基本密度関数〉という形に仮定する.

， 1))=W(f，η)イ1-(! )'-(すr (6・1) 

14 (f¥2 (η1 
ここで，，/1ー|す)-l b) の項は本解析の基本密度関数である.

W( f，η) はその密度関数に掛けるべき重みで，本解析では各区間ごとに一

定とした.

丸棒函の各区間の外側に作用させるべき集中力の大きさおよびき裂面に

分布させるべき集中力対の重みは，丸棒面の各区間の合力境界条件および

き裂面の各区間の中点の応力境界条件が同時に満足されるように決定した.

き裂面の A， B点(図 6 ・1)における応力拡大係数 KIA' K1B は， そ
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y 

図 6 ・2 丸棒面の分割

a 

り

図 6 ・3 き裂面の分割



の区間の重みWA ， WB を用いて求められる.

Ku， 1 (1-2ν) Iでー (WA 

K IB J-4 C1一ν)2ザ 1c0 1 W
B 

99 

(6・2)
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6 ・3 計算結果および考察

ここで は 引 張 り ま た は 曲 げを受ける丸棒に存在するだ円形き裂(フイツ

シュアイ)の応力拡大係数を求めた.

以下において無次元化した応力拡大係数を F九， FTB' FL.. F~B で表

すが，上添え字 Tは 引張りの場合で Bは曲げの場合である. また，下添え

字 A， Bはそれぞれ A， B点における応力拡大係数であることを表してい

る.以下の計算では t L./R=3， ポアソン比 ν=0.3 ， N，=2NIc ， N. 

=2NIc とし， NIc=8 のときの値によって解を求めた.

6 ・3 ・1 計算結果の精度 の検 討

図 6 ・4は，形状パラメータ α=b=r ， r/R=O. 25， s/R= O. 5 

の 場 合の無次元化した応力拡大係数 FL...， FTB と丸棒面の荷重範囲 L.と

の関係を示したものである. この図より R/L.謡 O.5 とすれば計算結果

は L.によってほとんど変化せず，差は 10-3以下である.従って ， R/ 

L，=3として計算した結果は無限長丸棒における計算結果とみなすことが

できる.

表 6 ・1は， 円形き裂が丸棒の中心にある場合の FT，.. の本解析結果と

Benthem and Koiterの結果(初との比較である r/R孟 O. 2 5においてよ

い一 致を示している.

6 ・3 ・2 丸棒の引張りにおける FT，..， FTB 

表 2および図 6・5， 6 ・6に，丸棒の引張りにおける円形き裂 (a=

b= r )の FTA' Fむと s/Rとの関係を示す.丸棒面境界の影響は ， r/ 

R孟O. 1 ， s/R孟O.8 においてほとんどないことがわかる. だ円形き

裂の位置が s/R<O.8 である場合， だ円形き裂の形状は一般に円形に極

めて近い. そこで本論文では ， s/R<O. 8 のき裂に対しては円形の場合

のみ計算を行った. また， s/R<O. 8 のだ円形き裂がだ円形であったと

しても， その形状が極端に偏平でなければ円形き裂の場合と同様に， b/ 

Rく O. 1 であれば丸棒面境界の影響はほとんどないと考えられ，無限体

中の解とかなり一致すると考えられる.
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FLA.. FTBと s/Rの関係(r/R=O. 2 ) 
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表 6 ・3に，丸棒の引張りにおける Fじ ， FTB と b/t との関係を示す.

応力拡大係数の無次元化に用いた σT/E(k)イ五百は，引張りを受ける無限

体に存在するだ円形き裂の応力拡大係数舗で， E (た)は第 2種完全だ円積分

である .

r，，/2 

E(た)= I。イ 1-k2sinλ dA (6・3)

(6・4)

図 6 ・7--6 ・9は，半無限 体 に 存 在 す る だ 円 形 き 裂 の 応 力 拡 大 係 数 仰

との比を示したものである. これらの図より， 引 張 り の 場 合 は ， 丸 棒 に 存

在するだ円形き裂の応力拡大 係数を半無限体に存在するだ円形き裂の応力

拡大係数で近似するときの誤差は， o. 5豆b/a盃1.0 ， t/R孟o.2 

b/t孟O. 8 であれば 6%以下であることがわかる.

6 ・3 ・3 丸俸の曲げにおける FL.， F~B 

表 6 ・4および図 6 ・10， 6 ・11に，丸棒の曲げにおける円形き裂 (a 

= b= r )の F~A ， F1B と s/Rとの関係を示す. 引張りの場合と同様に丸

棒面境 界 の 影 響 は， r/R豆O. 1 ， s/R豆 O. 8においてほとんどない.

表 6 ・5に，丸棒の曲げにおける F1A' Fむと b/t との関係を示す.

応力拡大係数の無次元化に用いた f(た)σBイ五百 は，曲げを受ける無限体

に存在するだ円形き裂の応力 拡大係数で， f (k)は次のように表される{仰.

ι2 
f(た)=山

(k2+1)E(k)一(1-k2)K(た)

ここで， K(た)は第 1種完全だ円積分である.

(6・5)



表 6 ・3 F~ I F~ と b/t の関係

(F~=Kじ/-L-σTイZF ， F;=kh/-L-σTイ瓦17 ， ν=O. 3 ) E(た)- ・ ---， -u --.，'" E (た)- .一ー

b/t 0.0 0.2 O. 4 0.6 O. 8 

b/a t/R F T A F T B FT A F T B F T A F T B F T A FT B F T A F T B 

0.0[39J 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 007 1. 003 1. 033 1. 010 1. 118 1.020 
1.0 O. 1 1. 000 1. 000 1. 001 1. 001 1. 008 1. 003 1. 036 1. 011 1. 128 1.023 

0.2 1. 000 1. 000 1. 001 1. 001 1. 009 1. 003 1. 041 1. 014 1. 145 1. 030 

0.0[39J 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 010 1. 005 1. 045 1. 015 1. 156 1. 031 
O. 75 O. 1 1. 000 1. 000 1. 001 1. 001 1. 012 1. 005 1. 050 1. 017 1. 172 1. 037 

0.2 1. 000 1. 000 1. 002 1. 001 1. 014 1. 005 1. 058 1. 022 1. 197 1.048 

0.0[39J 1. 000 1. 000 1. 002 1. 001 1. 019 1. 009 1. 066 1.024 1. 211 1. 050 
O. 5 O. 1 1. 000 1.000 1. 002 1. 002 1. 019 1. 010 1. 075 1. 029 1. 238 1.063 

O. 2 1. 000 1. 000 1. 002 1. 002 1. 022 1. 012 1. 089 1.037 1. 286 1. 085 

一()∞
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FZと s/Rの関係

一/誌-告) σB~

円形き裂の F~ I 

( F~=K~〆~ ( : + :: 1 σB~ 
~ ¥ 1てよi1て j

]

}

(

)

 

4 表 6

3 ν=0. 

s/R 0.2 O. 4 O. 6 0.8 

r/R F B A F B B F B A F B B F B A F B B F B A F B B 

0.00 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 
0.05 1. 000 1.000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 002 1. 002 
O. 10 1. 000 1. 001 1. 002 1.002 1. 002 1. 002 1. 019 1. 009 
o 15 1. 001 1. 004 1. 004 1. 005 1. 008 1. 006 1. 059 1. 014 
0.20 1. 003 1. 010 1. 008 1. 009 1. 011 1. 010 
O. 25 1. 003 1. 021 1. 011 1. 011 1. 081 1. 066 
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FZとb/tの 関係

?B/( s . 一土f(た)Iσ〉万
¥ R . E(た) R" "-')- ..-_ー

]一ω
l

F~ ， 5 

(F日 A/(R. ~ ( た)+去 f (た))σB而 3 ) 

b/t O. 0 0.2 O. 4 0.6 O. 8 

b/a t/R F B A F B B F B A F B B F B A F B B F B A F B B F B A F B B 

0.0[391 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 007 1.003 1. 033 1. 010 1. 118 1.020 
1.0 O. 1 1. 000 1. 000 1. 001 1. 000 1.007 1. 004 1.043 1. 013 1. 150 1. 031 

0.2 1. 000 1.000 1. 001 1. 001 1.007 1. 002 1. 037 1. 014 1. 173 1. 043 

0.0[39J 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 010 1. 005 1. 045 1. 015 1. 156 1. 031 
O. 75 O. 1 1. 000 1. 000 1. 001 1. 001 1. 010 1. 005 1. 059 1.020 1. 199 1.049 

0.2 1. 000 1. 000 1.002 1. 001 1. 010 1. 005 1. 052 1. 021 1. 215 1.058 

0.0[39J 1. 000 1. 000 1. 002 1. 001 1. 019 1. 009 1. 066 1. 024 1. 211 1. 050 
0.5 O. 1 1. 000 1. 000 1. 002 1. 002 1. 016 1. 008 1. 086 1. 033 1. 274 1. 080 

O. 2 1. 000 1. 000 1.003 1. 002 1. 016 1. 009 1.076 1. 036 1. 273 1.088 

表 6

ν=0. 
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K(た)=f。 di.. 

l-k2sini.. 
(6・6)

図 6 ・12.....， 6 ・15は，半無限体に存在するだ円形き裂の応力拡大係数と

の比を示したものである.比較に用いた半無限体の応力拡大係数は， き裂

が無い場合にき裂位置に丸棒と同じ応力が作用するときのものである. こ

れらの図より，丸棒に存在するだ円形き裂の応力拡大係数を半無限体に存

在するだ円形き裂の応力拡大係数で近似するときの誤差は. 引張りの場合

と同程度(6 %以下)であることがわかる.

丸棒の曲率の影響は， 引振りの場合も曲げの場合も， き裂形状が o.5 

2五b/a孟 1.0 の範囲内ではあまり変わらないことがわかる.

6 ・3 ・4 応力拡大係数の近似式

丸棒面境界の応力拡大係数への影響の程度は， フィシュアイの位置によ

って異なる. そこで， (1) フィシュアイの中心位置が丸棒面境界と離れ

ている場合 (s/R孟O. 8 ) と(2 )フィシュアイの中心位置が丸棒面境

界と近い場合 { s/R孟O. 8 (t /R孟O. 8 ) } とに分けて近似式を示

す.

以 下において円形き裂の場合は a， bを rと置き換えて使用する.

( 1 ) フ ィ シ ュ ア イ の 中 心位置が丸棒面境界と離れている場合 (s/R 

孟O. 8 ) 

この場合， き裂が円形で r/R孟O. 1 であれば，丸様に存在する円形き

裂の応力拡大係数は無限体中に存在する円形き裂の応力拡大係数でよく近

似される . き裂がだ円形の場合も. き裂がそれほど偏平でなければ次式に

よってよい近似値が得られる.

引張り
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(6・7)

(a=b=r ， s/R孟O.8 ， r/R孟O. 1 において誤差 2%未満〉
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(6・8) 

(6・9) 

(a=b=r ， s/R孟O.8 ， r/R孟O.1において誤差 2%未満〉

式(6 ・7) ，_ ( 6 ・9)の値が簡単に得られるように E(た)， f (た)の

近似式を次に示す.

E(た)={1+1.464(b/a)1・65} o. 5 

( b/a孟1.0 において誤差 O. 1 3%未満)

(6・10)

f(k)=O. 4246-0. 0073k+0. 0977k2 

-0. 0906k3+O. 0748k4 

( O. 2 5孟b/α孟 1.0において誤差 O. 05% 未満〉

(6・11 ) 

( 2 )だ円形き裂の中心位置が丸棒面境界に近い場合{s/R孟O.8 

( t /R孟O.2 ) } 

この場合は，応力拡大係数を精度良く近似するためには丸棒面境界の影

響を考慮、に入れなければならない.無限体中の式(6 ・7) ，_ (6 ・9) 

に係数 FTA' FTB' FfA' Fむを鉛けて補正する.

515長り

一ω
T

一ム

κ

σ
一''l一E
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 --
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(6・12) 

一ω (6・13) 

( O. 5孟b/a孟 1.0 ， t/R話O.2 ， b/ t孟O.8 

未満〉

において誤差 2% 
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曲げ;

K1Aー古川+f (た)削σB (6・14)定 b

K1B=叫古(去)-f(刈去)}σB (6・15) 定 b

において誤差 2% 8 b/t孟O.2 t/R孟O.。5孟b/a孟 1. n
u
 

〆，‘、

未満)

ここで，

057{1+μ (t/R)O.3} F1A=1+0. FT IA， 

(6・16) x A 2 ta n { ( r / 2 )え }/μ

(6・17)

o 1 5 { 1 +μ (t/R)O.3} 

x A 2 ta n {( r /2)λ}/μ 

F)B， F1B=1+0. 

だ円形き裂の応力拡大係数を求める具体的方法5 3 6 

1 5 以上の近似式を用いて応力拡大係数を求めるフローチャートを図 6

引張りまたは曲げを受ける丸棒中に存在• 15の手順により，図 6に示す.

する任意のだ円形き裂の応力拡大係数を実用上十分な精度で求めることが

できる.
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s/R主主 O. 8 s/R<O. 8 

Kじ→EQ.(6・7)
KrB → EQ. (6・7)

→ EQ. (6・8)
K九→EQ.(6・9)

A

B

 

T
I
T
I
 

F

F

 

F~ IA 

， F1B 
EQ. (6・16)

→ EQ. (6・17)

図 6・15 応力拡大係数を求めるフローチャート
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6 ・4 結び

仮想境 界に 連続 的に 分布 させるべき集中力を境界の外側に作用する有限

個 の 集中力で代表させる方法を引張りまたは曲げを受ける丸棒に存在する

だ円形き裂(フィッシュアイ 〉の問題に応用し高精度の応力拡大係数を求

めた. この結果以下のことがわかった.

( 1 )引張りまたは曲げを受ける丸棒に存在するき裂の応力拡大係数は，

き裂形状が円形の場合 t r/R豆O. 1 t s/R豆O.8 で あ れ ば 丸 棒 面 境 界

の影響をほとんど受けず，無 限体中に存在する円形き裂の応力拡大係数で

よく近似される.

( 2 ) 形状パラメータが s/R孟O. 8 (t /R孟O. 2 )の場合も応力拡大

係数の値が容易に得られるように近似式を与えた.

( 3 )この問題の解析により， き裂が内部に存在する問題に対しても有限

個の集中力で合力境界条件を満 足 さ せ る 方 法 が 有 効 で あ る こ と が 示 さ れ た.
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H封 けf まアこ Cま巨目玉三三 位13 ~アを三ァ 至芸E

~:rる出ヨ Cゴf 言式底会 J守 Lこ司字 ぞE す一る 斗μ

アご Pヨヨ乏在百き差是 α〉応ミプヨま広ブミこイ系委文

7 ・1 まえがき

セラミックスは脆性材料であるため，強度を評価するパラメータとして

破壊靭性値が重要である.比較的簡便な破境靭性値の評価法として， M en 

diratta らは， 1 1 F法 (41)を提案している. これは， 曲げ試験片の中央部

にヌープまたはビッカース圧子 を 押 し 付 け ， 半 だ 円 形 の 表 面 き 裂 を 生 成 さ

せ，曲げ荷重と表面き裂の大 き さ か ら 破 捜 靭 性 値 を 求 め る も の で あ る . こ

の方法では，半だ円表面き裂を有する曲げ試験片の応力拡大係数が必要で

あ る .曲げ荷重の実際的な負荷方法は， 三 点曲げまたは四点曲げであるた

め， 三 点曲げまたは四点曲げの場合の応力拡大係数が必要となる. しかし，

半だ円表面き裂を有する曲げ試験片の 三 点曲げまたは四点曲げの応力拡大

係数の 解 析 例 は な い よ う で ある.

そこ で第 7章では，有限個の集中力による体積力法を用いて， J 1 Sフ

ァインセラミックス曲げ試験方 法 (JIS R1601) の試験片(図 7

• 1 )の中央部に， .図 7 ・2に示すような 半 だ円 表 面き裂が存在するとき

の 三 点曲げまたは四点曲げの応力拡大係数を求めた. さらに， 三 点 曲 げ ま

たは四点曲げの応力拡大係数が純粋曲げを受ける無限板の応力拡大係数で

どの程度近似されるかを調べ，応力拡大係数の近似式を与えた.
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図 7 ・ 1 J 1 Sファインセラミックス曲げ試験片
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2t 

図 7 ・2 試験片中央部に存在する半だ円表面き裂
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7 ・2 解析理論

解析 方法は体積力法である.解析する問題は図 7 ・ 1の試験片の中央部

に図 7 ・2に示す半だ円表面き 裂が 存在 する とき のも ので ある .特 に図 7

・ 1において d→O の場合は 三 点曲げの問題となる.問題を図 7 ・3( a ) 

の周期荷重を受ける無限板， 図 7 ・3( b )の純粋曲げを受ける無限板， 図

7 ・3( c )のき裂となる面に体積力対が作用した無限体， さらに図 7 ・3

( d )の試験片の自由表面となるべき面を分割し各区間の外側に有限個の集

中力が作用した無限体の重ね合わせとして解析した.

( 1 )周期集中荷重を受ける無限板

図 7 ・3( a )のように有限厚さの無限板に周期的に荷重を作用させる.

このとき無限板に生ずる応力は， 二 次元問題として取扱うことができ，周

期的に 作 用 す る 集 中 力 を フ ーリエ級数に分解し，無限板に余弦波状の応力

が作用 す る と き の 解 を 用 い ることによって求められる (42)

( 2 )純粋曲げを受ける無限板

無限板に作用する周期荷重によって端聞に生じる曲げモーメントを Mb

(Mb は 数値計算によって求めた ) と す る と き ， 図 7 ・3( b )のように -Mb

を加える.

( 3 )き裂面に作用する集中力対

無限体 中 の き 裂 と な る べ き面 [図 7 ・2， 図 7 ・3( c ) ]の分割は. 図 7

・4に 示すように，半径方向に Nk. 分割を行う.そしてき裂面にそって引

張りの標準型集中力対を分布させた. また，図 7 ・4中の点線で示される

区間にも， き裂の区間と対称になるように同じ重みの体積力対を分布させ

た. これはき裂面が曲げ試験片の自由境界と交わる点付近の境界条件を良

好にするためである.

ここでは応力拡大係数を精度よく求めるため，各区間に分布させるべき

体積力対の密度 φ(f，η) を(重み)x (基本密度関数)という形に仮定する.

f， T})μ1-(引2_(すr (7・1) 
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ここで， 1 -(引2- ( ~ r の項は無限体に 一個のだ円状き裂がある問題

を体積力法で表現するときの， き裂面に分布させるべき体積力対のパタ ー

ン で あり，本解析の基本密度関数である . W(f，η) はその密度関数に掛

けるべき 重 みで，本解析では，各区間ごとに 一 定とした. そ の 値 が 境 界 条

件から定まる未知数である.

( 4 )試験片の外側に作用する有限個の集中力

図 7 ・3( d )に示すように，無限体中に想定した，試験片の自由表面と

なるべき仮想、境界を長方形要素に分割し，各区間の外側に集中力を作用さ

せる.

(1 )---(4)を重ね合わせて解を求める訳であるが， き裂面の体積力対の

重み W(f，1l) および試験片の外側に作用させるべき集中力の大きさは，

き裂面の各分割区間の中点の応力境界条件および試験片の表面の各分割区

間 の 合力境界条件が同時に満足されるように決定した. そのときき裂前縁

C点、の応力拡大係数 K1は， その区間の重み Wc を用いて次式から求められ

る.

B- (1-2ν) 
I=2イK.b Wc 4 ( 1 -ν ) (7・2) 
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7 ・3 計算結果および考察

計算結果において応力拡大 係 数 を 無 次 元 化 す る 際 に 用 い た σB は，次式

で定義される.

σB=3M/W2 t (7・3) 

ここで， Mは 試 験 片 に 作 用 させる曲げモーメントで，純粋曲げでは遠方で

作用させる曲げモーメント，三 点 曲 げ で は M=PS/4 となり，四点曲げ

では M=P(S-d)/4 となる.

7 ・3 ・1 計算結果の精度の検討

本解 析 に お い て ， 誤 差 の 生じる主な原因は，次の 二 つである. 一 つは，

試験片表 面 の 境 界 条 件 を 満 足させている長さ〈境界分割長さ ) L1I が 有 限

であることであり， もう ー は，連続的に満足されるべき境界条件を有限個

の応力 境 界 条 件 も し く は 合 力境界条件に置き換えていることである. 図 7

・5は， 三 点曲げおよび四点 曲げにおける応力拡大係数に及ぼすW/Lzの

影響を示している. また， 図 7 ・6は，応力拡大係数とき裂の半径方向分

割数 NIt. との関係を示している. これらの結果に基づき，応力拡大係数の

計算に当たっては I Lz/W>3しI N It.= 1 0， 1 2 のときの値を用い外そう

によって厳密解を推定した.

7 ・3 ・2 無限板に存在する表面き裂の F~

曲げ試験片(角柱)の問題において t→∞とすれば，無限板の問題となる.

表 7 ・1は，純粋曲げを受ける無限板に存在する表面き裂の場合について，

本解析 結果と石田らの結果ω ， 白鳥らの結果 (43)および Newmanらの結果 (44)と

を比較したものである . b/W孟o.4 ではそれぞれと比較的よく 一 致 し て

いる〈本解析の曲げ試験片の結果は全て b/W孟O.4 である). 
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表 7 ・1 純粋曲げを受ける無限板に存在する半だ円表面き裂の F~

(F~=K~/ σBイ五百， σ B=3M/W2 t，ν=  o. 3) 

o. 0 o. 2 0.4 0.6 

0.5 
0.890 0.675 0.491 0.299 
0.885(24) o. 670(24) 0.482(24) 0.286(24) 

0.835 0.625 o. 437 o. 240 
0.6 O. 632(43) O. 441 (43) O. 241 (43) 

O. 62144) O. 442(44) 0.237(44) 

O. 75 
0.761 0.560 0.374 O. 182 
O. 761(24) O. 562(24) 0.377(24) O. 187(24) 

0.657 0.477 O. 294 O. 113 

1.0 
O. 659(24) 0.478(24) 0.303(24) O. 124(24) 

0.47143) O. 306(43) O. 120(43) 

O. 472(44) O. 307(44) O. 132(44) 

<2D:Isida et al.. <<3):Shiratori et al.. <<D:Newman and Raju 
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7 ・3 ・3 J 1 Sファインセラミックス曲げ試験片に存在する表面き

裂の F~

表 7 ・2および図 7 ・7に， き裂の最深点 Cにおける無次元化した応力

拡大係数を示す. また，表 7・2には t Newmanらの結果 (45)も示している.

四点曲げの応力拡大係数と純粋曲げの応力拡大係数との差は見られないが

三 点曲げの応力拡大係数は純粋曲げの応力拡大係数より 2---3 %低いこと

がわかる.

7 ・3 ・4 無限板に存在する表面き裂の応力拡大係数との比較

図 7 ・8は，純粋曲げの場合 の 曲 げ 試 験 片 の 応 力 拡 大 係 数 と 無 限 板 の 応

力拡大係数との比を示したものである. この図より t o. 5 ~五 b/a 豆 1. 0 

のとき b/W孟o.2 であれば，曲げ試験片の応力拡大係数は無限板の応力

拡大係数でよく近似されることがわかる〈誤差 4%未満). 四 点 曲 げ の 応

力拡大係数と純粋曲げの応力拡大係数との差はみられないので， 四点出1げ

を受ける曲げ試験片の応力拡大係数も純粋曲げを受ける無限板の応力拡大

係数で同様に近似される.

7 ・3 ・5 応力拡大係数の近似式

以上で 求 め た 結 果 を 基 に ，三点曲げまたは四点曲げを受ける J 1 Sファ

インセラミックス曲げ試験片に存在する半だ円表面き裂の最深点 Cの応力

拡大係数の近似式を求めた.

三 点曲げ;

K?=αK / PU.TE 

α==0.982+1.1).3/μ 

四点曲げ;

K?=βK / PLATE 

β==1+0. 5λ2/μ 

(7・4) 

(7・5)

(7・6)

(7・7)
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表 7 ・2 J 1 Sファインセラミックス曲げ試験片〈図 7 ・1)の F1

(F1=K1/σB σ8=3P(S-d)/4W2 t，ν=0. 3) 
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式 (7 ・5)， (7 ・7)において

λ=b/W，μ=b/α (7・8) 

ま た 式(7 ・4)， (7 ・6)の KI PLATE は，純粋曲げを受ける無限板に存在

する半だ円表面き裂の応力拡大係数で，石田らによって次のように 与 えら

れている ω(式(4 ・9)参照}. 

KI PI A.TF ー

・4二二 -σ J，FJ，+a~F~ 
7Cb 

式(7 ・9)における σ2.σ2の値は次のようになる.

σT= 0 

8_  _8  σp=σ 

(7・g)

(7・10 ) 

(7・11 ) 

式(7 ・4)， (7 ・6)の誤差は， o. 5孟b/a孟 1. 0 のとき ， a/ t孟

o. 6であれば 1.5%未満である.
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7 ・ 4 結び

仮想、境界上に連続的に分布させるべき集中力を境界の外側に作用する有

限個の集中力で代表させる方 法を半だ円表面き裂を有する曲げ試験片(J 

1 Sファインセラミックス曲げ試験片)の 三 点曲げおよび四点曲げの問題

に応用し高精度の応力拡大係数を求めた. その結果以下のことがわかった.

( 1 )四点曲げの応力拡大係数と純粋曲げの応力拡大係数との差は実質上

見られないが， 三 点曲げの応力拡大係数は純粋曲げの応力拡大係数より 2

，.....， 3%小さい値となる.

( 2 )実用に共するように半だ円表面き裂を有する J 1 Sファインセラミ

ックス曲げ試験片の 三 点曲げおよび四点曲げの応力拡大係数の近似式を示

した.

( 3 )第 6章までで解析した問題は自由境界面がいずれも曲面であったが，

この問題の解析により， 自由境界面が平面である問題に対しても有限個の

集中力で合力境界条件を満足 さ せ る 方 法 が 有 効 で あ る こ と が 示 さ れ た .
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穿?; B 結 言命

本論文は，数値計算による応力解析法の中で最も高精度な解析法である

体積力法の汎用化を目的として， これまで境界上に連続的に分布させてい

た集中力を有限個の集中力で代表させる方法を提案し，計算量を大幅に減

少させることによって高精度の解を短い計算時間で求めることを可能にし

た. この方法を用いることによって， これまでは計算時間の短縮のために

問題ごとに専用のプログラム を必要としていた複雑な三次元問題も.汎用

化されたプログラムによって実行可能な計算時間で解を求めることが可能

となる.

まず， この連続的に作用させていた集中力を有限個の集中力で代表させ

る方法について検討した結果，以下の結果が得られた.

( 1 ) こ の 方 法 は ， 計 算 が簡単な通常の応力法，即ち分割された区間の

中点の応力値を境界条件とする方法と計算量がほぼ等しく，計算精度は，

境界上 に 集 中 カ を 連 続 的 に 分布させ各区間の合力境界条件を満足させる方

法に匹敵する.

( 2 )集中力の位置に関して，切欠き問題では，分割区間の長さ cと集

中 力 と境界との距離 hとの比 c/h は 0.5---0.7が最適である. また，

切欠き問題では，切欠き底での分割区間の長さは，切欠き半径の 4分の l

以下であることが必要である. き裂問題では ， c/h の値は 1. 5程度が

最適である.

さらに， この方法をいくつかの実用上重要な問題の解法に応用し，以下

の結果が得られた.

( 3 )内圧を受ける円筒の内面に存在する半だ円表面き裂の解析を行い，

高精度の応力拡大係数の値を得た. また， この応力拡大係数の値を半無限

体に存在する半だ円表面き裂の 応 力 拡 大 係 数 お よ び 平 板 に 存 在 す る 半 だ 円

表面き裂の応力拡大係数で近似したときの誤差を調べ， 円筒の厚さ tと内

半径 R;との比が t/Ri孟o.4 で あ れ ば ， 平 板 に 存 在 す る 半 だ 円 表 面 き 裂

の応力拡大係数でよく近似さ れることを示した. さらに，実用に便利なよ

うに応力拡大係数の近似式を提案した. この問題の解析により， き裂面と
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自由境界面とが直線的に交わ る 問 題 に 対 し て も 有 限 個 の 集 中 力 に よ る 方 法

が有効であることが示された.

( 4 )引張りまたは曲げを受ける円筒の外面に存在する半だ円表面き裂

の解析を行い，高精度の応力拡大係数の値を得た. また， この応力拡大係

数の値を平板に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数で近似したときの

誤差を調べ， 円筒の厚さ tと内半径 R.との比が t/R;孟o.4 の範 囲に お

いて， き裂深さ bとき裂長さ G との比が O. 5孟b/a亘1.0 で， き裂深さ

bと円筒の厚さ tとの比が b/t孟O.6 であれば，平板に存在する半だ円

表 面き裂の応力拡大係数でよく 近 似 さ れ る こ と を 示 し た . さらに，実用に

便利なように応力拡大係数の近似式を提案した. この問題の解析により，

き裂面と自由境界面とが曲線的に交わる問題に対しても有限個の集中力に

よる方法が有効であることが示された.

( 5 )引張りまたは曲げを受ける丸棒に存在するだ円き裂の解析を行い，

高精度の応力拡大係数の値を得た. また， き裂形状が円形の場合に対し，

この応力拡大係数の値を無限体 に 存 在 す る 円 形 き 裂 の 応 力 拡 大 係 数 で 近 似

したときの誤差を調べ， 円形き裂の半径 rと丸棒の半径 R と の 比 が r/R

孟O. 1のとき， 円形き裂の中心と丸棒の中心との距離 sと の 比 が s/R孟

O. 8 であれば，丸棒面境界の影響をほとんど受けず，無限体に存在する

円形き裂の応力拡大係数でよく近似される. 半無限体に存在するだ円き裂

の応力拡大係数で近似したときの誤差も示した. さらに，実用に便利なよ

うに応力拡大係数の近似式を提案した. この問題の解析により， き裂が内

部に存在する問題に対しても 有 限 個 の 集 中 力 に よ る 方 法 が 有 効 で あ る こ と

が示された.

( 6 )三 点曲げまたは四点 曲 げ を 受 け る 曲 げ 試 験 片 に 存 在 す る 半 だ 円 表

面き裂の解析を行い，高精度の応力拡大係数の値を得た. また，実用に便

利なように，応力拡大係数の近似式を提案した. さらに，三点曲げを受け

る曲げ試験片に存在する半だ円表面き裂の応力拡大係数は， き 裂 を 含 む 断

面 に おける応力分布が直線分布であると仮定して求められる応力拡大係数

よりほぼ 3%低い値となることがわかった. この問題の解析により， 自由

境界面が平面である問題に対しても有限個の集中力による方法が有効であ
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ることが示された.

( 7 )以上の実用上重要な問題の解析を通して，本論文で提案した有限

個の集中力で境界条件を満足させる方法の有効性が示された.
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[付録 1] 無 限体に作用する集中力による応力場

141 

無限 体 中 の 一点 (Xo， Yo， Zo) に P ， Q， R な る 集 中 力 ( そ れ ぞ れ

X ， Y， z方向とする)が作用 す る 場 合 の 任 意 の 点 (X ， Y， z) に生じ

れている.

る応 力の成分 σ?J'σ?j， σ?Jなどは Ke 1 v i n(19)によって次のように与えら

r (1-2ν) . 3 (x-Xo)2 1 
σt=-B(x-xo){、 3+5 ト

r (1-2ν) 3(y-yo)什
σ ~=B(x-Xo)t 、 A3 ー r 5 ト

r (1-2ν) 3(z-zo)2 1 
σ ~=B(x-Xo)i 、 A:J-r5 ↓

1> 
" 

T'¥ 
( X - X 0) (y -y 0) ( z -z 0) 

τ九=-3B
r5 

r (1-2ν) . 3 (x-xo)2 1 
rtx=-B(z-zo){r3+r5 ト

r ( 1 -2ν) .3(x-xo)21 
r~y=-B(Y-YoH 句+ ....， ¥"'" ~~ UI ~ 

l r V r" 1 

r ( 1-2ν) 3 (x-xo)2 1 ，..，. 
σ~= B (y -Y 0) i ¥ ~ r; -I ~ ¥ J~ r 5-~ UI  fO 

r (1-2ν) . 3(y-yo)2 1 
σ~=_ B (y -YoH '4 -: - I + 長}

l r v r" J 

σ?=B(y-yo)((1一?ν) 3(zfo)2jQ 

Q
 

、l
t
l〉
『

l
l
J

Y
一

二
sr

y
一

つd
一+

 

ν
一

。ム一
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一一

r
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』
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B
 

一一
Q
y
 

fι 

" ~ ~ (X - X 0) (y -y 0) (Z - Z。)ハ
r乙=-3B r5 ~ 

- - . ‘r (1-2ν) . 3(y -yO)21 ....... 
rjy=-1::5(x-Xo)i r3 -r r5 r~ 

(A 1・1) 

(Al.2) 

(Al.3) 

(A 1・4)
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R_  n I 、r(1-2ν) 
σ:;=t:nz-Zo)l r

3 

3 (x戸 0 ) ~}R

(Al.5) σ~=B(z-zo) {J 1-3) 3(yy)2jR 

r ( 1 -2ν) . 3(z-zo)21 
σ?=-B(z-zo){ ぬ+-. 

-ト
L r v r" J 

r (1-2ν) . 3 ( Z -Z 0)2 1 
r fz=-B(y-yo){3+5}  

( A 1・6) R
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-
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E
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D 1""¥ T"¥ 
(x -x 0) (y -Y 0) ( Z - z 0) 

r~y=-3B 
r5 

上記の式において

ν
 

'
E
A
-
-
E
i
 

一Z一。。一一B
 

(A 1・7)

r=、/(x -x 0) 2+ (y -y 0) 2+ (z -Z 0) 2 (Al.8) 
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図 A 1 ・1 集中力による応力
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[付録 2] 無限体に作用する集中力対による応力場

無限休中の一点 (Xo， Yo. zo) に S， T， U なる集中力対(それぞ

れ X ， y， z方向とする〉が 作用する場合の任意の点 (X， y， z) に生

じる応力の成分 σ?J， σ?J， σYJ などは無限体に作用する集中力の解 (19)

[付録 1]を微分することによって次のように求められる.

σ~=BfJ1 一 ?ν)+6(1 +ν) (X-XO)2 
L r叫 r"

1 5 (ケ~}s

(A2・1) Sイ2(7) 6ν (X-Xo)2+3 (Z-zo)2 

r 5 
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r' I 
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z
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(A2・4)

(A2・5) 

(A2・6)

(A2・7)
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r=イ(X_XO)2+(Y_YO)2+(Z-ZO)2 (A2・8)
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図 A2・1 集中力対による応力
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無限体に作用する引張りの標準型集中力対による応力場[付録 3] 

なる引張りの標準型集Z Y に Xz 0 ) y 0 ， ( x 0 ， 無限休中の一点

( x ， が作用する場合の任意の点z方向とする)y (それぞれ x，中力対

などは無限体に作用する集σz . 
I J 

y συ に生じる応力の成分 σi，z ) y， 

を組み合わせることによって次のように求め中力対の応力の値[付録 2] 

られる.

v B( 1 -2ν) I 1 . 6(x-xo) 2 
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‘ 一 一

( 1-ν) r 3 r 5 
(A3・1) 

-15(x-1)ア

v σy 

~. B(1-2ν ) I 2( 1 -ν) 3(1-2ν )(Y_YO)2 
σ.;= ~一

. ( 1 -ν ) I r3 r5 

1 5(z ーで)戸 -XO) ~}x

v 3B (1-2ν )(Y-YO)(Z-Z。)I (1-2ν) 
r;z= 1. ~ 

( 1一ν) I r 5 

-5(XL叶
v 3B (1-2ν )(Z-ZO)(x-x。)I 1 

r .; 
X = I • ~ --c;-

( 1 -ν) I r ~ 
(A3・2)

(プ~}x

v 3B (1-2ν) (x-xo) (y-Yo) I 1 
r;y= 

11  ..¥ i一τ( 1 -ν) I r ~ 

X
 

、I
l
l
l

、ril
l
J

。，--

、、‘.，，，-。u-
X
一二

7r

x
一

f
s
t

、-

p
h
d

一一



149 

B( 1 -2ν ) J 2(1 -ν) 3(1-2ν )(Z-ZO)2 

( 1ー ν) I r3 r5 

Y σx 

1 5 (ペゲY0) ， } Y 

Y
一

二
H

Y
一

ρ
O
一+

 

1
一ρ

F
I
l
l
-
J

、lli--、

ν
-
1
I
 

ワ臼

一

ν

一
一
一

B
一一一σ

 
CA3・3)

Y
 

、，l
1
'
i
、rl'BIle

-‘

-

‘、，，，
，目。u-Y

一
一一
7

y
一r

，，『‘、、-

Fhυ

一

'
E
A
-

-
σy_ B(1 -2ν LJ ~ ( 1-ν) 3(1-2ν )(X-XO)2 

一 ‘
( 1一ν) I r3 r5 

1 5 (yーで:(Z-zo)'}Y

r~ ，. =lB (1-2ν )(Y-Yo)(z-zo) I 1 
( 1一ν) I 

Y
 

、ll
l

、rl
l
J

。，--
、、，
a''

国

n
u
-

Y
一

二
7r

y
一

，，z
‘、、

-

に

υ
一一

v 3B (1-2ν )(z-Zo)(X-X。)I (1-2ν 
r ~ .T = く

( 1-ν ) I r 5 
CA3・4) 

Y
 

1
l
l
i
r
i
-
-
J
 

。，‘一
、、BS''-

n
u
-

Y
一-守，

一一

r

y
一

，，I

、-
に

υ
一

3B (1-2ν )(X-Xo)(Y-Y。)I 1 

( 1 -ν ) I 

Y
 

、El
i
l
、FI
l
-
-
J

。，.-
‘、‘
a''
-

nu
-

Y
一

二
7r

y
一

，，ga
、、-

F
h
υ

一一

r~ xy  

マ B(1-2ν ) I 2( 1-ν) 3(1-2ν )(Y_YO)2 
στ= ~ 
.. ( 1 -ν ) I r3 r5 

-15(z-112(x一川z

3(1-2ν ) (X-XO)2 B(lr!_{竺:ν) CA3・5) 

15(yーづい0)

Z σy 



150 

7 B(1 -2ν) I 1 .6(Z-Zo)2 
σ~== < --+ 

( 1一ν) I r 3 ・ r5 

-15(ケ~}z

ν) (ご-70)(z-zo)(七

5(プ) ~} z

z _ 3B (1-2ν)(Z-Zo)(x-xo) I 1 
( 1 -ν) I 

5 (て，ZO)2}Z

(A3・6)

z _ 3B (1-2ν)(x-xo)(Y-Yo) I (1-2ν) 
( 1-ν) 
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上記の式において
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一
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図 A3 ・1 引張 り の 標 準 型 集 中 力 対 に よ る 応 力
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[付録 4] 無限体に作用する集中力による矩形区間に作用する合力

無限 体 中 の 一 点 (xo， Yo， Zo) にP， Q， R なる集中力(それぞれ

x， Y， Z 方向とする)が作 用する場合の矩形区間 (a， b， 0) ， (a 

-b ， 0) ， (-a ， -b ， 0) ， (-a ， b， 0) に生じる合力の成分

F~ ， F9， F~ などは応力の値[付録 1 ]を積分することによって次のよ

うに求められる. また，積分に用いた公式を[付録 6]に示す.
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叶bj ((17ν ~+1(プ0)~}…y
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F?=j:j:…y (A4.3) 
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イ[J17ν)引 :Rdx
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図 A4・1 集中力による矩形区間の合力
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[付録 5] 無限体に作用する引張りの標準型集中力対による矩形区間に

作 用 する合力

無限体中の一点 (Xo， Yo， Zo) に X， Y， Z な る 引 張 り の 標 準 型 集

中力対( そ れ ぞ れ X ， Y， Z方向とする)が作用する場合の矩形区間(a ， 

b， 0)， (a， -b ， 0)， (一 α ， -b ， 0)， (一 α ， b， 0) に

生じる合 力の成分 F千， Fr， Ff などは応力の値[付録 3]を積分するこ

とによって次のように求められる. また，積分に用いた公式を[付録 6] 

に示す.
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R 

P 
X=1im(P.ε) 

x方向の集中力対 X

y=  lim(Q・ε)

y方向の集中力対 Y

Z R 

P 
z= lim(R .ε) 

z方向の集中力対 Z Y 

x 

( -a ， -b ， 0 ) ( 8 ， -b ， 0 ) 

A 5・1 引張りの標準型集中力対による矩形区間の合力
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[付録 6]積分公式

集中力または引張りの標準型集中力対によって矩形区間に作用する合力

を 計 算するためには， い く つかの積分公式を必要とする . 以下に積分計算

に用いた積分公式を示す.

ド=1…(x-x 0) 

j dx= (x-x) 
一
r3 {(Y-YO)2+z02}r 

j d x=(x-x)f lー (X-X 0) ---
{(Y-YO)2+Z02Pl r 3 r3 

j dx= (x-x) 
一
r7 5{(Y-Yo)2+z02}r5 

+ 4(X-XO) i 1 ( X-XO) ~1 
5{(Y-YO)2+Z02Pl r 3 r3 J 

(A6・1) 

(A6・2)

(A6・3)

(A6・4)

式 (A 6 ・1) ~ (A 6 ・4)は ， X=(x-xo) ， c=(Y-YO)2+Z02 と

置くことによって，数学公式 1(46)の p. 1 1 1より求められる.

j (x-x)dx1  
~一一 (A6・5) γ叫 γ

JJX -X 0) dX 1 
5 一一一~ (A6・6)。r3

jh)dx 1 
7 =一一一一τ (A6・7)

5 r 5 
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式(A 6 ・5) ，_ (A6 ・7)は ， X =(x-xo) ， c=(Y_YO)2+Z02 と

置くと ， XdX=rdr となり簡単に求められる .
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式(A 6 ・8) ，_ (A6 ・10) は， X =(x-xo) ， c=(Y_Yo)2+Z02 と

置くこ とによって，数 学 公式 1(46)の p. 111より求められる.
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式(A 6 ・11) ，_ (A6 ・21) は， X =(x-xo) ， c=(Y_YO)2+zo2 と

置き， tan(J=三
z。 と置くことによって，簡単な 三 角関数の積分

となり求められる.

ここで，
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