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1 - 1 柔軟宇宙構造物の弾性振動制御
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現在計画中の宇宙基地計画や近年の人工衛星にみられるように， 宇宙構造物は

ますます大型化の傾向にある. これらの構造物は， ロケットの打ち上げ能力や打

ち上げコストの制約から， できる限り軽量であることが望まれる. その結果， 構

造物は非常に柔軟性が高くなるが， 一方でミッシ ョ ンを達成するためには， 姿勢

や振動を高精度に制御しなければならない . したがって， それらの塑性振動を能

動的に制御することが必要になる.

さて， このような柔軟構造物は無限の振動モードをもっ分布定数系であり， そ

の運動は偏微分方程式により支配される. したがって， そのままでは取扱いが困

難であるが， 次のいずれかの方法により常微分方程式のように取り扱うことが可

能となる.

1 . 関数空間の概念に基づく方法

2. 有限次元の近似モデルをつくる方法

1 . の方法は， 関数空間という抽象空間を導入する応用数学的な手法である[1，

2. 3] . 偏微分方程式は， 半群理論または作用素論を用いて， Hilbert空間における

常微分方程式やL 2 _空間での作用素微分(または積分)方程式として表現される.

この方法は理論休系が整然としており， 可制御性， 可観測性や解の連続性， 唯一

性を証明するのに適している. しかし一方で， 理論展開の途中には多くの仮定が

設けられており， 対象物の構造と数式内の各項が直接結びつかないほどに抽象化

されているために， 実際の構造物への応用は容易ではない . それに対し2. の方

法は， 構造物の物理的な特性を考慮して有限次元のモデルをつくる工学的に取扱

いが容易な方法である. 有限化の際に近似誤差を伴うが， 物理系との関連が深く

実用的なので， 実際に多くの制御系の設計において用いられる. 本論文において

も， 2. の方法に沿って研究を進める.



有限次元の近似モデルは以下の過程により作成される. 変数分離法の一種であ

るモード展開法により， 偏微分方程式は各モードの運動を支配する連立の常微分

方程式として表現される. ただし， 柔軟宇宙構造物は無限の振動モードをもつの

で， そのままでは無限個の連立常微分方程式となる. そこで， 考慮モードが有限

となるように， モードを打ち切らねばならない( :モードのトランケーシ ョ ン) • 

この時， 考慮されるモードをモデル化モード， 無視されるモードを非モデル化モ

ードと呼ぶ. モードのトランケーシ ョ ン規範としてはいくつかあるが(Hughesら

[4)) ， 一般に高周波モードが非モデル化モードとして扱われることが多い. その

根拠として， 高周波モードほど振幅が小さく外乱とみなせること， さらに制御系

によって励起されにくいことがあげられる. なお， 高周波モード以外のモードが

非モデル化モードとして扱われる場合にも， モード次数の再番号付けをすること

により， 高周波モードが無視される場合と問機に扱うことができる.

その結果， 柔軟宇宙構造物の運動方程式は有限個の連立常微分方程式により表

現できるが， 市IJ 1卸系の設計段階では， 次の理由によりモデルをさらに低次元化せ

ねばならない.

o on- board制御の必要性

柔軟宇宙構造物に俗載されるコンピュータは， 小型 ・ 軽量でなければなら

なく， しかも非常に短時間で計算を終えねばならない. したがって， モデ

ルの次元は小さいほど望ましい.

0 同定の困難性

高周波モードに対する状態量の推定やシステムパラメータの同定は容易で

はなく， できても精度が悪い.

低次元化の結果， 制御の対象となるモードを制御モード(control led mode) ， 

低次元化の際に無視されるモードを剰余モード(residual mode)という. また本

論文では， 非モデル化モードと乗IJ余モードをあわせてトランケートモードと呼ぶ.

図1 - 1に無限個のモードの分類を示し， 図1 - 2に偏微分方程式から低次元化

モデルを構築するまでの過程を模式的に示す.

制御系は， 需IJ御モードだけを考j意して設計されるが， 実際にはトランケートモ

ードが閉回路制御系に影響を及ほす. トランケートモードの信号がセンサ出力に

及ほす影響を観測スピルオーパといい， アクチュエータか・トランケートモードに



及ぼす影響を制御スピルオーパという.

柔軟宇宙構造物の磁性振動を能動的に制御しようとする場合， スピルオーパに

より閉回路制御系が不安定になることがある(スピルオーパ不安定現象) • した

がって， スピルオーパ不安定現象をおこさないでしかも優れた制御性能をもっ振

動制御系を設計することが必要である. 以下に， 柔軟宇宙清造物の弾性振動制御

系を設計する際に考慮しておくべき事項を示す.

・ 柔軟宇宙構造物のシステムパラメータ(構造減衰， 固有値など)を地上

での実験により同定することは困難である〈重力， 支持点， 空気などの

影響のため) • したがって， それらの誤差に対して口パストな制御系が

要求される.

・ 構造物には， 固有値が近接したモードが存在する.

・ 柔軟宇宙構造物は， 複数個のアクチュ工ータとセンサを備える多入力一

多出力系であることが多い .
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柔軟宇宙構造物

〈偏微分方程式〉
- 関数空間の概念に基づく方法
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図1 - 2 近似モデルをつくる過程

- 剰余モード
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1 - 2 従来の研究

柔軟構造物の振動問題として， 1 5 0年以上前から曲げ ・ ねじり ・ 縦振動などにつ

いて基礎研究が行われた. その後の1 0 0年ほどの聞は， 古典的な基礎研究結果を任

意形状の構造物に適用するための試みや曲げ ・ ねじり ・ 縦振動が連成する場合へ

の拡張がなされた.

1 960年代にはいり， 現代制御理論が確立されると， 柔軟構造物の振動制御問題

に対しても新しい概念が導入された. なかでも， 1 9 6 8年にSi m 0 nら[ 5 Jによって確

立されたモーダルコントロールの理論は， 以降の研究に大きな影響を与えた. 振

動制御におけるモーダルコントロールとは， 各モードの振動を制御することによ

り， 任意の点、の振動を制御しようとする考え方である〈詳しくは第3章を参照さ

れたい) • 1 9 7 8年にはBalas[6.7Jにより， スピルオーパ( :観測スピルオーパ，

制御スピルオーパ〉の概念が示された. その後今日に至るまで， 柔軟構造物の振

動制御問題はスピルオーパ対策と共に発展してきた.

スピルオーパの影響を除去するための対策としては， 次の三つが考えられる.

く対策1 >制御モードの次数をスピルオーパ不安定となるモードを含むまで

大きくする.

く対策2 >フィルタを用いて観測スピルオーパを除去する.

く対策3 >スピルオーパ不安定とならないような制御則を用いる.

対策1を用いた研究としては， Meirovitchら[ 8. 9 JやHughesら[4]の研究がある.

しかしながら， スピルオーパ不安定となるモードを制御モードに含めるには， そ

の次数をどこまで増加させればよいのかという問題が残る〈固有構造減衰比の同

定が容易ではないことを考慮すれば， 第3章に示すように， 制御系の安定性を保

証するためには全てのモードを制御モードに含めねばならない) • しかも， 1-

1節で述べたon-board制御の必要性や同定の困難性に基づく低次元化の要求とこ

の対策1は相反するものである.

対策2に関連して， 観測lスピルオーパが完全に除去できればトランケー卜モー

ドの極は動かないので， スピルオーパ不安定現象は発生しないことが示されてい

るCBalas[7]，Chaitら[1 0]) . そこで観測スピルオーパを除去するために，

Balas[6JやJohnson Jr. [llJは周波数領域のフィルタを用い， Meirovitchら[9. 1 2. 



1 3 ]は空間領域のフィルタであるモーダルフィルタを用いた. しかし， ある周波数

領域の信号を完全に遮断できるような理想的な周波数領域フィルタは存在しない

し， モーダルフィルタを構成する際に必要な分布センサ( :全ての点での変位ま

たは速度などを測定できるようなセンサ〉の実現は容易ではないので， 観測スピ

ルオーパを完全に除去することはできない.

対策3の考え方に基づいた研究としては， DVFB(Direct Velocity Feedback)制

御;去を用いたBalas[6.14]やAr b e 1ら[1 5]の研究， IMSC (1 ndependent Moda 1 Space 

Control)法を用いたMeirovitchら[8.9.12，13.16]の研究， MESS(Model Error 

Sensitivity Suppression)法を用いたSesak[17]の研究， LAC/HAC (Low Author i ty 

Control/High Authority Control)法を用いたれbr u nら[ 1 8， 1 9 ]や土屋ら[2 0 ]の研

究などがある. 0 V F B制御法は， 閉回路市l御系の安定性を保証できるが， アクチュ

工ータとセンサをcolocateしなければならないという拘束があり， しかも各モー

ドの減衰比はcolocationの位置で決まってしまうために優れた制振性能を達成す

ることは困難である. I M S C �去を行うには， 分布アクチュエータと分布センサが必

要であるがいずれも実現が困難であり， また第3章に示すように， 点、に作用する

ポイントアクチュエータ/ポイントセンサを複数個用いて分布アクチュ工ータ/

分布センサの代わりに用いても， 制御スピルオーパ/観測スピルオーパは除去で

きない . M E S S法では， 制御モード以外にいくつかの剰余モードについては安定性

を保証できるが， 残りの多くの卜ランケートモードの安定性は依然として保証で

きない . またLAC/HAC法は， 0 V F B制御に基づくLACとモーダルコントロールに基づ

くHACの組み合わせなので， その安定性はLA CとHACのゲイン比ならびに構造物のも

つ固有減衰比に依存する. すなわち， 0 V F B制御により付加される安定度と固有構

造減衰比による安定度がモータルコントロールを行う際にスピルオーパにより引

き起こされる不安定度より大きいようなゲイン比であれば， LAC/HAC制御系は安定

となる. しかし， 高周波モードの構造減衰比の同定は困難なので， 閉回路市IJ御系

が安定であるために必要なゲイン比を決定することは容易ではない(第5章を参

照されたい) • 

以上のように， 対策1"-'3を用いて柔軟宇宙構造物の弾性振動制御系を設計し

ても， スピルオーパの影饗を完全に除去することはできない .
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1 - 3 本論文の目的と各章の構成

これまでに， 観測スピルオーパと制御スピルオーパが共に存在する場合には，

分離定理が成立しなくなるために， 特性根の位置が設計した位置から動くことが

Balas[7]やC h a i tらい0]により示されている(付録1を参照) • しかし， その場合

の特性根の挙動を調べた研究は少なく〈特に非モデル化モードに対して) ， どの

ような条件下でどのモードがスピルオーパ不安定となるかを解析的に示した研究

はない. さらに， 柔軟宇宙構造物に対してスピルオーバ不安定現象を起こさない

ような部性振動制御系を設計する手法は確立されていない.

そこで本論文は， 次の二つの目的のために行ってきた研究をまとめたものであ

る

第一の目的は， 無限の振動モードをもっ柔軟宇宙構造物の部性振動制御系につ

いて各モードの特性根の挙動を調べ， 閉回路制御系の安定性について検討するこ

とである. そのために， 閉回路制御系の行列式特性方程式を数学的に取り扱い易

い形に展開し， 各パラメータやトランケーシ ョ ン次数が特性根の位置に及ぼす影

響を調べる. 特に， これまであまり注目されなかった非モデル化モードを含む卜

ランケートモードの安定性について検討する. その結果として， 無限の振動モー

ドをもっ柔軟構造物の閉回路振動制御系については， 安定性が保証できないモー

ドが存在することを数学的に証明する.

そこで第二の目的は， 柔軟宇宙構造物に対してもスピルオーパ不安定現象を起

こさない制御系の設計手;去を提案することである. 柔軟宇宙構造物は地上実験に

よるシステムパラメータの同定ができないので， あらかじめそれらの大きさを精

度よく推定することは困難である. 特に， 固有構造減衰比は閉回路制御系の安定

性に大きな影響を及ぼすので， 固有構造減衰比の誤差に対して口パストな制御系

を設計することが必要となる. 本論文では， 柔軟宇宙構造物に対しても閉回路市IJ

御系の安定性を保証でき， かつ優れた制御性能をもっ制御系の設計方法を示す.

さらに， そのような制御系を実際に構成する方法を述べ， その有効性について検

討する.

本論文は， 以下の6章から構成されている.



第1章は序論であり， 柔軟宇宙構造物の部性振動制御を行う場合の問題点、とそ

れに対する従来の研究 ・ 現状を概観し， 本論文の目的と各章の構成について概説

する.

第2章では， 出力フィードパックにより制御される無限次元系の行列式特性方

程式を導出し， 各パラメータが閉回路市l御系の安定性に及ぼす影響を調べやすい

形に特性方程式を展開する. また， 無限次元系に対して特性根の位置を推定する

方法を述べる. なお， ここで示す特性方程式の展開法は， 以降の章においても基

本となる.

第3章では， 状態フィードパックにより制御される無限次元系の特性根の挙動

について調べる. 特に， モーダルフィルタにより状態推定を行う場合のトランケ

ートモードの安定性について検討し， 状態フィードパック制御系では安定性を保

証できないモードが必ず存在するというスピルオーパ不安定化モードの存在定理

を示す.

第4章では， 第3章の定理を裏付けるために， 実験装置を用いて制御効果の検

証実験を行う. さらに， 第3章のスピルオーパ不安定化モードの存在定理におい

て取り扱えなかった場合にも， 実験データをもとに定理の自然な拡張が予測され

ることを示す.

第5章では， 第3章と第4章での結果をふまえて， 無限次元系に対しても安定

性を保証でき， かつ優れた制御性能をもっ制御系の設計方法を示す. シミュレー

ショ ン計算と実験により， 制御系の特徴と構成方法を検討し， その有効性を示す.

第6章は本論文の結論であり， 各章の内容を総括し今後の課題などについて述

べる.
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2 - 1 はじめに

柔軟構造物に対する能動振動制御系は， 設計法の観点から， 出力フィードパッ

ク制御系とモーダルコントロールの概念に基づく状態フィードパック制御系に大

別できる. 出力フィードパック制御系が出力量そのものから操作量を決定するの

に対し， 状態フィードパック制御系は， 出力量からシステムの状態量を推定し，

それに基づき操作量を計算する. 振動系の状態が完全に推定できれば， 状態〈出

力を含む〉を制御でき， しかも多変数帯1]1担] に適した状態フィードパック制御系が

出力フィードパック制御系より優れている. しかし， 第3章に示すように， 柔軟

構造物を状態フィードパックにより制御する場合には， 状態の推定が不完全なた

めにスピルオーパによる不安定現象が発生することがある.

そこで本章では， 無限次元の柔軟振動系を出力フィードパックにより制御する

場合の振動制御特性を調べる方法について検討する. まず， 複数個のアクチュエ

ータとセンサを備える閉回路制御系の行列式特性方程式を導出し， 各パラメータ

が閉回路制御系の安定性に及ほす影符を調べやすい形に特性方程式を展開する.

次にその展開式を用いて， 安定性のための十分条件のーっとして知られている

colocation条件の数学的表現について考える. さらに， 無限次元の振動制御系に

ついて根軌跡を描く方法を述べる. また議論の適用範囲を拡張するために， 多次

元の横振動が生じる場合， 固有値が重複する場合， アクチュエータ/センサがあ

る有限領域に作用する場合， の取扱い方法を示す. なお， 本章で示す特性方程式

の展開法は， 第3章以降においても理論展開の基本である.

本章の内容は， 日本航空宇宙学会のTransactionsに掲載されたもの[2 1] ， シス

テム制御情報学会論文誌に掲載されたもの[2 2 ]に基づいている.



2 - 2 閉回路制御系の記述と特性方程式

柔軟構造物は分布定数系であり， その運動は次のような偏微分方程式により支

配される[2 3] . ただし， 柔軟構造物の固有構造減衰は微小なので無視しているが，

これは固有減衰をあらかじめ精度よく同定することは困難なので， 固有減衰をO

として安全側で制御系を設計することを考慮したものである.

L [w (z. t)] + m (z) 
θ

2
w(z，t) 

δt
2 

= f (z. t) ( 2 - 1 ) 

境界条件:

B . [w (θD. t) ] = 0 ( i = 1 . …. n) δD :境界 )
 
qt

 
《J，‘，，EE‘、

L :線形自己随伴微分作用素

w (z. t) :領域D内の点zの時五IJtにおける振動変位

m (z) :分布質量

f (z. t) :分布告IJ御力

B i
:線形微分作用素

である. ただし， (2 - 1 )の方程式系では取り扱えない柔軟構造物の振動問題も数多

くあることを付け加える. 191Jえば， [ 2 4]などである.

( 2 - 1 )式における振動変位w(z. t)は展開定理:

00 

w (z， t) = 芝 中 (z) � (t) 、.z''qd
 

《J'ι，，，‘‘、

によりモード展開できる. (多次元の横振動が発生する場合には， 2 - 7 - 1節

の方;去を参照されたい. )ここに

φ ( z) : r次モードの国有関数

� ( t) : r次モードの規準座標

であり， 固有関数は次の正規直交性の条件を満たす.

j 
D 

m(Z)ゆ (z )φ (z) dD=δ )
 
A『《リ，ι(
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1 0中s(Z)し[φr(Z)l dD=入rδ s )
 
rh.u

 
内，L(

 

δrs:kro n e c k er のデルタ

入r (孟0) : r次モードの固有値

固有値が重複する場合には， 2-7-2節の方法を適用すればよい .

(2 - 3 )式を(2 - 1 )式に代入して， 正規直交性の条件式(2 - 4， 5)を考慮すると， 運動

方程式は次のように無限個の常微分方程式で表現できる.

� (t) +入 王 (t)= 1 φ (z) f (z. t) dz r r r 0 r )
 
EU

 
内，t(

 

r = 1， 2. . . • 

(2 - 3 )と(2 - 6 )式をラプラス変換して， 分布制御量に対する振動変位w (z， t)のラプ

ラス変換を求めると次のようになる.

w (z ， S) = 1 
00 、，ι

vl
 

AV
 

、‘，.，，uvF
 YI

 

AV
 

芝 F (z.S) dz (2 -7) 

o r = 1 S +入

ここに， Sはラプラス変換のパラメータであり， F (z. S)はf (z， t)のラプラス変換

を表す.

ここで， 出力フィードパック制御系として， p個のアクチュエータとq個のセ

ンサを備える図2- 1の閉回路制御系を考える. 各アクチュ工ータと各センサは

それぞれ点に作用するポイントアクチュエータとポイントセンサであり， 次のべ

クトルによりそれらの作用点を表す.

a (z) = [δ( z - z . ) 
T δ( z - z ) ] (2 - 8) 

P 
T 

b (z) = [δ( z - Y 1 ) δ( z - y ) ] ( 2 - 9 ) 
q 

ここに， δ( z )はo i r a cのデルタ関数である. (アクチュエータ/センサがある有

限領域に作用する場合には， 2-7-3節のようにすれば以下の議論を適用でき

る. )センサ出力より， 分布制御量のラプラス変換は

F(Z S)=- a (Z)G(S) j D b(Y)W(Y S)dY ( 2 - 1 0 ) 

となる. ここに， Gはp X qの補償要素行列であり， その(i. j)要素は[GIi j= 

g i jである. 1:こだし， 9 i jはi番目のアクチュエータとj番目のセンサの動特性
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を含む補償要素であり， (2 - 1 0 )式の右辺のマイナスの符号は負のフィードパック

を行うことを意味する.

(2 - 1 0 )式を(2 -7)式に代入することにより， 図2 - 1の閉回路制御系の特性方程

式を次のように導出できる.

cxコ

det { I + 2: 

S +入

争 G (S)} = 0 ‘‘，aE'
 
1

 
1

 
ハ，L(

 

ここに， Iはq X qの単位行列であり， q X Pの行列であるφrの( i， j)要素は

中r (y 
i 
)φ「(z j)である.

( p個〉 (無限次元〉

アクチュエータ 柔軟宇宙構造物

補償要素行列

( p X q ) 

図2 - 1 出力フィードパックを行う閉回路制御系のブロ ック線図

《JL1
 



2 - 3 特性方程式の展開

行列式特性方程式(2- 1 1 ) の各要素はパラメータが結合した無限個の級数和であ

り， そのままでは各パラメータが安定性に及ほす影響を予測することは困難であ

る. そこで， 関連するパラメータをまとめるように(2 - 1 1 ) 式を展開する.

いま， 行予Ij Aを

C幻

A = I 
r = 1 S +入

φ G  (S) ( 2 - 1 2 ) 

とおく. この時Aはq X qの行列なので， 特性多項式の関係[ 2 5 Jを用いれば，

円U1〈一一
aνRH

 

〆大
て乙
・ノ《、豆一

q
E
=

 
'νR

 

+
 

一一、3JA
 

+
 〆't、、《E，au

 
d e t A 、、ノ

LR

'URn

 

-



f\
 

(2 - 1 3 ) 

となる. ここに は， 1 r-J qまでの数字の中からk個の数字を選E 
1 亘 i 1 

<・・・ < i k � q 

ぴq c k個の和をとることを意味する i 1 ・ …， i kは選んだk個の数字を表し， i 1
く…

-hu
 

た2レるあで式T々J
一
7

a，
，弓ーの次-uk

 
のA

 
XYJ
 

一
丁+AU

 
1ノ

パ

.ー

を素

r

r

要

〆rt、、

.
，lJ

A

レい

けれ

のn、リ

た

G
V1

 

土小

φ
 

〉

写ノ

ィ

一
寸J

あ

，
f

でk

て

く

つ

、E，sJ-
a'aJ

 
内d

qu
 司a

'L
 V1

 

AV
 

0・
てL

=内d

，E，、.、uv'
 V1

 

AV
 

---
aBEJ

 

円、uG Vl
 

AY
 

=φr(Y i )j LlJ v (2- 1 4 ) 

と表現すれば， 行列Aのk次の主小行列式は次のようになる.

-
aEEJ

 

山山γVFAV
 

-L首RH

ψ
 LR

 

Uy
 tνRH

 

.
-『BJ

AV
 

d e t A \ノ
'bEH

・bun

-



•

•

 

•

•

 

•

•

 

1

1

 

/\
 

00 C幻

芝 芝
1

 
-

Lun
 

，
.EEJ

 
ー=

 1
 

・
・・EE，

山v
aURH

 

HV'
 

AV
 

φ ， (y， )・. ψ
Jk 'k 'k Jk 

k 
× 円

S 2 +入
nH

 

-
・lJ

内dJV1
 



φ .  (y. ) φ (y. ) 
1 '1 k I 1 

()(コ Eぬ

芝 L 
j_ = 1 j . = 1 

ゆ (y. ) . . .  φ (y. ) 
J k I k 

k 
x [ ψ ψ . J 円 ( 2 -1 5) 

s +入

()(コ ∞ K  
E により， 円

jk=l n=1 S 2 +入 .
をもっ項はk !個存在するので，ただし， 芝

それらの係数の和は

、l''HV''
 

-
-E，J

 

AV
 

uv'
 

AV
 

芝
( j 1・ …. j k ) 1 

••
 
，，J

 

ψ
 1 

1
 

)
 
LR

LA

 

-
-ZE

-
-，，d

 

，
 
.

 

•

•

 

•

•

 

•

•

 

，

.

 

1

1

 

.
，E，

 ..
 
，』J

(
 

nH
 

nuσ
 

Fa
 

，a，‘.目、 ψ J  } 
I k J k 

‘‘盲目，，

'bRH
 

UV'
 
，SEE-、

1 

.
，aEJ

 

AV
 

φ .  (y. ) 
J k I k 

( 2 -1 6 ) 

となる. ここに，
fJ 

E : 、 は(j 1・…， j k )のすべての川貢列について和をとること
、) 1・ ・) k I 

I l' ...， I k 
を表し， s g n( i i )は(j 1・…， j k )が(i 1・…， i k)の偶111貢列の時は+1であり， 奇

J 1 ' ' ) k 

!II�列の時は-1となる. したがって， 行列式の定義より， ( 2 -1 6 )式は

uv'
 

・
・』』J

AV
 

-
aa，J

 

山V、I''uv'
 
，E『‘‘、

』URn

-
・lJ

AV
 'νRH

 

-ψ
 

)
 
、，，.1 

《7'sh，，z・‘、

-
a，E・J

ψ
 'bun

 
'URH

 

uv'
 LA

 

-
-，，J

 

AV
 

‘‘‘，，，
 
』URH

VF'
 
，，，，‘、・

・lJ
AV
 SUR円

山y

aURH
 

と表現できる. さらに(2 -1 7 )式の右側の行列式に対して， 同様な演算を繰り返せ

ば，
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ψ
 'URn

 

山V g 
a 

1 I 1 

g 
a 

1 I k 

芝
1 壬 a <・・・ < a 三五 p 

i 
k

ψ
j k 

1 k 

ψ

… 1 9

1 

g 
a 

k I k I k J 1 

φ φ 

× ‘‘.E，，
 
nMU

 
1

 

《J'L，，zz‘、

LR
 

内d
'L

 
AV
 

)

 LR
 

句。
ヲL，zz，‘、

aURn
 

-
-IJ

 

AV
 

となる. したがってI k > qの時に

VFAV
 

、EE，，uv'
 
，，aE‘、

'νan
 

-
-lJ

 

AV
 

= 0 、‘，，，，《H判以ーハ，L，，z・‘、

LRn
 

v''
 

•••
 
，J

 

AV
 

、‘E，，，
'UERH

 

UVF
 
，，EE‘、

'UR
 

-
-EE，，

 

・φ

k > pの時に

‘‘‘，，，
 内d

守'ι，sg，‘、-
aEEJ

 

AV
 

)

 -
内d

'L
 
，，EE‘、

LRH
 

-
-E，J

 

AV
 

ハV一
一 )

 

《HHV《J'島内，L
，，

 
••

 
‘、

φ ， ( z )… φ (  z ) 

J1 
ak Jk ak 

となることに注意すれば， 特性方不呈式は次のように展開できる

m i n (P. q) 

1 + 芝
k = 1 

( 芝
1 豆 i • <・・・ < i . S a 

l
' " k一 可

芝
1 ;壬j 1 < … くL. � ∞

l' " ) 
k

一

芝
1 � a . <・・・ < 

a. S D 
l ' ， U 

k
ー ド

、‘.，，，uv'
 
，，z，‘、-

-p，J
 

AV
 

、‘EE，，uv'
 sνR川

••
 
，，J

 

AV
 

9 
a 

1 I 1 

g 
a 

1 I k 

'UR
 

UVF
 

AV
 

)
 'νRH

 

uv'
 
，，E，‘、

-bERH
 

'
taJ

 

AV
 

g 
a 

k I 1 

g 
a 

k I k 
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弓O
'L

 
，，aE‘、-

-E，J
 

AV
 

)
 句。

守'ι，，，a‘、
aURH

 

-
aEaad

 

AV
 

× ハU一一一

nH

一

、八

1
一

+

-
ndt

 

一

円、JV

LK
門川
=nH

 

LR
 

弓O
ヲL

LR
 

AV
 EνRH

 

内O
'L

 
AV
 

、‘‘』，，-qt
 

q4
 

(
 

各行列式は， センサ位置における固有関数の値を要素とする行列式( : センサ

行列式) ， 補償要素行列により構成される行列式， そしてアクチュ工ータ位置に

おける固有関数の値を要素とする行列式( : アクチュエータ行列式〉である. 可

制御性の条件， 可観測j性の条件(付録2を参照〉が満たされない場合には， ある

モードに対して， アクチュエータ行列式， センサ行列式が常に零となり， そのモ

ードの特性が変えられないことが展開式からもわかる. また， 次節に示すように，

この展開式を用いれば， colocation条件の特性方程式における表現が明らかにな

る. さらに， 第3章で示すように， 摂動;去の適用が容易になり， 設計パラメータ

と閉回路制御系の安定性との関係を調べる際に有用である.

2 - 4 colocation条件について

特性方程式の展開式(2 - 2 1 )を用いて， colocation条件について考える c 0-

location条件とは， センサとアクチュ工ータを同数， 同位置に配置する条件であ

る. すなわち， 数式で表現すれば

p = q z . = y . (i=1. ." ， p) )
 
《J'a内J，.-《J'・h，，，a‘、

となる. 可制御性 ・ 可観測j性の条件が満たされていれば， アクチュエータとセン

サをcolocateしo V F B制御を行えば， 振動系を安定化できることか・知られている

CBalas[14]) . Cただし， アクチュエータとセンサの動特性は無視できるとする.

木田ら[2 6 ]は， アクチユ工ータやセンサが遅れなどの特性をもっ場合， 安定性が

保証できなくなると指摘している. )また， 各アクチュエータにはcolocateした

センサの出力のみがフィードパックされるように， 補償要素行列を

G(S)=d i a919
1

(S)… g 
p
(S)! 

とおく. 速度フィードパックを行う場合には

、‘.，，，内ddv内J'a-内.，ι(
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9 . ( S ) = K . S i = 1， ・ ・ ・ ， p 、‘盲目，，anuy
 

内，L《J'L，ft、

となる. ここにK iは定数ゲインである. この時， 特性方程式( 2 - 2 1 )は次のように

なる

P 

1+ 芝
k = 1 

2 2 ( K … K ) S 
k 

1 � a 1 <… < a k亘p 1 :豆j 1 <… < j k豆∞ a1 a k 

内d
、，ι，，aa‘.

 
-
l，J

 

AV
 

φ (  z ) 
J k a 1 

φ (  z )… φ (  z ) 
J1 ak Jk ak 

k 1 
n 1) } = 0 

n = 1 Sι+入
( 2  - 2 5 ) × 

上式から明らかなように， 特性方程式をSについての多項式で表現すれば， 安定性

のための十分条件のーっとして知られているcolocation条件は， Sのすべてのぺき

乗についてそれらの係数が正となることを意味することがわかる.

2 - 5 打ち切りモード次数と特性根の計算

特性方程式( 2 - 1 1 )または ( 2 - 2 1 )式は無限のモードを含むが， 計算機により特性

根を計算する際には， 有限個のモード次数で打ち切らねばならない. この時の打

ち切りモード次数Rは， 理論的には大きい方が望ましいが， 実際には次の理由に

よりそれほど大きくとれない.

( 1 )高次モードになるにつれ， 振動特性〈固有値， 固有関数など〉を求める

ことが困難になる. また， 同定できてもその同定精度は低い.

( 2 )計算機の精度と計算能力に限りがある.

そこで， 実際には低次モードの挙動が重要となることが多いことを考思し， 打ち

切りモード次数を

R = (興味ある最大のモード次数) + Q )
 
RU

 
《J'・-《J'h，，EE‘、

と表現する. ここに， αは0または自然数であり， 次のように決定すればよい.

Gを0から順次増やして， 興味あるモードの特性根の変動を調べる Qの増加に

『，，f-



対して特性根の動きが収束する場合に， その収束値を無限次元の振動系における

そのモードの特性根であるとみなす.

フィードパックゲインの大きさによって， 。に対する特性根の動きの収束性が

異なれば， 各フィードパックゲインζとに Gを決定すればよい. この時， R次モ

ードと(R + 1 )次モードの固有値が近ければ特性根の収束性は悪いので， (R + 1 ) 

次モードまでを考慮するように Gを決定しなければならない . 逆に， 各モードの

固有値が互いに十分離れていれば， αに対する特性根の重力きの収束はかなり良好

である. 停IJえば， 一様なはりなどではa = 1で十分よい収束性が得られる. 図2

- 2に， 長さ1の一様な両端自由はりについてαを変えて特性根を計算した場合

の根軌跡の一例を示す(計算に用いた両端自由はりのモード次数や制御系の構成

については2 - 6節を参照〉

α=0 

α=1 
α=2 120 

-ョ � 
� 

100 

〔g3 

ト寸

80 

-30 -20 -10 。

RF.l\L 

図2 - 2 打ち切りモード数と根軌跡の収束性
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2 - 6 根軌跡の一例

ここでは， 柔軟構造物として長さ1の一機な両端自由はりを例にとり， 2 - 5 

節に示した根軌跡の計算方法を確認する.

両端自由はりは固有値0の剛休モードを二つ〈並進運動， 回転運動〉もつので，

2 - 7 - 2節に従って固有値と固有関数の次数を再番号付けせねばならない. 固

有値ならびに固有関数については， 付録3を参照されたい. この時， 1次モード

は並進運動を， 2次モードは回転運動を表す 1次モードと2次モードの固有値

が等しいので， 可制御性 ・ 可観測性の条件を満たすには， 2組以上のアクチュ工

ータ/センサが必要である. そこで， 2組のアクチュエータ/センサ対を可制御

性 ・ 可観測性の条件を満たすように

Z1=0.0 . z =0.4 )
 
71

 
内，L《7'ι(

 

にcolocateする. 補償要素行列は(2 - 2 3 )式のように対角行列とし， 速度フィード

パックを行う. G (S)の要素を

g (S) = g 1 (S) = g 
2 

(S) = K S )
 

内MU《マ'ι内，ι(
 

として， フィードパックゲインKをパラメータとした場合の5次モードまでの根

軌跡を計算する.

この構造物は， 各モードの固有値が互いに離れており， 打ち切りモード次数R

に対する根軌跡の収束性はよい . R = 6の場合の結果を図2 - 3に示す. ただし

この場合， 3次モード以上のモードは安定化できるが， 岡IJ休モードを表す原点、の

4重根は， 速度フィードパックでは安定化できない. (岡IJ休モードを安定にする

フィードパック方法については， 付録4を参照されたい . ) 

- 19 -



140 

120 

100 

80 

o

dZ
H

 60 

40 

20 

。

-30 -20 -10 。

REl\L 

図2 - 3 両端自由はりを速度フィードパックにより

制御する場合の根軌跡
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2 - 7 適用範囲の拡張

ここでは， 本章の理論を適用できる範囲を拡張するために，

(1 )多次元の横振動が生じる場合

( 2 )固有値が重複する場合

( 3 )アクチュエータ/センサがある領域に作用する場合

の取扱い方法を述べる.

2 - 7 - 1 多次元の横振動が生じる場合の取扱い方法

細長い棒状の構造物において， 質量や岡IJ性の分布が一線でなかったり外力が同

時に多方向から加わる場合には， 多次元の横振動が発生する. そこで， ここでは

d次元の横振動がおこる場合について考える.

振動変位w(z.t) (: d X1のベクトル)は

C幻

w (z. t) = 芝 φ (z)ミ (t ) 、‘，.，，《口司vq，ι
 

《，t，，ee‘、

と表現できる. ここにφr
(z)はd次元の固有関数であり， 次の正規直交性の条件

を満たす.

T 
m (z)φ ( z )φ ( z) d 0 =δ 

o 
. . . r r s 

T 

Dφs (z) L [φ ( z) ] d 0 =入 5 
「 r s 

‘‘，.，，
 

nu
 

qd
 

《JFah
，，

 
••

 
‘、

)
 
-《ddv《J'L(

 

d次元の横振動を制御するために， 位置z i(i=1. …. p)にそれぞれd個のアクチユ

エータを配置して， d次元の制御力f (z. t)を作用させる. この時， ( 2 - 6 )式に対

応して

� (t) +入 E
r

(t)= j
Dφ :(Z)f(z t) d z (2 - 3 2 ) 

r = 1， 2， ... 

となる. したがって， 振動変位のラプラス変換は次のように表現できる.
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.-_ 

W(z，S)= J 
C幻 φ (y)φ

T 
(z) 

芝

D r = 1 S +入

'L
 

，AU
 

‘‘‘a，，
 
円、u'L

 
，，EE‘、F

 
( 2 - 3 3 ) 

一方， d次元の横振動を測定するために， 位置Y i (i = 1 ， …， q)にそれぞれd個の

センサを配置する. この時. ( 2 - 1 0 )式に対応して， 分布市l御力のラプラス変換は

F(Z S)=- a (Z)G(S) j D b(Y)W(Y S)dY )
 
an『内4uqL

 
，，E・・、

となる. ここにGは. p d x q dの補償要素行列である. したがって， 特性方程

式は

00 

det { I + 芝

S +入

φ G(S)} =0 (2 - 3 5) 

となる. ここに， φ「はq d X P dのブロ ック行列であり， その(i. j)ブロ ックは

φr (y i )φ J(Zj)である そこで，

φ (Z 
i 
)のk番目の要素=ゆ (Z Q )

 
mhHV

 
A1dv

 
A1'ι

 
，，『‘、

と表記する. ただし

Q . k=d ( i - 1 ) + k 、‘••
 
，，

 
、，st内‘υ内，t，，，‘‘、

である. この時， φ「の(i， j)要素は

[<Þ ] =φ (y . )φ (z . ) ，nu
 

nν・•
 
•

 
•

 ，
 
ー一

-
-
--ES，

 

.，
 

anu
 

門u，•
 
•

 
•

 
•

 • 
1

 
=

 
( 2 - 3 8) 

と表現でき， これは(2 - 1 1 )式における表記に一致する. したがって， 上述のよう

な取扱いをすれば， 多次元の横振動が発生する場合にも2 - 3節以降の議論が適

用できる.

なお， この内容は日本航空宇宙学会のTransactionsに掲載されたもの[2 1] . 九

州大学工学集報に掲載されたもの[2 7]の一部である.

2 - 7 - 2 固有値が重複する場合の取扱い方法

2 - 6節で示した両端自由はりや全周単純支持の正方形板のように， 固有値が

重復するモードが存在することがある. ここではそのような構造物に対する取扱

内JL《JL



4・h

い方法を考える.

いま， 固有値入rの重複度がGrであり， 対応する固有関数がφrs (r=l， 2，… ，s= 

1.…， αr)であるとする. ここで

k (r，s)= s + 芝 α ‘、EE，，n3
 

《《U《Y，‘(
 

と表記すれば， 固有関数の次数を一つの添字k (r， s)のよって表現できる. この表

記法に従えば， 固有値は次式のようになる.

À = ・=
k(r，l) "k(r， a )  

)
 

nu
 

』斗《J'ι，，E・‘、

つまり， k (r. s)を新しいモード次数とみれば， その系の固有値の重複度は1であ

るとみることができる. この時， 固有値は

入 壬入 三三・・・豆入 豆・・
1 2 r 

、‘冒a''-anuy
 

n，L
 
(

 

となり， 対応する固有関数はφ である.
k (r， s) 

例えば， 入1の重複度が2のシステムは， 固有値と固有関数のモード次数を次の

ように表現すればよい. ただし， ()内の呈は元々のモード次数の数え方である.

入 入 (=入)
2 

. 
1 

、‘.，，，
《]'ι

五八=
 
，，aEE、

内eU
1八

中 (=φ ) 
l ' . 11 

中 (=φ )  
2 ' . 1 2 内，t

AV
 内4JV

AV
 

なお， この内容は日本航空宇宙学会のTransactionsに掲載されたもの[21] ， 九

州大学工学集報に掲載されたもの[27]， ISAS Reportに掲載されたもの[2 8 ]の一部

である.

2 - 7 - 3 アクチュ工ータ/センサが有限な領域に作用する場合の取扱い方法

本論文において， アクチュエータとセンサは点に作用するポイントアクチュエ

ータとポイントセンサであるとしたが， 現実のアクチュ工ータとセンサの作用領

域は有限の幅をもっ. そこで， そのような場合の取扱い方法について検討する.

アクチュエータとセンサがある有限な領域に作用する場合， それらの位置を表

すベクトルは次のようになる.

qd
 

qt
 



a(Z)=[n
1(z) 

γ11
 
可taJ)
 

'L
 
，，za‘、
nur
 

η
 

b(Z)=[Y1(Z) 
T 

y (z) ] 

‘‘曹E，，《J'h，n『《y'L(
 

(2-43) 

ここにII i (z)とy j (z)は， それぞれi番目のアクチュエータとj番目のセンサが

作用する領域を表す重み関数である. ポイントアクチュエータとポイントセンサ

を表すδ関数は， 重み関数ηi(z)とY j(Z)の特別な場合とみることができる.

この時， 2 - 2節と同橡な手川買により， 特性方程式は

00 

det { I + 芝

S
2

+入

<Þ G (S)} = 0 

となる. ただし， φrの(i， j)要素は

守'ιAu
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クチュ工ータ行列式はそれぞれ

である. したがって， 展開式も(2 -2 1 )式と同僚な形になるが， センサ行列式， ア

vL
 
a凋HU、、BE，，守L，，sa‘、.
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 となる.

また， アクチユ工ータとセンサがある領域に作用する場合の特別な例として，
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---

それぞれの重み関数が固有関数に一致する場合が考えられる. この時

11 (z) = φ (  z ) a = 1 . …， p 、‘.，，，oo
 

am吋《ゾ'L，EEE‘、

y . (z) = φ (  z ) i =ニ 1. ・ ・ ・ . q 、‘，，，，《H司リvanuv
 

内，L(
 

である. 固有関数の正規直交性より. ( 2 - 4 8 )式が成立すれば， 操作量はa次モー

ドのみに作用する( :制御スピルオーパがない) . 同擦に， ( 2 - 4 9 )式が成立すれ

ば， 理想的なモーダルフィルタによりi次モードのみが観測される( :観測スピル

オーパがない〉

なお， この内容はシステム制御情報学会論文誌に掲載されたもの[ 2 2 ]の一部で

ある.

2 - 8 まとめ

本章では， 出力フィードパックにより制御される無限次元の振動系の特性を調

べる方法について検討した. アクチ ユ工ータとセンサを複数個備える閉回路常IJ 御

系の特性方程式を行列式の形で導出し， ( 2 - 2 1 )式のように各パラメータごとにま

とめた行列式により展開できることを示した. その展開式を用いると， 安定性の

ための十分条件のーっとして知られているcolocation条件は， 特性方程式をSにつ

いての多項式とみるとき， その係数が全て正になることに対応することがわかっ

た. また， 無限次元の振動制御系の特性根を数値的に計算する方法を述べた. さ

らに一様な両端自由はりを例にとり， トランケーショ ン次数を変えて根軌跡を計

算した結果を示した.

rhJv
 

qι
 



貨� 3 主主

エ!犬危畏フ ィ一一 ド ノて ッ ク箭リ往H芽ミα) tt寺t生

3 - 1 はじめに

第2章では， 無限のモードをもっ柔軟構造物を出力フィードパックにより制御

する閉回路制御系の特性を調べる方法を述べた. ここでは， 柔軟構造物の振動を

モーダルコントロールの概念に基づく状態フィードパックにより制御する閉回路

市IJ御系の特性について考察する.

状態フィードパックを行うには， 三次元空間で測定するセンサの出力からモー

ド空間で記述される状態呈( :各モードの規準座標とその時間微分)を推定しな

ければならない. ところが， 無限のモードをもっ柔軟構造物を状態フィードパッ

クにより制御しようとする場合， トランケートモードが状態推定に影智を及ほ・す

( :観測スピルオーパの存在). さらに， アクチュエータもトランケートモード

に影鰐を及ぼす( :制御スピルオーバの存在〉ために， Balas[6]が指摘したよう

に， 閉回路制御系が不安定化する可能性がある. しかしこれまでに， どのような

条件のもとでどのモードがスピルオーパ不安定となるかを解析的に示した研究は

ない.

そこで本章では， 状態推定の代表的な手法の一つであるモーダルフィルタによ

る状態推定を行う制御系について， スピルオーパ不安定化の条件を調べる. まず，

状態フィードパックを行う閉回路制御系の特性方程式を導出し， 第2章で示した

方法によりその特性方程式を展開する. 次に 展開した結果に摂動法を適用して，

各モードが安定化するか不安定化するかを判定するための式を導出する. さらに

導出した判定式を用いて， アクチユ工ータ1個とセンサ1個をnon-colocateする

場合には， 両者をどのように配置しても， 不安定化するモードが必ず存在するこ

とを証明する.

なお， 本章の内容は第33回宇宙科学技術連合講演会(東京. 1 9 89) ， およびNo. 89 

0-6 1機械力学部門講演会(福岡， 1 9 8 9 )で発表し， システム制御情報学会論文誌に掲
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載されたもの[2 9 J ， 九州大学工学部紀要に掲載されたもの[3 0 Jに基づいている.

3 - 2 状態フィードパック制御系の特性方程式とその展開

ここでは， 無限次元の振動系を状態フィードパックにより制御する閉回路制御

系の行列式特性方程式を導出し， 第2章の方法に従って， その特性方程式を展開

する. (2 -1 )式の偏微分方程式によって支配される柔軟機造物は， 展開定理を用い

れば(2 - 6 )式のような無限個の常微分方程式で表現できる. ( 2 - 6 )式を状態方程式

で記述すれば， 次式のようになる.

x =A x + B u  )

 

-qd
 
(

 

x =[E 
T T T 

ξ 
C幻 C幻

E∞(t) = [� 1 (t) � 2 (t) 
T 

、Illi--，ノ

nu

hu

 

fila--L

 

一一B

 
、lill1ノ

ts

nu

 

O

八flall-L

 

一一A

 I :∞×∞の単位行列

八=dìag (入 〉 r = 1， 2.・

[ b ] =φ . (z .) ì = 1. 2， ・ ・ ・ j = 1 . …. p 

u =[u1(t) 
T1

 1E」)

 

・?t'''a‘、
nur

 

u
 

であり， ・ は時間による微分を表す. ただし， アクチユ工ータは点z1・ ….z pに配

置したp個のポイントアクチユエータを考え， u i(t)は点、z iにおけるアクチユ工

ータの操作量である.

ここで， 図3 - 1 の閉回路制御系を考える. 柔軟宇宙構造物は無限の振動モー

ドをもつので， M次モードまでを制御モードとすれば， 無視された(M+ 1 )以上

のモードによりスピルオーパが発生する.

まず， コントローラについて考える. コントローラの代表的な設計法には， M 

、，s'qL
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， ー ・ ー ・ ・ ー ー ー ー ー一 一 一 一 一 一 ー ー ー ー ー - - - - ー ー ー ー 一 ← 一 一 一ー ー ー ー ー ・ ・ ー ・ 司 ・ ー ・ ・ ・ ・ ー ー ，

柔軟宇宙構造物

制御モード

M次

トランケートモード

(M + 1 )次~∞次

ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー 一 ー 一 一 一一 一 一 一 一 ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー ー

コントローラ 状態量推定

くModal Filter> 

図3 - 1 状態フィードパック制御系のブロ ック線図

次元の制御モードに基づく定常最適レギユレータを構成する方法や， 極配置法

(Simonら[5].Meirovitchら[31]). I M S C法などがある. いずれの方法を用い

ても， 操作量はM次までの状態量X
M

を用いて次のように表現できる.

u (t) =一[ D V] x 
M

(t) 

ここに. D， Vはp X Mの定数行列であり，
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ミM(t)=[E1(t) -EJ
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である.ただし，モード空間での状態量X Mをフィードパックすることは不可能な

ので，実際の操作量は
，同、

u (t) =一[0 V] xM(t) )
 
《《U《4dv(

 
，戸、

となる.ここにxMは，真の状態量X Mの推定量であり

了l

uM

〈
・
E-

71

HM

 

〈
E

um
 

〈

X

〆句、 〆向、

E M(t)=[E1(t) 
'" T 

� M ( t) ] 

である.

次に，状態推定法について考える. M次までの制御モードの状態量を推定する

代表的な方法の一つに，モーダルフィルタを用いる方法がある.モーダルフィル

タはBalas[6]によりはじめて示された概念であり，各モードの直交性を利用して，

三次元空間で空間的に連続な点で測定されたセンサ出力からモード空間で記述さ

れる状態量を推定するフィルタである.全ての点における変位w(z， t)が測定でき

れば，モード空間での規準座標は

「
(t)=j D m(Z)φ「(Z)W(z t)dD E (3 - 4) 

により得られる. しかし，一般に連続な点での測定は不可能であり，現実にはq

個のポイントセンサの出力を補間して連続な点での変位を近似することになる.

補間関数として回有関数を利用する場合には，M次までの規準座標の推定量は次

式によって与えられる(Meirovitchら[ 1 3] ，太田ら[3 2 ]を参照)

φ(y . ) φ(Y1) 1 - 1 fw (y1， t) 1 . . 1 M . . l ' I I " 1 
."...、

ξ= ( 3 - 5 ) M 
φ1 (y M) 

ここに，w(Yi・t) (i = 1 ， …， 
M)は点Yiにおけるノイズのない変位センサの出力であ

る. ( 3 - 5 )式より明らかなように，推定しようとする制御モード数M以上のセンサ
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を(3- 5 )式中の逆行列が存在するように配置しなければならない . 本論文において

は， 以後， センサ数qは制御モード数Mに等しいとする. さてセンサ出力をモー
ド展開すれば， M次モードまでの規準座標の推定量は， 真の規準座標を用いて
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である. 問機にして， 三次元空間での速度が変位と同ーの点、 で測定される時， 規

準座標の時間微分は
，肉、

∞

 

・
E~仁L一一.，，、uM

 

-
Ee可 )

 

内MU《dJV(

 

となる. したがって， 制御モードの推定状態量は真の状態量を用いて次のように

表現できる.
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、11111BIBli--ノ

nu

EL

 

仁L

nufillIlli--ー
ーに

一一
HM

 

〈
X 、・1'《UJ《ddv(

 

ゆえに， (3-3)， (3-9)式を(3 - 1 )式に代入し， ラプラス変換すれば， 図3 - 1の
閉回路制御系の特性方程式は次のように得られる.

仁しD

 

hu

 

+

 

S

八
ハU一一

仁Lv

 

hu

 

+

 

一

S
( 3 - 1 0 ) 

ブロ ックマトリクスの行列式の性質[ 3 3 ]を用いれば， ( 3  - 1 0 )式は次式のように変
形できる.

1521+八+b (SV+O) E I = 0 、...

 

，，

 

1
 

1
 
《dJv，，冒・‘、

さらに， 上式の行列の第i行をS 2 +入iでわれば， 特性方程式は

， + A I = 0 )
 
《J'ιー内ddv，，EEE、

となる. ここに A の( i. j)要素は
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[ A ] 

S 
2 

+入

[b (SV+O) E] )
 
qd

 

-qd

 

，，EE‘、

i = 1. 2. ... j = 1. 2.・

である. 特性方程式(3-12)は(2 - ，_ 1 )式と同形であるので， 2 - 3節と同じ手111買で

展開できる.

その結果， 状態フィードパックを行う場合の特性方程式は， 次式により記述で

きる.

P 

+芝
k = ， ∞

 

豆一LRH

 

J《、
てム
・ノ、、〈一一

ftilia--L

 

E 
1 g j 〈・・・ < L � M 

1 J k 

芝
， � a <・・・ <a � p 

1 k 

φ )…φ . Sv + d . S v + d 
a a a 

1 J 1 
a

1J1 
a

1Jk a，Jk 

φ )…φ Sv + d . S v + d 
a a k J 1 k J 1 k J k k J k 
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AE
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AE

 

k 

n 

1 1 

1=0 

S - +入 |
I I 

n ) 

)

 

anuy

 

-《dAV，，E目、‘× 

'URH

 

・l
'URn

 

-
-aaJ

 

AE

 

•

 

-•

 

1
 

・l
aUR

 

-
-EEJ

 

AC

 

[V 1 d 
a J 

[0] e [E] 〉

である.

3 - 3 スピルオーパによる不安定化モード

前節で求めた特性方程式(3-1 4)に摂動法を適用することにより， フィードパッ

クゲインが小さな範囲で， スピルオーパにより各モードか安定化するか不安定化

するかを判定する式を導出する.

摂重力;去を適用するために， フィードパックゲインを

S v + d ー--K (Sv +d ， ) 
aJ aJ c aJ aJ 

‘‘，E，，

 

FhJV

 

-qJV

 

(
 

内eu



4園、

K 
C
は微小な摂動ゲインである.と置き換える.

ドの安定化/不安定化傾向を調r次モー(3 - 1 4)式に(3 - 1 5)式を代e入し，まず，

で次のように正規化するドの極の値( : 川r次モ-べるために，

)
 
内Lnυ-qd

 

，，EE‘‘

 

d 
E = a j 

a J μて)
2 a J J了

一一~
入

•

 

1ノl

 

d吋内4υi
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《ua，目、vy'

 

内duv

 

内vuwnhv
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S = 一一一一
ノ了
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内41v，，E・‘、

特性方程式は

ハV一一白U内d

~
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+
 句。

~
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~
s
 nb

 

vn

 

qd

 

，L

 

AV

 

K 
C
の高次の項を省略すれば，

P 
E 

M 
E 

S +入

00 

芝+ 

次に，

j = 1 

したが極は虚軸上に存在する.構造物の固有減衰は無視しているので，となる.

複(ここでは，Sは次のように表現できる.r次モードの極の近傍では，って，

素平面の上半平面のみを考j意する.

)

 

内Mnv-qd

 

，，EE・、+ δ) ( 1 ε+ S = 

r次モードの固である.δは1に比べて微小な歪であり，ε， ここに，

、‘冒.，，《H可》-qd

 

，，S1、

ドの固有値と十分に離れていれば，

(r =1= i) ε η/」+
 
XU

 

つ乙
~
入+

 

円ノι+
 

門ノιfill-J、ーーに

有値が他のモー

S +入 ξ
(r = i) ε 

〈S
2

+ 丈
i
〉(S

2
+ X

r
〉/ のとr のとき微小量であり，ヲ丘は「なので，

高次の微小量を消去すればドパックゲインについても，

K 
C

(S v a j
+d a j)~j k c vBj+K c d a j 

またフィーであるき1

)
 
《Huqt

 

qd

 

，，f・、

高次の微小量を省略をかけ，(S
2

+ 丈
r

)したがって(3 - 1 7)式の両辺にとなる

特性方程式は次のようになる.

M 
芝

すれば，
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-qL

 

内4什V，，za‘、ハU一一VI
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・・EEJ円。
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内d'L
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AV
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て乙j ) + ε (- 2δ + 2 

j = 1 

この式より，
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M p 
c 

ε - 芝 芝 φ (z ) v e 
2 

j = 1 a = 1 
「 a 

となるので

M p 

P C (r) = 三 芝 φ (z ) v e 
「 a 

j = 1 a = 1 

‘‘EE，，
 
の，ι《J'L内《AV，，a・‘、

)
 
内《UV《J'ι内4υ(

 

によって， r次モードの虚軸上の極からの出発方向がわかる. P C (r) > 0の時は

虚軸上の「次モードの特性根は左半平面に出発するので安定化し， P C (r)くOの

時はr次モードの特性根は右半平面に出発するので不安定化する.

ただし， r次モードの固有値に近い固有値をもっr・ 次モードが存在する場合に

は， r = r ' の時に(3 - 1 9 )式は成立しない. そのような場合， ( 3 - 1 7 )式の両辺に

(S +入
「

) (S
2

+入
r

・〉をかけ， 高次の微小量を省略すると， 特性方程式はε

について高次代数方程式となる. その方程式を解くことにより(3 -2 3 )式に相当す

るP C (r)が求められる. (ただし， 高次代数方程式の解は， 一般的な形に表現で

きないのでここでは省略する. ) 

(3 -2 3 )式のP C (r)は， (3 - 7)式を用いて推定行列Eの各要素をセンサ位置にお

ける固有関数の値で書き換え， モード次数rに無関係な部分をまとめてX
a s

と表

現すれば

nh
 

uv'
 vI

 

AV
 qd

 

''ι
 vI

 

Av
 nb

 
内d

V八

M
E
 

nド
マJ』一一vI

 
ハUP『 )

 
am叫《7'a-qJV

 
，，aE‘、

a = 1 s = 1 

となる. ここで， アクチュエータとセンサの位置を決定すればX
a sは定数となる

ので， P C (r)の符号はゆ
r

(z 
a 

)φr 
(Y 

s
)の値によって決まる.

ただし， ( 3 -2 4)式を用いて各モードの安定化/不安定化を調べる場合， 次のこ

とに注意されたい. (3 -3 )式により設計したフィードパックゲインに対する閉回路

市IJ 御系の特性根の位置は ん = 1の場合に対応するので， (3-24)式による極からの出

発方向の判定のみによって閉回路市IJ御系の各モードの安定化/不安定化を判定す

ることは不完全である. 各モードの安定化/不安定化を厳密に判定するためには，

特性方程式(3 - 1 4)により， 各モードの特性根を計算しなければならない. しかし，

安定側に出発した特性根か・フィードパックゲインを大きくすると不安定側に入る

場合やその逆の場合は少なく， しかも実際のフィードパックゲインはあまり大き

q・u内《U



くないので， k c=1の時の安定化/不安定化の結果がp C (r)による判定結果 と逆

になることは非常に栴である (第4章の計算仔IJを参照されたい . )さらに， 3 

- 5節の補助定理1に示すように， アクチユ工ータとセンサが共に1個の場合に

は， 出発方向のみによりスピルオーバによる各モードの安定化/不安定化を完全

に判定できる.

一方， .実際の構造物はわずかではあるが固有減衰をもつので， スピルオーパに

より不安定化するモードも必ずしも不安定 とはならない . しかし構造物の固有減

衰を精度よく同定することは容易ではないので， 固有減衰を零として安全相IJで制

御系を設計することが望ましい.

3 - 4 スピルオーパ不安定化モードの存在定理(p=q=l)

前節で導出したスピルオーパによる安定化/不安定化を判定する式P C (r)を用

いて， ここでは最も簡単な場合 として， アクチュエータとセンサが共に1個の場

合に次の定理を証明する. ただし， 可制御性， 可観測j性の条件は満たされている

とする.

定理

「図 3 - 1の制御系において， アクチュエータ1個 とセンサ1個をnon-colocate

する場合には， スピルオーパにより不安定化するモードが必ず存在するj

(証明)

p = 1， M = 1の時に， ( 3 - 2 4)式は

P C (r) = X φ ( z . )φ (y . ) 
1 1 . r 1" r 

‘‘
 
••

 
，，

 
rhjv

 
《ゾ，‘内dJV，，EE・、

となる. 3 - 5節の補助定理2に示すように， アクチュエータとセンサをn 0 n-

colocateすれば， それらをどのように配置しても， 無限個のモードの中には， ア

クチュエータとセンサによって挟まれる領域に偶数個のn 0 d eをもっモードも奇数

個のn 0 d eをもっモードも存在する. つまり， z 1とY 1をどのように選んでも， φ「
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(z 1 )φr(Y1)>Oとなるr次モードとφr' (z 1 )φr' (y 1 )くOとなるr .次モードが

必ず存在する. この時， x 11はrに無関係な定数なので， p C (r)かp C (r・)のい

ずれか一方は負となる

一方3 - 5節の補助定理1に示すように， アクチュエータ1個とセンサ1個を

備える閉回路制御系については， 極からの出発方向により， 人=1の時の特性根

が安定領域に存在するのか不安定領域に存在するのかを判定できる. したがって，

アクチュエータ1個とセンサ1個をnon-colocateする場合に， 図3 - 1の閉回路

制御系は， スピルオーパにより不安定化するモードを必ずもつ.

(証明終〉

定理に関して次のこともわかる. ここで状態推定のために用いたモータルフィ

ルタは， オブザーパと異なり， フィルタとしてのダイナミクスを含まない. また，

フィードパックゲインもoff-lineであらかじめ決定された定数である. したがっ

て， 図3 - 1の閉回路市IJ御系は， 直接出力フィードパック制御系とみることもで

きる. 直接出力フィードパック制御系の一種であるo V F B制御系について，

S c h å' f e rら[ 3 5 ]は実験的研究を行い， non-colocateしたアクチ ュ工ータとセンサの

聞に乗IJ余モードのn 0 d eが存在すれば， スピルオーパ不安定となることを指摘して

いる. 定理をDVFB制御系に適用すれば， 同じ結果を数学的に示すことができる.

また， (3 - 2 5)式よりcolocation条件のもとでは， 全てのトランケートモードを安

定化できることも容易にわかる.

3 - 5 定理を証明するための補足

本節では， 前節で示した定理を数学的に証明するために必要な補助定理を述べ，

それらを証明する.

3 - 5 - 1 補足1

ここでは， 次の補助定理1を証明する.

rhd
 

内4JV



補助定理1

「アクチュ工ータとセンサが共に 1個の場合(p = q = 1 )に， フィードパックゲイン

k 
c

をパラメータとして根軌跡を措くと， 虚軸上に根が存在するのはん =0 ( :極)と

K 
C
=∞( :零点)の時だけであるJ

(証明)

p = q = 1の時， 特性方程式(3 - 1 4) は次のようになる.

∞ φ (z . ) e 
i 1 1 i 

1 +K ( S v . . + d ..) L 一一一一二一 = 0 
c 1 1 - 1 1 ， -

? 
i = 1 S - +入

)
 
EJ

 
《，L内《υ，，ea‘、

ただしフィードパックゲインをパラメータとする 根軌跡を描く ために， ( 3 - 1 5)式

のように， フィードパックゲインをKc(SV11+d11)に置き換えている. K
C 

=0の時は

極に相当し， 構造物の固有減衰を無視しているので， 明らかに根は虚軸上に存在

する. したがって

S = ::!: jノ了 )
 
-•

 
-qL

 
1
 

-vt
 
，，zz‘、 ( 3 - 2 6 ) 

である. k c=0以外で虚軸上に根が存在する 時， S=士

なので， 次式が成立しなければならない.

a ( :リベ: r = 1， 2. ... ) 

一一一 + d 

c 

11 

∞ 1 
E φ (z . ) e = 0 

・
1

1 1 1i 2
入 - α

、.，a''、，，，《JL《dJV(
 ∞ 1 

a v L φ (z . ) e = 0 
11 .

1
i 1 1i 

入 - a 

一般に， v
11

， d11
は0ではないので， 上式が成立するには

1 /K = 0 )
 
nMU

 
内''h-《dJV，，EE‘、

でな ければならない. これは根軌跡の零点、に相当する

ては， 虚軸上に根は存在しない

すなわち， 。〈K
C

〈∞におい

(証明終)
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K = 1 
c 

K = 0 
C 

K = 0 
C 

K =1 
c 

or 

K = ∞ 

c 
K = ∞ 

c 

Imaginary axis Imaginary axis 

図3 - 2 アクチュ工ータとセンサが共に1個の場合の根軌跡

アクチュ工ータとセンサが共に1個の場合の根軌跡の概形を図3 - 2に示す.

この図からも明らかなように， K C=1の時の特性根の安定性は， 極からの出発方向

を調べることにより判定できる.

3 - 5 - 2 補足2

空間座標を柔軟構造物の長さで正規化する時， アクチユ工ータとセンサによっ

て挟まれる領域を区間( x 0・ x
1

)と表せば， (x 0・ x
1

) c (0. 1)である. この時， 次

の補助定理2を証明する

補助定理2

「任意の区間( x 0・ x 1) c (0， 1)を選んでも， 無限のモードの中には， その区間内

守，fぺ《JV



に偶数個のn 0 d eをもっモードも奇数個のn 0 d eをもっモードも必ず存在するJ

(証明〉

3 - 5 - 3節における補助定理3で示すように， n。を十分大きくとれば， n > 

n 0の時， n次モードのn 0 d eが区間( x 0・ x 1)に少なくとも1個存在し， かつn次

モードのn 0 d eとn + 1次モードのn 0 d eは互いに分離し合う(すなわち， n次モー

ドの隣合うn 0 d eの問にn + 1次モードのn 0 d eか存在し， n + 1次モードの隣合う

n 0 d eの問にn次モードのn 0 d eが存在する) • 

いま， 区間( x 0・ x 1)にn(>nO)次モードのn 0 d eがi個存在するとする. この時，

同一区間に存在するn + 1次モードのn 0 d eの数は， 次の三つのいずれかである

(図3 - 3を参照〉

(i - 1 )個

x O 

{回

.1 • _ 
.， I ..， -

'-ーーヘ、/ーーJ \.恒一一、J一一J

(i + 1 )個

• • • 

x1 

.， I ..�-.， 

\ー一一�

• :Zeros of the nth mode 

\ー一一-y---/
:Regions where zeros of the (n+1)th mode exis七

図3 - 3 n次モードのn 0 d eとn + 1次モードのn 0 d eの位置関係
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一方， nを大きくすればφn(x)のn 0 d e問の距離はいくらでも小さくなるので，

区間( x 0・ x 1)に存在するn 0 d eの数はいくらでも大きくなることが3 - 5 -3節に

示される. ゆえに， 区間( x 0・ x 1)に( i + 1 )個のn 0 d eをもっモードが必ず存在す

る. つまり， 同一区間内に偶数個のn 0 d eをもっモードも奇数個のn 0 d eをもっモー

ドも存在する.

(証明終〉

3 - 5 -3 補足3

ここでは， 長さ1の一様な片持はり(境界条件 clamped-free)を例にとり考

察する. ただし， 他の境界条件をもっ柔軟構造物についても同様に議論できる.

一機な片持はりのn次モードの固有関数は， 付録5に示すように， 次式により

与えられる.

φ
n

(X)=c o sB
n 

x-c o s hB
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x- α
n

(s i n B 
n 

x-s i n h B X) )
 
《UJ内JL《dAV(

 

ここに

sinhß -sinß 

α =  
n 

日 =入 )
 

nHU
 

qd
 

内ed，，E・‘、

coshß +cosß 

である.

いま固有関数φn(x)の近似関数として， 次式のψn(x)を考える(Dugundj i [36]) . 

ψ (x)=cosß x-sinß x 

=ノτ sin(ß x+3/4π) (3 -3 1 ) 

この時， 中n(x)とψn(x)との近似誤差は

c (x) =φ (x) -ψ (x) )
 

内14内4d《4Jv，，EE‘、

なので，

(x) (1- 0 )sinß x- e  
-Bn x 

一 (1一 α )sinhß xl 
n 

-ß x 
三五 e " + - 0 sinß x-sinhß xl ‘‘EE，，

 
《dJV内edvqd

 
(
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である. ここで

I 1 - a 

e - B n+ノ7s i n(日 十 円/4)
n 

coshß +cosß 

- 2 ß n r- - ß 働
く48 "+4.-/2 8 11 )

 
AU寸内ddqd

 
'''a‘、

である. ただし，
日 n ß 民

自n>ln 4の時， 1/28 " - 1 > 1/48 
n

であることを用いてい

る. したがって，
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VA

 
ET

 
，，EE‘、nH

 

QHF
 e
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V円
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 e
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nH
 

- 2 ß n r- - ßn 一 日� (2 -x) 
+ 4 8 " + 4 .-/ 2 8 11 + 2 8 11 )

 
Fhjv

 
《dJvqd

 
，，z，‘、

となる

近似誤差c nの大きさは， 境界に近づくにつれ大きくなり， 中央付近で小さくな

る. また， nの増加に伴いI C n Iは小さくなり， 例えば， lc n|が正規化した

固有関数の最大値の1/100未満になるのは， n = 5の時はx = 0.28，，-， 0.72であり，

n = 10の時はx = 0.14"-'0.86である.

一方 ψn (x)のQ番目の零点を× f と表記すれば，

"-' Q 
× 

4 Q -3 
π ( 3 - 3 6 ) n 

4 ß 

である. さらに， ß nは

日 = (n-1/2) π + ε 、‘，a，，7f
 
m《JvqJV

 
，，，.‘、

と表現できる. ここに， ε nは微小量であり

I i m ε = 0 、‘‘，，，nMU
 
内4υ内4JV，，EE・、

nー+αコ

である.

ここで， 次の補助定理3を証明する.
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補助定理3

r (0. 1)内の任意の区間( x 0・ x 1)において， n を十分大きくとれば， n次モード

のn
0 d eとn + 1次モードのn 0 d eは互いに分間住し合うJ

(証明〉

定数δ(> 0 )を， 次の関係か成立するように選ぴ固定する.

( x 0 + 3δ. x 1 δ) c ( x  0 ・ x 1) C ( x
O

-δ . x 1 +δ)亡(O. 1) 

この時， n 主主 n 0に対して次の(3-39)"'-' (3-42)式 か成立するようなn 0が存在する.
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となる.

一方，×f 士n /2 ß nの2点において 近似関数ψn(x)の値は一方でノ7をとり

他方で-/2をとる.よって， (3-32)式と(3 -4 1 )式より
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である ゆえに中間値の定理より φn (x)は区間(支「1
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であり × f E(×o+3δ， x 1 δ)なので， ( 3 -4 2 )式から区間(x 0 + 2δ， x 1)に

中n(x)のn 0 d eが存在する.

さらに， 0 � x � 1において，s i n-1xsπx/2なので(図3 - 4を参照〉
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に注意すれば， (3-35)式と(3-45)式より

6 x 
Q 

円

n 
5 

2/2ß 
I c 

，.._， Q Q 
(x -+6 x � ) 

K 
- y ß民

く一一一e
" 

日

K 

{(n-l/2) n +ε}e 
-y {(n-l/2)π+εn} 

=δ ‘‘EE，，
 
O3

 
an吋内dJV，，EE‘、

である. ここに，y=min(xO-ð，l一x 1一δ〉であり， Kはnに無関係な定数

である.
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y 
π 

Y=EX 

X 

図3 - 4 γ=s i n-1
〉くとy = π x / 2のグラフ

- 2 
φn 

(x)はn - 1個のn 0 d eをもっ[ 2 3 ]からQ番目のn 0 d eを×
n と書けば， (3 - 4 9 )式か

り

- Q ， "-' Q+1 "-' Q十1
× ぞ (x 一 δ ， x +δ) )

 
《HUEd

 
内dυ，，EE‘、

- .Q _ . ，，-， .Q +1 "-' Q +1 
× モ (x 一δ ， x + è5 ) 

n+1 n+1 n+1 n十1 n + 1 
)
 
-rhJV

 
内dJV，，a，‘、

- 2-1 _ "-' Q "-' Q 
×

n 
E(×

n
一 δ

n
， x

h
+δ

n
) )

 
つtrhJV

 
内dJV，，e・‘、

- 2-1 _ "-' Q "-' Q 
x . .  E (x - δ ， x

ι
+δ ) 

n+1 n+1 - n+1 ' " n+1 ' � n+1 
)
 

内ddrhd
 

qυ
 
，，，.‘、

43 -



である. 一方，
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に注意すれば， nが十分大きい時， (3 -4 9 )式より
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よって， n 0を十分大きくとれば， n > n 0の時
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が成立する. したがって， 補助定理3が証明された.

〈証明終〉

3 - 6 まとめ

本章では， 無限の振動モードをもっ柔軟構造物を状態フィードパックにより制

御する閉回路市IJ御系の特性について検討した. 状態は， 空間的に離散なセンサ出

力を固有関数により補間するモーダルフィルタを構成して推定した. まず， 閉回

路市111卸 系の特性方程式を導出し， 第2章と問機な手法により， その特性方程式を

展開した. 次に展開式に摂動法を適用して， 各モードが安定化するか不安定化す

るかを判定する式を求めた. その判定式を用いて， アクチュ工ータとセンサが共

!こ1個でnon-colocateされる場合には， 両者をどのように配置しても， スピルオ

ーパ不安定となるモードが必ず存在することを数学的に証明した.
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