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　　　　Traces　of　Singular　Moduli　and　the　Fourier

Coefficients　ef　the　Elliptic　Medular　｝functien　2’ iT）

Masanobu　KaReke

ABsTRAcT．　We　give　a　closed　formula　for　the　Fourier　coeMcients　of　the　elliptic

搬0翻arξ膿Cもi◎幻（T）expressed重鼠e繊S・｛si難9癒r恥od繊Le．宅he　va三ues　aも

imaginary　quadratic　arguments．　The　formula　is　a　consequence　of　a　theorem　of

Zagier．

　　　The　aim　of　the　present　article　is　to　give　a　brief　overview　of　twe　results，　one

by　Don　Zagier　on　traces　of　singular　moduli　and　the　other，　which　rests　upon　the

former，　by　the　author　on　the　Fourier　coeMcients　of　the　elliptic　medular　invariant．

Fer　the　ful｝　detai｝s，　conkectiolt　to　other　works，　aitd　generalizatioR＄，　we　refer　to　［Z］

（in　preparation）　and　［K］，

　　　Let　3’（T）　be　the　classical　elliptic　modular　iRvariant，　which　i＄　a　ho1omaorphic

function　in　the　upper　half－plalte　S，　is　invariant　ttnder　the　actioit　of　the　modular

group　SL2（Z），　and　has　a　simple　pole　at　infinity．　Zagier　defines　for　each　natural

R鷺mber《オ〉◎，｛オ≡…◎ラ3　（瓢od　4），　a（望uantiもy　t（d）by

　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　2（o’（ao）　一　744），t（d）　＝＝　2

　　　　　　　　　　　wo
　　　　　　O20d　　　　　　　　　　　　　　laes］

where　the　first　sum　runs　over　all　imaginary　quadratic　orders　O　that　contain　the

order　Od　ef　discriminaRt　一d，　we　is　the　gumber　of　units　in　O，　and　the　second　sum

is　over　a　representative　of　the　proper　0－ideal　class．　Note　that　here　2’ iT）　is　viewed　in

the　standard　manner　as　a　function　on　the　equivalence　classes　of　lattices　in　C．　When

一一р奄刀浮?ﾕdame簸もal　discrimimaRt　which　is　differeRもfr◎m－3　a譲d－4ラtheも（のis

the　absolute　trace　of　an　algebraic　integer　2’ iOd）　一　744，　from　which　follows　that　the

t（のis　a　rational　integer　in　that　case；this　turns　out　to　be　true　also　fbr　general（孟

0捻e溢ghもrec31王that　the　H疑rwit3－K：r慨cker　class聡憩be罫11（の（which，◎嚢the

other　hand，　is　not　necessarily　an　integer）　is　defined　by　the　similar　sum，　replacing

2’ iao）　一　744　by　1．　Values　of　t（d）　and　H（el）　up　to　el　＝　48　are　given　in　the　table　at
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the　end　of　the　paper．　ln　addition，　we　set

　　　　　　t（e）　＝　2，　t（一1）　＝　一1　and　t（d）　：e　for　a〈　一1　er　d　i　1，2　（mod　4）．

　　　Zagier岡esも＆blished・the・fo恥蜘9：

　　　T】厳猛OR」E｝M　A．　筋εserie＄

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（TトΣt（の♂（㌍e2短つ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dk－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dffff◎襲3　（婆）

蹴・醜護㊨耐麟曇・螺4）一｛（2Z）蔓SL・（Z＞，4…・｝紳鰍漁

幻醗♂犠ε塑矯岬薦鵬オ鰯ρ3．SpecPtca鞠，

（i）　，（．）　ww　ww　Cil，illXllllSti（4T，．）0）i，（r），

襯E・（γ〉一・＋24・Σ雛、（Σ伽d3）ゲ漁・…agized・E繍・伽備Of

w・嘉応ω超1／24n雛、（1一の¢・オんeP磁編・ta加・伽，・翻θ・ω罵
Σ　nEZ（一1）㌔鴇㍉3磯ε（ガオんe　3オ醗ぬ霜露ε診窃seriεs《ザゐcoδ乞，

　　　He　prove＄　this　theerem　by　calculating　in　two　ways　the　Fourier　expaRsioR　cf　the

logarithmic　derivative　ef　the　diagemal　restrictiolt　of　the　classical　modular　pelylto一

戯a1，　a数d　also　by　a　similar　ca蓋culati◎簸◎f　a　s嘘＆b三e　genera難zation　of癒is　logarith無c

derivative。　In　facちwhat　he　act膿11y　proves　is　the負）lbwing　fbrmulas　fbr　t（のwhich

uniquely　determine　all　the　t（のand　provide　the　equality（1）：

（2）　2）t（4n－r2）：o，£r2t（4n一一r2）＝一2a．　（n）o），

　　　　　　　　　　r蔓z　　　　　　　　　　　　　　　rffZ

wh・・eαド1，α・　・　240　2）dl．　d3（n≧1）（th・F・u・i・・…缶・i・nt・・f　E・（丁））・N・t・

in　particular　that　the　quantity　t（d）　can　be　¢alculated　by　（2）　recursively　and　in　an

elementary　way，　without　knowing　aaything　about　complex　multiplicatioR．　（The

formula　（2）　also　displ＆ys　that　the　t（d）　is　ax　integer．）　We　alsc　meRtieR　the　＄ill｝il＆r

f〈）職撮縦。捻ssic認y　k捻◎w難数）r　ff（の（c£H膿wiもz　l珂ラDick§◎盤｛D，Chapもer　wl，

Eich三er〔珂）：

n，．一2）課max㊨・Σ（納一2）一斎min（広鴛）3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n　）　1）．

Zagier’s　procf，　incidentally，　gives　at　the　same　time　these　fermula＄．

　　　NOW　C◎難sid破the磁od磁aど負）でm

　　　　　　　　　　　9（輪ω一1（（9θ・）陶（T＋1）＋1（剛確）ω・

where　eo（r）　＝　£．Ez　g”2，　and　U4　is　tke　operator　£　b．qn　N　£　b4．qn，　which，　as　well

as　the　translation　T　F一．　r　＋　g，　sends　a　modular　form　to　a　modular　form　of　the　same

weight　（but　possibly　on　a　different　group）．　This　form　is　of　weight　2，　aRd，　as　can

be　detected　frem　the　cal¢ulation　of　the　fust　several　Fourier　coefflcieRts　（alld　this　is

s縫f…ici¢滋for　the　rig◎r◎us　pr◎◎f），童s　id¢批ica玉も◎（1／2πのの（T）／慮He登ce，　e｛茎疑aもi捻9；

c◎e丑ciexxts◎f　b〈）th　sidesラwe◎btainもhe　fbR◎w沁g；二
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THEoREM　B．　For　any　n　｝r　1，

cn　ur　lli　ill．12，｛t（n　一一　r2）　一　！1：’：一121　tlLi）n＋rt（4n　一　r2）　＋　？’i）rt（i6．　ww　．2）｝，

留んε兜Cn客3漉εγレ孟んFonrier　coefiZeient（ガゴ（丁），

ゴω÷744＋婁　・・

　　　Note　thatthe　formuia　is　a　finite　sum．

　　　Rirt　hermore，　msing　the　aforemeRtieBed　recurrence　relation　（2）　for　t（d＞，　we　can

τ《｝d疑ce　thを捻縦難ber◎f　the　teど撮s　i慧the　fbr瓢慧至a＆難d　th鷺s　obtai難a簸◎the罫fb濃捻◎f

Theerem　B：

THEoREM　B’．　，FTer　any　n　｝ir　1，

・擁｛2t（n－r2）＋　2　（（一1rGZ　r）1，0dd）n伽2）一一　t（16一・2））｝

　　　These　are　the　formulas　for　the　Fourier　coefficients　of　the　elliptic　modular　func－

ti◎簸ゴ（γ）expresse（圭i難terms　of　si茎｝9稜1ar瓢◎d犠1i．　G◎r◎Shimur＆esもablished　i難hi§

series◎三works　the　ge数ey＆玉μ沁⑳玉e　thaいhe‘‘ar量三二t叢dty”◎f懲◎翻鍵飴rms（i鍛

far　gezzera1　set伽g）d二品ed　by　the　algebr＆iciもy◎f　Fb瞬¢r　coe伽e晦a難d　the　one

deifned　by　the　algebraicity　of　values　at　CM　（complex　mukiplication）　peints，　are

e（獅iva玉e夏誌．「rhe　class蚤ca玉pr◎◎f◎f　the＆lgebraicity◎f　si灘9；鷲里ar鵬◎d疑蕪鷺s玉難g　the　di－

agORai　restrictiOR◎£もhe憩◎dular　equaもi◎鍛giv¢＄ac◎嚢。蹴e　ex樋P粟e◎f㈱dir¢ctめ益

。ぞもhis　equivale簑ce，翻d◎服致）rmula　is，　aも｝easもラregarded＆s　giving　exp蕪citly　the

converse　direction．

Examples　akd　Table

ci　＝　2t（O）　一　t（3）　一　t（15）　一一　t（7）

　　　＝　2　×　2　一一　（一248）　一　（一一一192513）　一　（一4119）

　　瓢196884．

c2　＝g（t（7）　＋　t（一1）　一　t（31）　一　t（23）　一　t（7））

　　　　（t（一1）　一　t（3k）　一　t（23））／2

　　　　（一1　一　（一一39493539）　一　（一3493982））／2

　　ww一　21493760

e3　an　g（t（3）　＋　2t〈一1）　一　t（11）　一t（3）　一t（47）　一　t（39）　一　t（23）　一　t（一2））

　　　　（t（一一一1）　一一　t（11）　一　t（47）　一　t（39）　一　t（23））／3

　　me　（一1　一　（一一33512）　一　（一2257837845）　一　（一331534572）　一　（一一一3493982））／3

：＝　864299970．
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d H（d） t（d）

一一 P／12

　　1／3

　　i／2

　　　　1

　　　　1

　　　　1

　　4／3

　　　　2

　　3／2

　　　　1

　　　　2

　　　　3

　　　　　　一一1

　　　　　　　2

　　　　－248

　　　　　492

　　　－4119

　　　　7256

　　－33512

　　　53ee8

－192513

　　287244

－88548e

　1262512

－3493982

d H（d） t（d）

　　　2

4／3

　　　2

　　　3

　　　3

　　　2

5／2

　　　4

　　　2

　　　1

　　　4

　　　5

10／3

　　　　4833456

　　一一一12288992

　　　16576512

　　－39493539

　　　52255768

　一一一117966288

　　153541020

　－33i534572

　　425691312

　一一884736744

　1122626864

－2257837845

　2835861520
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