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A　note　on　poly－BerRoulli　numbers　and　multiple
　　　　　　　　　　　　　　　　　　zeta　values

Mas哉魏◎bu　Kaneko
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cuss　in　particular　some　aspects　of　relations　of　pely－Bernoulli　numbers　and　special　values　ofcertain
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INTRODUCTION
Th・鴎一Bem。画number　Blk＞and・it・m醐cati・n（摩）are・d・盒簸・d伽鱒i搬鱗

ゐ《…Zand　n≧Oby魚e　g¢鵬鍛1擁g　sedes

　　　　　　　弩≒｛つ一嵩岬叢濾乙喋三1耀）識（稽

respectvelゾ．H：¢】【e，ゐ娠2）de難◎紀s血e　fb斑聡1　P◎w¢ごs磁esΣ羨＝叢ダ／欝彦（趨e擬h茎x）笠y蓋◎9一

短㎞細脈＞0鋤d伽曲・姻㎞c“・n（zd／dz）wwk（z／（1一一x））whenた≦0）．　Whe黛

ん瓢1，these　ge㏄甑漁g麟es　bec◎me

　　　　　　　　　　　　　差andが差1（　　xexem　一一一一　一x　erc　一　1）・

andhenCeb・血蛭〉鋤d（窟＞9・翻i舳e・ClaS・iCa1B・m。磁継m幽rS・B。，ViaCh…沁9

0鵬◎fthe　co苅ve籔Uo駕of　the　sign　ofβ1雛土1／2．

　These　numbers　were　introduced　in【Uj　and［4］，　and　stu（駈ed釦血er　in【5聾，　I　i　61，田．

M◎s重。蝕¢se　i獄ves縫ga越。難s　are　i鍛門門e　w柚the　dassi¢a互憩es瞭s◎fαa秘s凱v◎n　S捻udち

and　Kummer，。r　p畑ts　of　comec廿ons　with曲es　of珈nc廿oms．　Rece皿1y　ho脚
血e・numb・・雄）wi血n・g・歯・た・p四鋼in舳・・un・xp・ct・d・w・y・i数181副121お

C｛…】【ri【i】【】gal韮it童es◎f　sO】【婁肇｛｝C◎憩葦）i】戯◎1ia1◎t癖ect§．

　In　the　present　article，　vve　take　up　yet　oth¢r　appearances　ef　poly－Bernoulli　numbers，

斑澱e韮y　Koffman’s搬磁ip沁㎞◎撮。　s篭灘s瓢◎d　p　and　sp¢oia叢v滋ues◎f　ce趨掘重ypes　of

lW・・，曲・。麟。・酵）1綴，・d。f雄），　w切妻，。鋤gse6・fo，　Cur難tz・，　B・鰍調川b・，・f類幽

order，

CP976，　Diophantine　Analysis　andReiated　Prields－Dmu　2eO7／2ee8

　　　　　　　　　edited　b￥T．　K◎鵬a総繕
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z¢嬢㎞c縫◎難s，a脳l　disc秘ss　so搬¢aspec重s◎f鵜1a継◎盤s　betWeeR　p◎逢y－Bemou蛾総斑難be爲

and　multiple　zeta　values．　We　also　reviovv　in　the　fimal　section　the　above　mentioned

co励inato且al　inte叩retations　of　poly－Bemoulli　m1血ber　wi廿meg飢ive　index．

SPECIAIL，　VALUES　OF　A　CERTAI］N　ZETA　FUNCTION　AND．

　　　　　　　　　MVLTIPLE　HARMONIC　SUMS　modp

頚閲，we　s撫d壼ed魚e　f膿cti◎ft　4k（s）　（k　）　1）def茎益ed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　ξ為（・）・一t，）f。．．，夢≡11醸（ト〆）dt・

The　integra1　corrverges　for　Re（s）　〉　O　and　the　function　4k（s）　is　meromorphically　contin－

ued　t◎the　wh◎le・s一蜘臓e。　We◎b漉e蒔田題e　fbU◎wing　expressi◎難ofξ毒（s）i贈㎝s

of　the（s海9藍e　v翻ab韮e）mu掘Ple　zeta舳cd◎難S：

　　　ξk（・）一（一1）k…’［ζ（・，禦）＋ζ（・・と単｝）＋…＋ζ（・，1，・・”1，2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　彦一1　　　　　　　k－1　　　　　　　　　　為一三

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－2
　　　　　　　　　　　＋S’；（S＋1’！”：’；birii÷！wai1）］＋，E，（一1）」’；（k“ww“f）’g（S’U’：rfi．！．’1）’　（1）

whe驚
　　　　　　　　　　　　　g（Si，S2，…，Sn）：：　Z　th．i　de．s2　vas．　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　遡至〉潮2＞…〉砺〉◎”Zl‘　M2”．燭

is　the　multiple　zeta　function　（this　is　meromorphically　condnued　to　C”　（f2］），　but　we

only　need　the　single　variable　version　with　all　arguments　except　for　the　first　one　fixed）．

h欝ic｛賦the　vぬes　ofξな（s）a重P◎s緬v¢i犠egeτa㎎膿版s（≧2）幟be　w臨e照s
a　linear　combination　（over　Z）　of　multiple　zeta　values　（：　values　at　positive　integers　ef

g（si，s2，．．．，sn）），　As　a　by－product　of　his　study　of　so－called　Ohno’s　relation　［14］，　Y．　Ohno

deduced　frem　the　above　expression　the　follewing　simple　foimula　（we　shift　k　by　1　for　a

reas◎益ex画簸ed韮ate◎

4k－i（n）　＝　；k（k，．1，，，．，　　　　　　　　　　　　　　　　1．）　（k，n）2），

　　　　　　　　　　　Nimv．，，．i

　　　　　　　　　　　　　n－1

where
　　　　　　　　　　　　　4（kl，k2，…，kn）：＝　2．．．：；tq“Xny　li．Mk2　．Mkn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　遡茎≧灘2≧…≧欝瀞≧韮”21ジ㌶2　8．◆”2舞

is　the　“non－strict”　multiple　zeta　value　（or　mnitiple　zeta－star　value）．

　As　for　the　values　at　negative　integers，　we　ebtained　in　［41　the　formula

　　　　　　　　　　　　　　　ek－i（一n）＝（一1）”cSkwwi）　（n＝：e，1，2，．．．）

（3）

（4）
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i簸temls　of血e蔦K）《嚢負ed　p◎］呼一Bemoulli　nu膿ber．

Now，　let　p　be　an　odd　prtme　number．　Fonowing　Hoffman　［10］，　we　denote　by
S〈k，1澱一・〉（p－1）重he　f藍擁重e　s醜◎b綴i蟹｝d　by　tτ滋rcati鍛g　the　se】【霊es　f｛）「ζ☆（た・ミよ帯∴三）「孟ght

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1

befbre撰he　P】d茎neρe難ters霊翅1◎de益omi鶏at◎rs：

　　　　　　　　　　　　輸炉）・一＿≧鳥＿≧、幽凱・

遅w磯・繭d角縦a蝕曲搬◎磁・dp◎薫y－B・m◎曲獄㎜b・認），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　clk）＋1ア乱←1）1響）！

（n十1｛　i十1｝・S曲9・numb…f血・・ec・nd・kind・血e　m曲…fway・t・脚d・n・・et・f

n＋1ele斑e撮s斌。　i＋1難。鍛e憩P邸霧bsets），　which　can　be　p姻ed　i簸asi雌a罫way　as　i無

閃f・曲・P…11・1飴㎜樋・f・・B撃〉，w・・塒・・e曲tH・ffm・n・・c・ngmen・・価…em

5．4）i鍛【10垂is　eq樋va蒙e搬to　the　fb獄◎w拠g　co簸g鐵e魏ce．

Theore搬（Hof鑑man【10D．　Fo塊η≧1and鱒麟meρ〉薄，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　S（k，1・一1）（P－1）謎（一1）n（彊翌。mゆ　　　 （5）

　　Co血bining　this　with伽fbm1磁（4）fbr躰1←n），　we　ob捻三登

　　　　　　　　　　　　　　　S（毒納（ρ一新謁一1←P＋日脚）m・dμ　　　　（6）

1難view◎f曲fb撫磁a（3），伽s　is　q磁te　a搬聡i㎎．　Th飢is峯◎say，　the　value◎f　k一．1（s）at

positive　n　is　the　multiple　zeta－star　value　g“（k，．1，，．．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1），and　if　we　truncate面s　se畑。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1

get・S（k，ln－i）（P－1）and　reduce　it　m・曲P臨画曲節esu璽ting曲e　is　c・ngruent　m・dp

to　thev認縫e　ofξ惹＿三（s）at　n一（、ρ一1），拠¢s繊of・n　by、ρ一Il

Through　his　s加（Ey［10】and　nume姻eXperimentS，　Hoffman　conjec加res血e　sums

S〈k，玉・一・〉（P－1）㈱血e“b憾《㎞gb1・cks”・f搬蜘le　ha皿・磁。　s㎜s　m吻・T・　be　m。re

precise’C　he　considers　multiple　harmonic　sums　of　general　type

P－1≧趨1≧黒…　≧幽門．．mk”㌦遡1＞幕〉＿≧1溺奮1醒参…mkn（ki≧1）・

and　he　conjectures　that　all　these　general　sums　are　congruent　modp　to　a　poiynemiai

（with　ratienal　coefi［icients，　independent　of　p）　of　“heighi　1”　sums，　i．e，，　a　pelynomial　of

s（蟹磁銅！膿灘s盤．

　　　　　　　　　　　（一一1）kS（k，in－i）（p　一一一　i）　iiiE　（一1）”S（，，ikwwi）（p　一一　1）　mod　p．
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This　ca益be　d¢d秘ced　via（5）丘。搬the　d秘ali重y（重n　Z，益畿。難璽y　modp）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C£：k，）＝＝C£：7）　（k，n）1）

◎f重he艶◎d圭藪ed　p◎藍y｛3em《）靱Hi鋤鍍嚢）ers　of鵬9a縫ve加dex（s童m薫雲a「愛y　P「oved　as　i盤重he

㈱・◎f　Bl－k＞，鵡　kL野遊〉（k．n　〉　07t一　“），9iv・数㎞悶）．

　　Recall　the　（easily　proved）　congruence　of　truncated　Riemann　zeta　values

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　l　l
　　　　　　　　　　　　　　　　l＋茅＋7＋叶（p　一一　1）・≡◎搬◎dp

w短ch　is　va韮id　fbr　a11ρ〉κ。　The　ab◎ve　me孤雲。鵬d　dua薮妙◎f　Hof㎞鋤fbll◎ws　f蚊》m掘s

（as搬a難y　ofth¢c◎難9搬e鍛ces　i盤【1◎董d◎）if重ぬ。　di£艶韮e登ce

　　　　　　　　　　　　　　（一1）kS（k，in－i）（p　一　1）　一一一　（一　1）”S（．，ik－i）（p　一　1）

is¢XPressed　as　a　p◎lyxx◎搬ia至董難the重r縫簸cated　Riemanft　ze捻va嚢轍¢s（H◎ff㎞a難P獄）ved

the　duality　in　another　way　and　we　do　not　know　if　this　is　the　case）．　inspired　by　this　and

suggestive　formulas　（3），　（6），　we　sumiised　that　the　difference　of　two　multiple　zeta－star

va蓋ues
　　　　　　　　　　　　　　　（．ww－1）k4（k，．1，．．．，1）一一（一1）ng＊（n，J，．．．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）　　　　　　　の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一vV’　”　’　一v－v
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1　k－1

mayわe　written　as　a　polynomial　in　the　Riemann　zeta　values，　and　did皿merica1　eXper－

i斑e懸swhich　w¢駕i簸鉛v◎r　of　this．　S◎o難a負er血e　a獲伽r　had　infermed　hi搬of磁s

spec秘蓋atiofi，　Yasuo　Ohn◎ki難d韮y茎x）血ted　o磁鍵hat　this　was沁deed　the　case。1無鉛ct，羅s短9

（3）　and　（1）　together　with　his　main　result　in　｛14］，　we　obtain

　　　　　（in　l）k；）te（k，．1，．．．，　1）　一　（一一一1）”4（n，．1，．．．，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）

　　　　　　　　　　　　　N－v”’　’　’　”　Y－v－i

　　　　　　　　　　　　　　　n－1　k－1
　　　＝　（n一一1）g（n＋1，．1，．．．，1）一一（k一一1）；（k＋1，．1，．．．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　S”v一　一　．　．　v
　　　　　　　　　　　　　　　　　k－2　n－2

　（一1）ん普i鱒1）畑）ζ（n，｝）＋（一’）〃黒（脚1）ノζ（n一ノ）ζ（k・’勃，1・

Since　the　multiple　zeta　values　of　height　1　（：　of　type　C（m，1，．．．，1））　are　polynomials　in

the　Riemann　ncta　values　（［3］，　［9］，　see　also　［15］），　we　conclude　that　the　quantity　（7）　is　a

po1y難◎面a璽i熟th¢Rie搬am　zeもa　va璽秘es．

　Note　t】r｝at血e　d斑縁端

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，．．．，1．）　＝：　g（n　＋　1，．1，．，．，　　　　　　　　　　　　　　　　　g（k　＋　1，J　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vv”’　”　N－vV
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－l　　　　　　　　　　　k一王

of　multiple　zeta　values　of　height　1　does　not　hold　for　g’te－values　as　it　stands，　and　no

duality－like　formula　fer　g＊　is　knovvn　se　far．　The　assenien

　　　　　　（一1）k4＊（k，．1，．．．，1）　一一　（一一一1）”4（n，．1，．．．，i）　E　Q［C（2），4（3），C（5），…］

　　　　　　　　　　　　　　V’　”　’　一v．一
　　　　　　　　　　　　　　　　n－1　k－1
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may　be　regarded　as　a　kind　of　duality　（modulo　the　ring　of　Rjemann　zeta　values

Q［ζ（2），ζ（3），ζ（5），＿D．1業may　be　of　i撮eles賃◎鼓◎重e急a縦…e　c◎鵬sp◎益d¢麹ce◎f　i盤dices

）扁｝
　
ラ（）瓦（

here　is　d迂ferent　from　the　dua　lity　ofusual　multiple　zeta　values．（For　this　reason　we　shi負ed

the　index　in　（3）．）

CENTRAL　BINOM肌SERIE　S

In　this　sectien　we　review　anether　case　ef　appearance　of　poly－Bemoulli　mumbers　as

special　values　of　a　cemain　type　of　ncta　function．

　Letζごβ（s）be　the　fb皿owing　Dirichlet　series：

‘kB（s）一
`醒、赫）・

T撮sco㈱韮ges　abso叢滋ely¢ve騨he鈴」t　is　show鍛i鍛【6櫛at癒e　va1鵬軸㈹fgr・each

positive　integer左≧2is　written　as　a　Q－hnear　co血bimation　of　multiple　neta　values（of

heigh11）a想搬u短p王¢Clause鍛a勲d　Glais1塾er　v烈ues．　Tぬe　la麺er　two　a懲e蓼eal　or重mag瞬y

parts　（according　to　the　parity　of　weights）　of　values　at　6th　root　of　unity　of　the　multiple

polylogarithm

　　　　　　　　　　　　　　　　五iki，＿，kn②：一Σf≒ガ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　物〉…〉砺＞o”11…砺

　On　the　other　hand，　the　value　4krB（k）　for　k　S　1　is　always　a　Q－linear　combimation　of　l

and　x／V5．　This　is　a　result　ef　D．　H．　Lehmer　l　l　3］，　wbo　used　the　fcrmula

2xarcsin（x） 一挙箒1κi＜1

and　its　s難ccess孟ve　differefttiadons　to　derive　it．　More　precisely，　his　res磁三s　as鯉◎ws．

　Define　two　sequences　of　polyno血als｛pk（り｝and｛《7k（t）｝（k＝一1，0，1，2，．．．）by

pwwi（t）　：O，　g－i（t）　＝：　1　aftd　the　recwsieft

　　　　　　　　Pk＋1（t）　＝＝　2（短十4）Pk（⇒十2t（1－t）∫》亥（の十9k（⇒，

　　　　　　　　9k＋1（’）　竺　　（2（k十1）t十1）9k（t）十2t（1－t）gk（t）　　（k≧一1）．

　The　first　few　are∫po（t）＝・　90（t）＝1，Pi（t）　一3，91（t）＝2’十1，ρ2（t）＝8t十7，92（t）　：

4t2　十　10t　十　1，．．．．　Then’ @We　have　for　k　）　一一一’1

　
　
　
ユ

・．

ｰ
雁

（2m）k（2x）2m

（伽醒）

6　一　．2）k＋3／2　（x　v／i＝51ipk（x2）　＋　arcsin（x）gk（x2））
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and　comsequentiy

な・（＋1（1）㌦（1）＋1（1）㌦暢
（k　）　一1）． （8）

This　mea鵬that　the　v滋ues¢β（一k）（k≧一1）amie　in　the㈱伽ensional　Q－vector

space　spanned　by　1　and　z／vEY．　This　is　reminiscent　of　the　result　of　Euler　for　g（s）．　The

va1秘es◎fζ（s）at　p◎s髭童ve　h並egers　g韮vc　vade‡y◎f（co勾ect雛a1変y）伽sce難de鍛重a1韮蹴be璽s

including　powers　of　z　（at　even　argurnents），　whereas　the　values　at　negative　integers　all

lie　in　a　one　dimensigma1　Q－vector　space　（Q　itself）　and　are　explicitiy　described　by　the

Bernoulli　rmmbers．

　Now，　R．　Stephan　［17］　observed　that　the　rational　part　of　this　evaluation　（8）　is　nothing

b厩（重he撫i韮d◎f）the　a鍍盤一diago捌s秘搬of　p◎1y－Be鑓◎撮叢i窪鞍mbe】rs◎f盤ega嚢ve　i登d【ces：

G）㌦（1）墾ク・

This　ebservatienis　still　ceRjectuml．　A　pessible　approach　te　a　proof　is　to　use　aft　explicit

formula　given　in　［7］．

　We　do　not㎞ow　whethe曲e　c◎e岱cient　ofπ／〉”3　in（8）has　ary　cormection　to　poly－

Bemα曲or　a駈ed　numbe欝．

COMBINATORIAL　1］NTERIPRETATIONS　OF　POLY－BERNOULLI
　　　　　　　　　　　　NUMBER　’VVITH　NEGATIVE　INDEX

Th・nu曲・鵡一滝）wi脈，〃≧0御・・itive・int・g・rs（【ll】，【5］，・e・al・・【161）．鴨・nd

掘、醜d，w地㈱b・、磁蝕◎鍍畑漁1醜脚伽螂◎麟一k）d鵬t・CB・ewb盛，・
and　S．　Launois．

　A　lonesstm　matrix　is　a　manix　with　eRnies　O　and　1　vvhese　row－sums　and　celurrm－sums
deteimine　the　manix　uniquely　For　instance，　the　matrix　（i　gt）　gives　t（1，2，1）　and

（3，1）　as　row一　and　column－sums　respectively，　and　from　these　two　vectors，　the　original

斑a癒xis　recovered糠鍛ique至y．　The　the◎re磁◎f　B麺ewbakef§綴重es　t嫉撫e盤職ber　of

lonesum　matrices　of　a　given　size　is　equal　to　the　poly－Bernoulli　number．

丁韮蟹∋or｛∋m（Br麿wbaker【8D．　ノそ）rた，n≧至，〃｝eη鐸〃2berげた×nlonesec〃診溺ご7trices　is

eq。al　to　Bl－k）．

The　second　interpretation　of　BS－k）　concerns　the　number　of　special　type　of　permuta－

ti幡．　Let　6濯denote撫鰐㎜etdc即。叩of　order〃，　w短ch　we　ide塒wi血the　set　of

認pemutatio簸s　on血e　set｛1，2，＿，n｝．　S．：Laurois　preved　the　fbllow孟ng．
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Theereni　（Lanlleis　｛121）．　Let　k　and　n　be　pesitive　integers．　The　eardinality　ofthe　set

｛σ　ff　Sk．Fnトk≦σ（i）　’・”一i≦だ，1≦∀i≦k＋n｝

鱒撚1如厨鳶）．

　　1籍。壼de獄圃y，　e疑her◎f重hes¢i搬！erpreta麺i◎蕪s搬akes　the　afb鎌｝獲｝e簸U◎鵬d　dua童鍵y　fb】㎜慧董a

瞭）一畦躍）（丸η＞0？tr　：一一“）・PP鶴鉱
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