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Abstract: We consider to solve a linear system of equations Ax = b by iterative method. An IDR(s)-

Successive Over-Relaxation (SOR) method was proposed in 2009 and it was shown to be more effective

than SOR method in convergence. In this paper, we introduce an algorithm of Residual Reduction method

using ILU(0) preconditioning. Through numerical experiments, we make clear that the preconditioned

Residual Reduction method has excellent convergence rate.
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1. は じ め に

自然科学や工学などの様々な解析分野において，数値シ

ミュレーションは重要な役割を果たしてきた．それらの様々

な解析分野から生じる問題は，偏微分方程式で記述される

ことが多い．偏微分方程式は有限要素法などにより離散化

することで，連立一次方程式の求解に帰着され，この連立

一次方程式の解法として反復法が知られている．

2009年，IDR(Induced Dimension Reduction)定理10)11)

を定常反復法である SOR (Successive Over Relaxation)

法に適用した IDR based SOR (以下，IDR-SORと略す)

法6)が発表され，IDR-SOR法は従来の SOR法よりも収束

性が良いことが示された．さらに，IDR-SOR 法の空間の

次数を s次に拡張した IDR(s)-SOR法1)3)が発表され，次

数 sの増加により，IDR(s)-SOR法が元の IDR-SOR法よ

りも収束性がより一層向上することが明らかにされた．

一方，前処理はKrylov部分空間法の収束性を向上させる

技法である2)．しかし，IDR(s)-SOR法のように，IDR定

理を定常反復法に適用した解法では反復行列 B の与え方に

より前処理技法を適用することができない．そこで，我々

は反復行列 B の与え方に着目した．本論文では，反復行列

B を Richardson加速9)に基づき B = I −Aとし，係数行

列Aに前処理技法2)7)8)を適用，さらに，IDR定理を適用す

ることで IDR(s)-Residual Reduction(残差縮小，IDR(s)-

R2 と略す) 法を導出する．前処理においては，ILU(0) 前

処理を IDR(s)-R2 法に適用し，その収束性を前処理なし
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BiCGStab 法4)と BiCGSafe 法5)および ILU(0) 前処理つ

き同解法らと比較評価する．

本論文の構成は以下の通りである．第 2節で，IDR定理

に基づく残差縮小法を導く．第 3節で，同残差縮小法の前

処理に適用する ILU(0) 前処理について記述する．第 4 節

で，数値実験により，ILU(0)前処理つき残差縮小法の収束

性を検証する．そして，第 5節で，まとめと今後の課題を

述べる．

2. IDR(s)-R2法

解くべき連立一次方程式を

Ax = b (1)

とする．ただし，係数行列 Aは大きさ n× nの実非対称行

列，xと bは次数 nの解ベクトルと右辺ベクトルと各々する．

初期近似解を x0 とし，初期残差ベクトルを r0 = b−Ax0

とする．

定常反復法において，反復 k + 1回目の近似解ベクトル

xk と残差ベクトル rk+1 の更新式は反復行列 B を用いて

xk+1 = xk + rk, (2)

rk+1 = Brk (3)

と表される．以下に，定常反復法の算法を示す．ただし，ϵ

は収束判定用の微小な値とする．

定常反復法の算法

Let x0 be an initial solution,

put r0 = b−Ax0 = Bx0 + b− x0,
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for k= 0, 1, 2, . . .

xk+1 = xk + rk,

rk+1 = Brk,

if ||rk+1||2/||r0||2 ≤ ϵ then stop,

end for.

(3)式に IDR定理に基づき，残差ベクトル rk+1 が次の関

係式を満たすとする10)．

rk+1 = B(rk + γk(rk − rk−1)). (4)

ここで, 係数 γk は，IDR定理で導入された任意ベクトル p

との直交関係，すなわち，

(p, rk − γk(rk − rk−1)) = 0 (5)

から求められる．さらに, (4)式から近似解ベクトルは次の

漸化式で表される．

(B − I)(xk+1 − xk)

= rk+1 − r

= B(rk + γk(rk − rk−1))− rk

= (B − I)(rk + γkB(xk − xk−1)).

共通因子 (B − I)を両辺から除去すると，

xk+1 − xk

= rk − γkB(xk − xk−1)

= rk − γk(rk − rk−1)− γk(xk − xk−1). (6)

ここで，差分ベクトルを，

dxk = xk − xk−1, (7)

drk = rk − rk−1 (8)

とおくと，近似解ベクトル xk+1 と残差ベクトル rk+1 は次

の漸化式で表現される．

xk+1 = xk − γkdxk + (rk − γkdrk), (9)

rk+1 = B(rk − γkdrk). (10)

さらに，空間を s次に拡張すると，(10)式は，

rk+1 = B(rk −
s∑

j=0

γk−jdrk−j) (11)

のように拡張される．ここで，反復行列 B を B = I − A

とおくと，残差ベクトルの rk+1 は以下の式で表される．

rk+1 = (I −A)(rk −
s∑

j=0

γk−jdrk−j). (12)

上記の漸化式によって構成された反復法を IDR(s)-Residual

Reduction(残差縮小，R2 と略す) 法と呼ぶ．以下に，

IDR(s)-R2法の算法を示す．ここで， ek+1 は，k + 1 番

目の要素が 1 で，それ以外の要素が 0 の s 次元ベクトル

を表す．

IDR(s)-R2法の算法

Let x0 be an initial guess, put r0 = b−Ax0,

P = (p1 p2 ... ps) ∈ RN×s, set γ0 = 0,

{initial loop : build matrices

E = (dr1 dr2 ... drs), Q = (dx1 dx2 ... dxs)

by IDR− R2 method}

for k = 0, 1, ..., s− 1,

sk = rk − γkdrk,

dxk+1 = sk − γkdxk,

drk+1 = (I −A)sk − rk,

rk+1 = rk + drk+1, xk+1 = xk + dxk+1,

if ∥ rk+1 ∥2 / ∥ r0 ∥2≤ ϵ then exit,

γk+1 = (p, rk+1)/(p, drk+1),

Eek+1 = drk+1, Qek+1 = dxk+1,

end for,

G = PTE, f = PTrs,

k = s, n = 1,

{main loop}

while ∥ rk+1 ∥2 / ∥ r0 ∥2> ϵ,

solve c from Gc = f ,

sk = rk − Ec,

dxk+1 = sk −Qc,

drk+1 = (I −A)sk − rk,

rk+1 = rk + drk+1, xk+1 = xk + dxk+1,

Een = drk+1, Qen = dxk+1,

Gen = PT drk+1, f = f +Gen,

k = k + 1, n = n+ 1,

if n > s then n = 1,

end while.

3. ILU(0)前処理つき IDR(s)-R2法

連立一次方程式を前処理技法を用いて解くことを考
える．前処理行列をK = K1K2 とすると，(1)式は，

(K−1
1 AK−1

2 )(K2x) = K−1
1 b (13)

と変形される．本研究では右側前処理を適用，すなわ
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ち，K1 = I，K2 = K とする．以下に右側前処理つき
IDR(s)-R2法の算法を示す．

右側前処理つき IDR(s)-R2法の算法

Let x0 be an initial guess, put r0 = b−Ax0,

P = (p1 p2 ... ps) ∈ RN×s, set γ0 = 0,

{initial loop : build matrices

E = (dr1 dr2 ... drs), Q = (dx1 dx2 ... dxs)

by IDR− R2 method}

for k = 0, 1, ..., s− 1,

sk = rk − γkdrk,

dxk+1 = K−1sk − γkdxk,

drk+1 = (I −AK−1)sk − rk,

rk+1 = rk + drk+1, xk+1 = xk + dxk+1,

if ∥ rk+1 ∥2 / ∥ r0 ∥2≤ ϵ then exit,

γk+1 = (p, rk+1)/(p, drk+1),

Eek+1 = drk+1, Qek+1 = dxk+1,

end for,

G = PTE, f = PTrs,

k = s, n = 1,

{main loop}

while ∥ rk+1 ∥2 / ∥ r0 ∥2> ϵ,

solve c from Gc = f ,

sk = rk − Ec,

dxk+1 = K−1sk −Qc,

drk+1 = (I −AK−1)sk − rk,

rk+1 = rk + drk+1, xk+1 = xk + dxk+1,

Een = drk+1, Qen = dxk+1,

Gen = PT drk+1, f = f +Gen,

k = k + 1, n = n+ 1,

if n > s then n = 1,

end while.

ILU(0)前処理は，係数行列を，

A = (L̃+ I)(Ũ + D̃) +R (14)

と分解し，

K = (L̃+ I)(Ũ + D̃) (15)

とする前処理である．ここで，L̃，D̃，Ũ は ILU(0)分

解によって生成された狭義下三角行列，対角行列，狭
義上三角行列を各々意味し，Rは L̃，D̃，Ũ のスパー
ス性を保つための誤差行列を意味する．ILU(0)前処理
では，不完全分解過程において非零要素を除いた位置
に現れるフィルインを考慮しない．

4. 数 値 実 験

4.1 テスト行列

Table 1に 10種類のテスト用の非対称行列の特徴
を示す．行列は Florida大学の疎行列データベース12)

から選出した．表中の“N”は次元数，“NNZ”は総非
零要素数，“ave. NNZ”は 1行当りの平均非零要素数
を各々表す．

Table 1 Specifications of test matricses.

matrix N NNZ ave. analytical

NNZ field

big 13,209 91,465 6.92 directed weight

language 399,130 1,216,334 3.05 graph

dc2 116,835 766,396 6.56 subsequent circuit

dc3 116,835 766,396 6.56 simulation

poisson3Db 85,623 2,374,949 27.74 computational fluid

raefsky2 3,242 293,551 90.55 dynamics

raefsky3 21,200 1,488,768 70.22

stomach 213,360 3,021,648 14.16 2D/3D

torso3 259,156 4,429,042 17.09

ecl32 51,993 380,415 7.32 semiconductor device

4.2 計算機環境と計算条件

計算はすべて倍精度浮動小数点演算で行った．計算
機はNehalem（CPU：Intel Xenon X5570，クロック
周波数：2.93GHz，メモリ：24Gbytes，OS：RedHat

Enterprise Linux 5.2）を用いた．プログラムは For-

tran90を用いて実装し，最適化オプションは“-O3”を
使用した．
右辺項ベクトル bは物理的条件から得られる値を用
いた．収束判定条件は相対残差の 2ノルム：∥ rk+1 ∥2
/ ∥ r0 ∥2≤ 10−8とした．初期近似解 x0はすべて 0と
した．行列は予め対角スケーリングによって対角項を
すべて 1.0に正規化した．最大反復回数は 10000回と
した．調べた反復法は IDR(s)-R2法，BiCGStab法，
BiCGSafe法と ILU(0)前処理を各々 3種類の解法に適
用した計 6種類である．IDR(s)-R2法の空間次数 sは
1，2，4，8の 4通りを調べた．BiCGStab法，BiCGSafe

法の初期シャドウ残差 r⋆0は，初期残差 r0(= b−Ax0)，
区間 [0, 1]の一様乱数，定数 1.0の 3通りを与えた．
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4.3 実験結果

Table 2-3に 10種類の行列に対する 6種類の前処理
つき反復法の収束性を示す．表中の時間の単位はすべて
秒とする．表中の解法の表記について，BiCGStab法，
BiCGSafe法，IDR(s)-R2は紙面の都合により Stab，
Safe，R2と各々略記する．表中で，2種類のパラメータ：
空間次数 sおよび初期シャドウ残差 r⋆0について最適な
場合の数値を示す．表中の“max”，“div.(divergence)”
は最大反復回数まで未収束，解が発散したことを各々意
味する．表中の“s”，“itr.(iteration)”，“TRR(True Rel-

ative Residual)”は次数，反復回数，真の相対残差の常用
対数値である log10 (∥ b−Axk+1 ∥2 / ∥ b−Ax0 ∥2)
を各々意味する．表中の“rand”，“1.0”は一様乱数 (ran-

dom number)，定数 1.0を各々意味する．表中の“ra-

tio”は前処理なしBiCGStab法に対する残り 5種類の
解法の比を意味する．Table 4に 6種類の前処理つき
反復法における実験結果のまとめを示す．Fig. 1に行
列 big における前処理なしおよび ILU(0) 前処理つき
IDR(s)-R2法の相対残差履歴を示す．Fig. 2に行列
languageにおける前処理なしおよび ILU(0)前処理つ
き IDR(s)-R2法の相対残差履歴を示す．Fig. 3に行
列 bigにおける ILU(0)前処理を適用した 3種類の解
法の相対残差履歴を示す．Fig. 4に行列 raefsky3に
おける ILU(0)前処理を適用した 3種類の解法の相対
残差履歴を示す．
Table 2-4の観察から以下の知見が得られる．

• ILU(0)前処理つき IDR(s)-R2法の計算時間が最も
短かった行列は，行列 big，language，raefsky2，raef-
sky3，stomachの合計 5種類である．

• ILU(0)前処理つき IDR(s)-R2法は行列 dc3におい
て偽収束が発生．

•すべての行列において収束をした解法は，ILU(0)前
処理つき BiCGStab法，前処理なし BiCGSafe法，
ILU(0)前処理つき BiCGSafe法である．

•前処理なし IDR(s)-R2法は 5種類の行列にだけ収束
する．

• ILU(0)前処理つき IDR(s)-R2法が特に優れた収束
性を示した行列として，行列 raefsky3が挙げられ，
前処理なし BiCGStab法の計算時間の 20分の 1の
時間で収束する．

•行列 dc3を除く 9種類の行列において，ILU(0)前処
理つき IDR(s)-R2法は前処理なし IDR(s)-R2法よ
りも収束性が優れ，前処理の効果が得られたことが
わかる．
Fig. 1-4の観察から以下の知見が得られる．

•前処理なしおよび ILU(0)前処理つき IDR(s)-R2法
において，反復初期の残差の減少は同等であるが，
ILU(0)前処理つき IDR(s)-R2法はその後残差が急

Table 2 Performance of six kind of iterative methods for

other five matrices.

matrix method pre. s r⋆
0 itr. time ratio TRR

Stab none - 1.0 2658 1.25 1.00 -8.33

ILU(0) - rand 672 0.78 0.62 -8.05

big Safe none - 1.0 1503 0.79 0.63 -8.02

ILU(0) - r0 731 0.88 0.70 -8.05

R2 none 8 - 1621 0.77 0.61 -8.08

ILU(0) 8 - 324 0.27 0.21 -8.07

Stab none - rand 24 0.43 1.00 -8.22

ILU(0) - rand 6 0.35 0.81 -8.62

lan- Safe none - r0 25 0.56 1.30 -8.31

guage ILU(0) - r0 6 0.36 0.84 -9.33

R2 none 1 - 45 0.51 1.18 -8.73

ILU(0) 1 - 10 0.31 0.73 -8.45

Stab none - r0 223 1.20 1.00 -8.01

ILU(0) - rand 106 1.17 0.98 -8.21

dc2 Safe none - r0 114 0.69 0.58 -8.25

ILU(0) - r0 94 1.16 0.97 -8.41

R2 none 8 - 239 1.50 1.25 -8.24

ILU(0) 8 - 163 1.48 1.23 -9.16

Stab none - r0 1607 8.60 1.00 -8.07

ILU(0) - rand 368 3.84 0.45 -8.17

dc3 Safe none - r0 691 4.21 0.49 -8.02

ILU(0) - r0 335 3.94 0.46 -8.04

R2 none 8 - 596 3.71 0.43 -8.23

ILU(0) 8 - 200 - - (-7.75)

Stab none - 1.0 244 3.80 1.00 -8.01

ILU(0) - r0 79 3.06 0.81 -8.12

poisson- Safe none - 1.0 215 3.49 0.92 -8.03

3Db ILU(0) - 1.0 65 2.67 0.70 -8.02

R2 none 1 - max - - div.

ILU(0) 4 - 140 2.84 0.75 -8.09

激に減少する．
•行列 bigにおいて，ILU(0)前処理つきBiCGStab法
および同BiCGSafe法の残差の振動が続いているが，
ILU(0)前処理つき IDR(s)-R2法は残差が振動する
が急速に収束する．

•行列 raefsky3において，ILU(0)前処理つき IDR(s)-

R2 法は反復開始後に残差が増加しているが，そ
の後の残差の減少幅が大きく，ILU(0) 前処理つき
BiCGStab法および同 BiCGSafe法よりも速く収束
する．

5. まとめと今後の課題

定常反復法の反復行列の与え方を前処理行列と見直
し，IDR定理を適用および次数を s次に拡張することに
よって IDR(s)-R2法を導出した．前処理行列として，
ILU(0)前処理を適用し数値実験を行った結果，従来の
前処理つき反復法に比べ高い収束の速さが得られた．
今後の課題は，計算量を削減した定常型反復法の適
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kind of methods with ILU(0) preconditionig for

matrix raefsky3.

Table 3 Performance of six kind of iterative methods for

other five matrices.(cont’d)

matrix method precond. s r⋆
0 itr. time ratio TRR

Stab none - r0 348 0.26 1.00 -8.14

ILU(0) - r0 31 0.11 0.42 -9.23

raefsky2 Safe none - r0 298 0.23 0.88 -8.10

ILU(0) - r0 31 0.10 0.38 -9.02

R2 none 1 - max - - div.

ILU(0) 8 - 44 0.09 0.35 -8.19

Stab none - 1.0 3459 20.38 1.00 -8.02

ILU(0) - 1.0 82 1.17 0.06 -8.01

raefsky3 Safe none - 1.0 3099 18.63 0.91 -8.12

ILU(0) - 1.0 95 1.34 0.07 -8.28

R2 none 1 - max - - div.

ILU(0) 4 - 98 0.79 0.04 -9.00

Stab none - r0 max - - div.

ILU(0) - r0 7 0.44 - -8.17

stomach Safe none - 1.0 155 2.74 - -8.12

ILU(0) - rand 7 0.44 - -8.69

R2 none 1 - max - - div.

ILU(0) 2 - 14 0.42 - -8.33

Stab none - r0 79 1.76 1.00 -8.08

ILU(0) - rand 20 1.21 0.69 -8.49

torso3 Safe none - r0 40 1.03 0.59 -8.03

ILU(0) - rand 20 1.24 0.70 -8.94

R2 none 1 - max - - div.

ILU(0) 4 - 33 1.15 0.65 -8.53

Stab none - rand 307 0.65 1.00 -8.24

ILU(0) - r0 114 0.61 0.94 -8.68

ecl32 Safe none - 1.0 309 0.77 1.18 -8.03

ILU(0) - r0 116 0.68 1.05 -8.50

R2 none 8 - 666 1.82 2.79 (-6.66)

ILU(0) 8 - 167 0.69 1.06 -8.58

Table 4 Summary of performance of preconditioned it-

erative methods

mothod precond. no. of no. of

convergence fastest case

Stab none 9/10 0/10

ILU(0) 10 1

Safe none 10 2

ILU(0) 10 1

R2 none 5 1

ILU(0) 9 5

用することや，偽収束が発生しないよう，残差ベクト
ルの更新式を改良することである．
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