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概要

2次元弱非線形有限水深の数理モデルの 1つとして知られている Davey-Stewartson(DS)方程式は多様な厳密解

を持ち，特に DS2 方程式と呼ばれる場合には dark 型の N -線ソリトン解を持つことが知られている．本稿では，

DS2方程式の dark型線ソリトン相互作用について三角形分割を用いた詳細な解析を行う．

1 イントロダクション

Kadomtsev-Petviashvili (KP)方程式をはじめとする 2次元ソリトン方程式は複雑な相互作用をすることが知られ

ている．Miles が発見した KP 方程式のソリトン共鳴 [1, 2] は 2 つの波から大きな波が新たに生成される機構であ

り，浅水波のMach反射を説明するためこれまで様々な研究がなされてきた．特に KP方程式の線ソリトン相互作用

の詳細な解析は Kodamaらによってなされ，二次元のソリトンダイナミクスの持つ数理的構造が明らかになってき

た [3–12]．例えば以下のようなことが分かっている：

• KP2方程式の解である τ 関数は，相互作用のパターンを決定する「A行列」と，ソリトンの角度や振幅を決定

する「パラメーター k」によって決定される．

• ソリトンのグラフは卓越する領域の移り変わりに着目することで置換と対応付けることができ，与えられた置
換から A行列を構成できる．

• A行列とパラメーター kの情報を集約した chord図と呼ばれるものが存在し，与えられた chord図からソリト

ンのグラフが描ける．

• ソリトンのグラフから chord図を構成することができ，ソリトンのグラフに対応する τ 関数を決定できる．

• Le-diagramやネットワークのような組み合わせ論的手法を用いて詳細な解析ができる．

一方，KP方程式と同様に 2次元ソリトン方程式の代表例として知られている Davey-Stewartson (DS)方程式 [13]

iut + uxx − σ1uyy + 2σ2|u|2u+ 4uQ = 0, (1)

Qxx + σ1Qyy + σ2(|u|2)xx = 0. (2)

は dark 型 N -線ソリトン解 [14] やランプ解 [15]，ドロミオン解 [16] など多様な厳密解を持つ．ここで σ1 = ±1，

σ2 = ±1 であり σ1 = −1 のとき DS1 方程式，σ1 = 1 のとき DS2 方程式と呼ばれている．また σ2 = −1 のとき

focusing，σ2 = 1のとき defocusingに対応する．

DS方程式においても KP方程式と同様の解析ができると期待されるが，そのような解析は十分にはなされていな

い．永原らは DS2方程式のダーク型線ソリトン解に対する数値計算スキームを開発し，広田の方法と数値計算を用

いて DS2ソリトンの相互作用の角度依存性を調べた [17].しかし，KP方程式に対して行われたような理論解析は未

完成である．

　本稿では σ1 = 1，σ2 = 1とした defocusing DS2方程式の dark型線ソリトン相互作用について，三角形分割を用

いた解析によって DS2ソリトンのグラフから chord図と τ 関数が決定できることを報告する．
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2 DS 2方程式の τ 関数と A行列，パラメーター ψ

(1)，(2)式に

u = ρ0
g(x, y, t)

f(x, y, t)
ei(kx+ly−ωt+ξ

(0))，u∗ = ρ0
g∗(x, y, t)

f(x, y, t)
e−i(kx+ly−ωt+ξ(0))，Q = (log f(x, y, t))xx (3)

を代入すると双線形形式 (
iDt +D2

x − σ1D
2
y + 2ikDx − 2iσ1lDy

)
g · f = 0, (4)(

−iDt +D2
x − σ1D

2
y − 2ikDx + 2iσ1lDy

)
g∗ · f = 0, (5)(

D2
x + σ1D

2
y + ω − k2 + σ1l

2
)
f · f + 2σ2ρ

2
0|g|2 = 0 (6)

を得る [15, 18]．ここで f は実関数，g は複素関数，g∗ は g の複素共役であり，k，l，ω，ρ0，ξ(0) は実定数である．

また Dm
x は広田の D-オペレーターと呼ばれ，(7)式で定義される：

Dm
x D

n
t f · g =

(
∂

∂x
− ∂

∂x′

)m(
∂

∂t
− ∂

∂t′

)n
f(x, t)g(x′, t′)

∣∣∣∣
x′=x,t′=t

. (7)

このとき σ1 = 1，σ2 = 1とした defocusingDS 2方程式は以下のようなWronskianで表される dark型 N -線ソリト

ン解を持つ [18–20]：

u =
τ(

1−N
2 +1)

τ(
1−N

2 )
e2it, Q = (log τ (

1−N
2 ))xx, τ (s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(s)
1 · · · f

(s)
N

...
. . .

...

f
(s+N−1)
1 · · · f

(s+N−1)
N

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
f
(s)
i (x, y, t) =

M∑
j=1

aijE
(s)
j (x, y, t), E

(s)
j (x, y, t) = eθj−isψj , (8)

θj = −x sinψj + y cosψj − t sin 2ψj , j = 1, 2,

−π < ψ1 < · · · < ψM ≤ π．

(8)式の τ (s) は，(9)式のように定数成分からなる N ×M 行列 Aと指数関数項の成分からなるM ×N 行列 E(s) の

積の行列式に分解できる：

τ (s) =

∣∣∣∣∣∣∣
 a11 · · · a1M

...
. . .

...
aN1 · · · aNM


 eθ1−isψ1 · · · eθ1−i(s+N−1)ψ1

...
. . .

...
eθM−isψM · · · eθM−i(s+N−1)ψM


∣∣∣∣∣∣∣ = |A E(s)|． (9)

以降，(9)式におけるN ×M 行列 Aを「A行列」，ψ1, · · · , ψM を「パラメーター ψ」と呼ぶ．(9)式より，τ (s) は A

行列とパラメーター ψ によって決定されることが分かる．また，Binet-Cauchyの公式

|A B| =
∑

1≤m1<···<mN≤M

|A(m1, · · · ,mN )||B(m1, · · · ,mN )|,

A(m1, · · · ,mN )：N ×M 行列 Aの第m1, · · · ,mN列を抜き出した小行列,

B(m1, · · · ,mN )：M ×N 行列 B の第m1, · · · ,mN行を抜き出した小行列

を用いて (9)式の右辺を展開すると

τ (s) =
∑

1≤m1<···<mN≤M

|A(m1, · · · ,mN )||E(s)(m1, · · · ,mN )| (10)

となり，さらに |E(s)(m1, · · · ,mN )|は

|E(s)(m1, · · · ,mN )| = (−2i)
N(N−1)

2

 N∏
j=1

e−iψmj

s+N−1
2

 ∏
1≤α<β≤N

sin
ψmβ

− ψmα

2

 N∏
j=1

Emj (11)
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と展開できる．(10)式より A行列はその小行列式が零が非零かによって τ 関数に残る指数関数項を決定しているこ

とが分かる．したがって A行列はソリトン相互作用のパターンを決定している．さらに N ×M の A行列はグラス

マン多様体 Gr(N,M)上の点となっていることから，以降 A行列のサイズが N ×M のソリトンのことを Gr(N,M)

のソリトンと呼ぶことにする．

N -ソリトン解 (8)において，x-y 平面で [i, j]-ソリトンの峰を表す直線は

(− sinψi + sinψj)x+ (cosψi − cosψj)y + (− sin 2ψi + sin 2ψj)t = 0 (12)

であることから [i, j]-ソリトンは単位円上の点 (− sinψi, cosψi)，(− sinψj , cosψj)を結ぶ線分に直交する．したがっ

て図 1のように DS2ソリトンのグラフは単位円上の三角形分割された図形と対応がある．

図 1: Gr(1, 4)のソリトン．(ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) = (−π
2 ,−

π
4 ,

π
4 ,

5
6π)，t = 5

これを一般化すると，以下のようになる：

Gr(N,M)のソリトン解に対応する A行列とパラメーター ψ に対して，３次元の点の集合{
Ψj1···jN =

1

N

N∑
m=1

vjm(t)

∣∣∣∣∣ 1 ≤ j1 < · · · < jN ≤M かつ |A(j1, · · · , jN )| ̸= 0

}
　 (13)

の凸包を考えたとき，その上面を x-y 平面に射影してできる三角形分割された図形とソリトンのグラフが一対一対応

する．ただし vjm(t) = (− sinψjm , cosψjm ,−t sin 2ψjm)とする．例えば Gr(1, 4)のソリトンで

A = (1, 1, 1, 1)，(ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) =

(
−π
2
,−π

4
,
π

4
,
5

6
π

)
，t = 5 (14)

の場合を考えると |A(1)|，|A(2)|，|A(3)|，|A(4)| > 0であることから (13)式の集合は

{Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4} (15)

となる．この集合の凸包をとると上面は図 2のようになり，それを z → ∞から見ると図 3のような三角形分割され

た図形が得られ，ソリトンのグラフと一対一対応する．

図 2: 凸包の上面 図 3: 凸包の二次元射影 図 4: 対応するソリトンのグラフ (|u|2)
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3 DS2ソリトンのグラフから τ 関数を決定する方法

第 1章で述べたように，KP2ソリトンではソリトンのグラフから τ 関数を決定することができた．しかし DS2ソ

リトンでは図 5，6のように異なる τ 関数から同じソリトンのグラフが構成できてしまう．

図 5: Gr(1, 3)のソリトンのグラフ．

(ψ1, ψ2, ψ3) = (−π
2 ,−

π
4 ,

3
4π)，t = 5

図 6: Gr(2, 3)のソリトンのグラフ．

(ψ1, ψ2, ψ3) = (−π
4 ,

π
2 ,

3
4π)，t = −5

これはパラメーター ψ を変えることによりソリトンが回転するためである．このような理由から，今まで DS2 ソ

リトンのグラフから τ 関数を決定することは困難だった．この問題を解決するため，まずは Gr(1, 3) のソリトンと

Gr(2, 3)のソリトンのグラフの判別を「ソリトンの進行方向」に着目して行う．

3.1 Gr(1, 3)と Gr(2, 3)のソリトンの進行方向

まず Gr(1, 3)の Y字型ソリトンの進行方向を調べる．状況設定として t > 0でソリトン 1，2，3がそれぞれ角度

ϕ1，ϕ2，ϕ3 の位置に存在する場合を考える．角度はいずれも y 軸正の部分から反時計回りを正の方向として測り，

−π < ϕ1 < ϕ2 < ϕ3 ≤ π とする．このときソリトンのグラフに対応するパラメーター (ψ1,ψ2,ψ3)が一意に定まり，

これらのパラメーターは −π < ψ1 < ψ2 < ψ3 ≤ π を満たす．

図 7: Y字型ソリトンとパラメーター ψ
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図 7の各ソリトンは (12)式で表されるため，その進行方向は速度

−− sin 2ψi + sin 2ψj
− sinψi + sinψj

， (i，j = 1，2，3 かつ i ̸= j) (16)

の正負によって決定される．1本のソリトンの進行方向について，各ソリトンの角度を変えながらその符合を調べる

と図 8 のようになる．この図は着目しているソリトンがどの領域に存在するかで +−(右左) のどちらに進むかを表

し，他の 2本のソリトンのなす角が鋭角か鈍角かによって符合が反転する．同様に Gr(2, 3)の Y字型ソリトンにつ

いても進行方向を調べると図 9のような結果が得られ，Gr(2, 3)のソリトンは Gr(1, 3)のソリトンに対して逆方向に

進むことが分かる．以上の結果から，ソリトンの進行方向を調べることでグラフから Gr(1, 3)と Gr(2, 3)のソリトン

の判別が可能である．

図 8: 進行方向 Gr(1, 3) 図 9: 進行方向 Gr(2, 3) 図 10: 進行方向と符合の対応

3.2 DS2ソリトンの chord図の構成

ソリトンの進行方向を調べることで Gr(1, 3) と Gr(2, 3) の判別が可能なため，それぞれのソリトンに対応する

chord図を以下のような手順で構成できる：

1. Y字型ソリトンの進行方向を調べ，ソリトンが Gr(1, 3)か Gr(2, 3)かを判別する．

2. Gr(1, 3)のソリトンの場合，各ソリトンに直交する辺を持つ三角形を単位円上にプロットする．

3. Gr(2, 3) のソリトンの場合，各ソリトンに直交する辺を持つ三角形を 180 度回転させた状態で単位円上にプ

ロットする．

4. 頂点の存在する角度を −π < ψ1 < ψ2 < ψ3 ≤ π となるように定める．

5. 三角形の頂点を Gr(1, 3)なら時計回りに，Gr(2, 3)なら反時計回りに辿るよう各辺に矢印をつける．

図 11: Gr(1, 3)と Gr(2, 3)のソリトンに対応する chord図
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この chord 図において，頂点を矢印に沿って辿ることにより置換 π が構成でき，置換からソリトン解の A 行列

が得られる．図 11 の Gr(1, 3) の chord 図に対応する置換は π = (3, 1, 2)，Gr(2, 3) の chord 図に対応する置換は

π = (2, 3, 1)であり，これに対応する A行列はそれぞれ

A = (1, a, b)， A =

(
1 0 −b
0 1 a

)
， (a，b > 0) (17)

となる [6, 12]．さらに各頂点に対応する角度が τ 関数のパラメーター ψ の値になっている．図 11の Gr(1, 3)の場合

では (ψ1, ψ2, ψ3) = (−π
2 ,−

π
4 ,

3
4π)，Gr(2, 3) の場合では (ψ1, ψ2, ψ3) = (−π

4 ,
π
2 ,

3
4π) である．τ 関数は A 行列とパ

ラメーター ψ によって決定されるため，Gr(1, 3)と Gr(2, 3)のソリトンのグラフから対応する τ 関数を決定できる．

3.3 DS2ソリトンのグラフから τ 関数の決定

上記の議論により構成した Gr(1, 3)と Gr(2, 3)のソリトンの chord図を組み合わせることにより，DS2ソリトン

のグラフから τ 関数を決定できる．例として次のようなソリトンのグラフが与えられている状況を考える．

図 12: 与えられたソリトンのグラフ

このグラフに対して次の手順でソリトンの chord図を構成する：

1. 各ソリトン，および Y字型ソリトンの交点にラベルをつける．

2. 各 Y字型ソリトンの進行方向を調べ，各 Y字型ソリトンに対して局所的な chord図を構成する．

(→今回 Y文字型ソリトン A，Cが Gr(1, 3)のソリトンで，Bが Gr(2, 3)のソリトンだったとする．)

3. 各 chord図を同一の単位円上にプロットする．

4. 漸近ソリトンでないソリトンに対応する辺を消去する．

以上の手順から，図 13のようにソリトン解に対応する置換 π(つまり A行列)とパラメーター ψ が定まり，τ 関数を

決定することができる．また A行列のサイズから Gr(2, 5)のソリトンであることも分かる．

4 まとめ

DS2方程式の dark型線ソリトンについて，ソリトンの進行方向に着目することで DS2ソリトンに対応する chord

図の構成に成功した．DS2ソリトンの chord図を経由することで DS2ソリトンのグラフから τ 関数を構成できるこ

とが分かった．
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図 13: DS2ソリトンのグラフから A行列とパラメーター ψ を決定する手順
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