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概 要

KP II方程式のソリトン解はネットワークと密接に関係し，ネットワーク表示などの組み合わせ
論的手法を用いてソリトン相互作用の詳細な解析を行うことができることが最近わかってきた．本稿
では KP II方程式と DKP方程式のソリトン解に対するネットワーク表示について解説する．特に，
DKP方程式のソリトン解に対するネットワーク表示の構成法を用いることで KP II方程式のネット
ワーク表示が従来の手法に比べて簡単に得られること，そして KP II方程式のソリトン解のネット
ワーク表示が与えられた時に KP II方程式のソリトン解のWronski型 Pfaffian表示が得られること
を示す．

1 イントロダクション

Kadomtsev-Petviashvili II(KP II)方程式

(−4ut + 6uux + uxxx)x + 3uyy = 0 (1)

はN -ソリトン解を持ち，それらはWronskianで表示することができる．最近，KP II方程式のソリト
ン相互作用は組み合わせ論的手法を用いることでより深く解析できることがわかってきた [1, 2, 3, 4]．
KP II方程式の拡張の一つとしてDKP(coupled KP)方程式(−4ut + 6uux + uxxx)x + 3uyy = 24(v+v−)xx

2v±t + 3uv±x + v±xxx ∓ 3
(
v±xy + v±

∫ x
uydx

)
= 0

(2)

が知られている [5, 6]．DKP方程式 (2)は v+ = v− = 0とした時に KP II方程式 (1)に一致するので，
この方程式は KP II方程式の全ての解を厳密解として含んでいる．KP II方程式と DKP方程式は蜘蛛
の巣状パターンを示す spider-web解のように複雑な相互作用を示すソリトン解を持っている [7, 8].

ChakravartyとKodamaはKP II方程式のソリトン解のWronskian表示に対してCauchy-Binetの公
式を適用し，KP II方程式のソリトン解の分類に成功した [1]．その後，KodamaらによってKP II方程
式のソリトン解の分類は chord図， L-diagram[9]，ネットワーク [10]などを用いることで完全置換と対
応することが示された [3]．しかしながら，DKP方程式のソリトン相互作用についての詳細な研究はこ
れまでほとんどなされていない [11]．
本稿ではKP II方程式とDKP方程式のソリトン解に対するネットワーク表示について解説する．特

に，DKP方程式のソリトン解に対するネットワーク表示の構成法を用いることでKP II方程式のネット
ワーク表示が従来の手法に比べて簡単に得られること，そしてKP II方程式のソリトン解のネットワー
ク表示が与えられた時にKP II方程式のソリトン解のWronski型 Pfaffian表示が得られることを示す．

2 KP II方程式の τ関数とネットワーク

KP II方程式 (1) は従属変数変換 u(x, y, t) = 2 (log τ(x, y, t))xxによって双線形方程式(
D4

x − 4DxDt + 3D2
y

)
τ · τ = 0 (3)
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に変形され，この双線形方程式 (3)はWronskian解

τ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 f

(1)
1 · · · f

(N−1)
1

...
...

. . .
...

fN f
(1)
N · · · f

(N−1)
N

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∂fi
∂y

=
∂2fi
∂x2

,
∂fi
∂t

=
∂3fi
∂x3

(4)

を持つ．特に分散関係式 (4)を満たす fiとして

fi =

M∑
j=1

aije
θj , θj = kjx+ k2j y + k3j t (k1 < k2 < · · · < kM , N < M)

を考えると τ 関数は

τ =

∣∣∣∣∣∣∣
 a11 · · · a1M

...
. . .

...

aN1 · · · aNM


 eθ1 · · · kN−1

1 eθ1

...
. . .

...

eθM · · · kN−1
M eθM


∣∣∣∣∣∣∣

=:
∣∣∣ÂE∣∣∣

と表され，これはKP II方程式 (1)のソリトン解になる．Â行列のサイズがN ×M の時，Gr(N,M)の
解であるという．この表示によって得られる τ 関数は Cauchy-Binetの公式を用いて以下のように展開
される:

τ =
∣∣∣ÂE∣∣∣ = ∑

1≤i1<···<iN≤M

∣∣∣Âi1,...,iN

∣∣∣ ∣∣Ei1,...,iN
∣∣ . (5)

ただし，Âi1,...,iN は行列 Âの i1, . . . , iN 列を抜き出した小行列を表し，Ei1,...,iN は行列 E の i1, . . . , i2n

行を抜き出した小行列を表す．また，Â行列は次の 2条件を満たしているものとする:

• Â行列のN ×N 小行列式が全て非負である．(totally non-negative, TNN)

• Â行列を行基本変形で階段行列にした時，全ての行のピボット以外の成分および全ての列に非零
の成分が存在する．(reduced row echelon form, RREF)

ここで 1つ目の条件は Cauchy-Binetの公式から τ 関数が零点を持たない，つまりもとの従属変数 uが
特異点を持つような非物理的な解でないことに対応し，2つ目の条件はゲージ変換を含めて本質的に指
数関数がM 個全て残ることに対応している．
Â行列は次の手順でも得られる:

1. 高さN，幅M −N のYoung図形の中に次の条件を満たすように yi(pj), siを入れる:

• sが入った箱があった場合，その箱より上の箱全て，もしくはその箱より左の箱全てに sが
入っている．

• sが入った箱のみの行および列が存在しない．

ただし，yi, siの添字は

• 一番右上の箱の添字は 1

• 右または上に箱があればその添字+1
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で決定され，各パラメータ pj は全て正とする．

2. Young図形の一番下の行から，同じ行の中では一番右の箱から順に図 1のようにネットワークに
置き換え，右につなげていく．

3. ネットワーク上に振られている数字をその経路の重み (何も書かれていない場合は重み 1) と考
え，ネットワークの左の番号 iから右の番号 j への全ての経路の重みの和をM ×M 行列 Aの第
M − i+ 1,M − j + 1成分とする．

4. 次の操作でM ×M 行列AからN ×M 行列 Âを得る:

A =

 a11 · · · a1M
...

. . .
...

aM1 · · · aMM

 7−→ Â =

aMN · · · a1N
...

. . .
...

aM1 · · · a11

 .

手順 1は完全置換やそれに対応する L-diagramを考えていることと等価である．以下，ネットワークは
手順 3で得られる行列と同一視する．

yi(pj)
i+ 1 i+ 1

i i

pj si
i+ 1

ii

i+ 1
1

−1

図 1: yi, si とネットワークの対応

例えば，図 2の例は手順 2によって図 3のネットワークになり，対応するA, Â行列は

A =


0 −1 0 0 0

1 0 0 0 0

p1 0 0 −1 0

0 p5 1 0 0

0 p3p5 p3 0 1

 7−→ Â =

(
p3p5 p5 0 0 −1

0 0 p1 1 0

)

である．このようにして得られた Â行列は必ず TNNかつRREFになる [1, 2, 3, 4]．

y1(p3)s2

y3(p1)

y5(p5)

s4

図 2: 手順 1の例

5

44

5

3

32

2

1 1

p1

1

−1

p3

1

−1

p5

図 3: 図 2に対応するネットワーク

KP II方程式のネットワークとソリトン相互作用の対応の例としてO型，P型，T型の 2-ソリトン相
互作用をあげる:
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A =

4 4

3

22

3

1 1

2

3

1

−1

=

1 0 0 0
2 0 −1 0
0 1 0 0
0 3 0 1

 7−→ Â =

(
3 1 0 0
0 0 2 1

)

図 4: O型相互作用に対応するネットワークとソリトングラフ

A =

4

33

4

2

11

2
1

1

−1
1

−1

2 =

0 −1 0 0
1 0 0 0
1 0 0 −1
0 2 1 0

 7−→ Â =

(
2 0 0 −1
0 1 1 0

)

図 5: P型相互作用に対応するネットワークとソリトングラフ

A =

4 4

3 3

2 2

1 1

1

1

1

1 =

1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
0 1 1 1

 7−→ Â =

(
1 2 1 0
0 1 1 1

)

図 6: T型相互作用に対応するネットワークとソリトングラフ

3 DKP方程式のネットワークとKP II方程式

DKP方程式 (2)は従属変数変換 u = 2(log τn)xx, v
± = τn±1/τnによって双線形方程式(−4DxDt +D4

x + 3D2
y)τn · τn = 24τn−1τn+1

(2Dt +D3
x ∓ 3DxDy)τn±1 · τn = 0

(6)

に変形され，この双線形方程式 (6)はWronski型 Pfaffian解

τn = Pf[Qn] =
∑
Ω

σ(i1, j1, . . . , in, jn)Qi1,j1Qi2,j2 . . . Qin,jn ,

Qn = (Qi,j)1≤i,j≤2n,

∂

∂tk
Qi,j = Qi+k,j +Qi,j+k (t1 = x, t2 = y, t3 = t) (7)

を持つ [6]．ただし，Qnは 2n次反対称行列，Ω = {1 ≤ i1 < · · · < in ≤ 2n, ik < jk, k = 1, . . . , n}で
あり，

σ(i1, j1, . . . , in, jn) = sign

(
1 2 · · · 2n− 1 2n

i1 j1 · · · in jn

)
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である．ここで，QnをM 次反対称パラメータ行列B (M > 2n)を用いて，

Qn = EnBE⊤
n ,

En =


E1 E2 · · · EM

E
(1)
1 E

(1)
2 · · · E

(1)
M

...
...

. . .
...

E
(2n−1)
1 E

(2n−1)
2 · · · E

(2n−1)
M

 ,

E
(j)
i = ki

j exp(kix+ k2i y + k3i t)

と選ぶとこれは分散関係式 (7)を満たす．この表示によって得られる τ 関数は石川・若山の Pfaffianの
和公式を用いて以下のように展開される [11]:

τn = Pf[EnBE⊤
n ] =

∑
1≤i1<···<i2n≤M

Pf[Bi1,...,i2n
i1,...,i2n

] det[(En)i1,...,i2n ]. (8)

ただし，Bi1,...,i2n
i1,...,i2n

は行列Bの i1, . . . , i2n行および i1, . . . , i2n列を抜き出した小行列を表し，(En)i1,...,i2n
は Enの i1, . . . , i2n列を抜き出した小行列を表す．このように展開した時，全てのPf[Bi1,...,i2n

i1,...,i2n
]が非負で

あればこれはソリトン解を与える．
式 (8)の τ 関数のパラメータ行列Bが与えられた時，そこから対応するネットワークを得る方法を説

明する．そのためにまず次のようなM ×M 行列を導入する:

J
(2l)
M (q1, . . . , ql) =



0 q1

−q1 0 0
. . . 0

0 ql
0 −ql 0

0 0


M×M

.

このような J
(2l)
M (q1, . . . , ql)をM 次反対称行列の標準形と呼ぶことにする．さらに，図 1に加えて図 7

のように定義した xi(p), yi(p), siの積で表される行列Aを用いて

A−1B(A−1)⊤ = J
(2l)
M (q1, . . . , ql) ⇔ B = AJ

(2l)
M (q1, . . . , ql)A

⊤

の形にすることを反対称行列Bの標準化と呼ぶことにする．

xi(pj)
i+ 1 i+ 1

i i

pj

図 7: xi とネットワークの対応

この時，行列Aはその構成方法からネットワークで表すことができる．例えば，

B =


0 1 0 1

−1 0 1 1

0 −1 0 1

−1 −1 −1 0

 = A


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 2

0 0 −2 0

A⊤,

A = x3(1)x1(1)x2(1)x2(−1/2)
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に対応するネットワークは図 8である．

4 4

3 3

2 2

1 1

1

1

1 − 1
2

図 8: DKP方程式のネットワークの例 t < 0 t = 0 t > 0

図 9: 図 8に対応する相互作用

特に，反対称パラメータ行列 Bを標準化した時に標準形 J
(2l)
M のブロックの個数 lが nに等しいなら

ば，石川・若山の Pfaffianの和公式と Pfaffianの性質から τn+1 = 0となるので τnはKP II方程式の双
線形形式 (3)の解になる．このことから，DKP方程式のWronski型Pfaffian解がKP II方程式の解にも
なっている場合，上手くA行列をとることでKP II方程式の解析で現れるネットワークと同様のネット
ワークが得られることがわかる．つまり，DKP方程式のWronski型 Pfaffian解がKP II方程式の解に
なっているかを確かめるには反対称パラメータ行列Bの標準化を行えばよく，その過程で自然とネット
ワーク表示Aが現れる．この方法を用いることによって，従来の手法のように完全置換や L-diagramを
経由することなくKP II方程式のソリトン解に対応するネットワーク表示が得られる．
以上の手順を逆に辿ることで，KP II方程式のソリトン解のネットワークが与えられた時，そこから

Wronski型 Pfaffian表示が得られるので，その方法を説明する．まず，M ×M 行列Aを

A =

{
“ネットワーク” (Gr(2n,M)のネットワークの場合)

“ネットワークの上に行を 1つ追加したもの” (Gr(2n− 1,M − 1)のネットワークの場合)

とする．例えば，Gr(2,4)，Gr(1,3)の場合は次のようになる:

4 4

3

22

3

1 1

2

3

1

−1

−→ A =

4 4

3

22

3

1 1

2

3

1

−1

=


1 0 0 0

2 0 −1 0

0 1 0 0

0 3 0 1



図 10: O型相互作用 (Gr(2,4))のネットワークからの対応する A行列の構成

3 3

2 2

1 1
2

3 −→ A =

4 4

3 3

2 2

1 1
2

3 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 3 1 0

0 6 2 1



図 11: Y字型相互作用 (Gr(1,3))のネットワークからの対応する A行列の構成
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こうして得られたA行列を用いて

B = AJ
(2n)
M (1, . . . , 1)A⊤

と定めると

τn = Pf[EnBE⊤
n ] = det[ÂE]

として τ 関数のWronski型 Pfaffian表示が得られる．

4 まとめ

本稿ではKP II方程式とDKP方程式のソリトン解に対するネットワーク表示について解説した．DKP

方程式のソリトン解のWronski型Pfaffian表示に対して反対称行列の標準化を行うことで，DKP方程式
のソリトン解に対するネットワーク表示を得ることができる．また，KP II方程式のソリトン解のWronski

型Pfaffian表示を考えることにより，KP II方程式のソリトン解に対応するネットワーク表示を従来の手
法に比べて簡単に得ることができる．このことを用いることによってKP II方程式のソリトン解のネッ
トワーク表示が与えられた時にソリトン解のWronski型 Pfaffian表示が構成できる．
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