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Symplectic行列束と歪直交多項式

気象大学校 三木啓司 (MIKI Hiroshi)

概 要 歪直交多項式と呼ばれる反対称内積に対する直交性を有する多項式について，特殊な対称

性を満たすクラスを導入する．導入したクラスの歪直交多項式の性質を調査し，シンプレクティック

行列束との対応について議論する．

1 はじめに

直交多項式に代表される直交関数系は，可積分系にとどまらず数理物理の多くの分野に現れる
[1]．その中でも鍵となる性質が，有限の項間で成立する隣接関係式である．例えば，直交多項式
は三項間漸化式を満たすことが知られており，これは出生死滅過程などに現れる三重対角行列の
固有ベクトルとして，直交多項式列が自然と現れることを意味している．
本稿では，ランダム行列の理論において直交・シンプレクティックアンサンブルの相関関数の計

算に現れる歪直交多項式 [2, 3]に注目する．歪直交多項式は主に DKP方程式などの可積分系との
対応が知られている [4, 5]．しかしながら，一般の歪直交多項式に対しては上に述べたような有限
の項間の隣接関係式が成立しないことが知られている．しかし，[6]において特殊な対称性を有す
るクラスについては隣接関係式が成立することが指摘されている．ここでは，別の対称性を持つ
歪直交多項式を導入し，その性質等について議論を行っていく．

2 歪直交多項式

双線型 2次形式 ⟨·, ·⟩ : R[x] × R[x] → Rで，反対称性

⟨ f (x), g(x)⟩ = − ⟨g(x), f (x)⟩

を満たすものを (内積の公理そのものは満たさないが)反対称内積という．歪直交多項式は，反対
称内積 ⟨·, ·⟩に対して次の直交性を満たす多項式列 {qn(x)}∞n=0として定義される：

⟨q2m(x), q2n+1(x)⟩ = rnδmn (∃rn , 0),
⟨q2m(x), q2n(x)⟩ = ⟨q2m+1(x), q2n+1(x)⟩ = 0 (m, n ∈ Z≥0),
deg(qn(x)) = n.

(2.1)

直交多項式はハンケル行列式表示を持つことが知られているが，歪直交多項式はパフィアン表示
を持つ．

命題 1. 反対称内積 ⟨·, ·⟩に対する歪直交多項式 {qn(x)}∞x=0は以下のように書ける：

q2n(x) ∝ Pf(0, 1, · · · , 2n, x),
q2n+1(x) ∝ Pf(0, 1, · · · , 2n − 1, 2n + 1, x) + γnq2n(x).

(2.2)

ここで，Fn = {σ ∈ S2n | σ(1) < σ(3) < · · · < σ(2n − 1), σ(2i − 1) < σ(2i)} としたとき，
Pf(a1, a2, · · · , a2n)は以下で定まるパフィアンである．

Pf(a1, a2, · · · , a2n) =
∑
σ∈Fn

sgn(σ)Pf(aσ(1), aσ(2))Pf(aσ(3), aσ(4)) · · ·Pf(aσ(2n−1), aσ(2n)),

Pf(i, j) =
⟨
xi, x j

⟩
, Pf(i, x) = xi .
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注. パフィアン Pf(0, 1, · · · , 2n − 1)2 は反対称行列 A = (
⟨
xi, x j

⟩
)0≤i, j≤2n−1 の行列式の値に等しい．

また，

Pf(0, 1, · · · , 2n − 1) =

|Pf(0, 1) Pf(0, 2) · · · Pf(0, 2n − 1)
Pf(1, 2) · · · Pf(1, 2n − 1)

. . .
...

Pf(2n − 2, 2n − 1)

����������
と書くこともある．

パフィアン表示を見れば分かるように，奇数次の歪直交多項式には不定性が存在する．そのた
め，一般の歪直交多項式に対する隣接関係式の議論を行うことは困難である．

3 特殊な対称性を持つ歪直交多項式

先ほど述べたように，一般の歪直交多項式について隣接関係式の議論を進めることは難しいが，
特定のクラスに対しては可能になる．例えば，反対称内積として

⟨ f (x), g(x)⟩ =
∫

( f (x)g(−x) − f (−x)g(x))dρ(x)

を選んだ場合の歪直交多項式は隣接関係式を満たし，シンプレクティック行列を初期値としたとき
の SRアルゴリズムに深く関係している [6]．
本稿では，新たに反対称内積

⟨ f (x), g(x)⟩ =
∫

( f (x)g(x−1) − f (x−1)g(x))dρ(x) (3.1)

を導入し，上記の反対称内積に対応する歪直交多項式について考える．このとき，先ほど導入し
たパフィアンについて，例えば以下のような性質が成り立つことが分かる：

Pf(i1 + k, i2 + k, · · · , i2n + k) = Pf(i1, i2, · · · , i2n),
Pf(i1 + k, i2 + k, · · · , i2n−1 + k, x) = xkPf(i1, i2, · · · , i2n−1, x) (i1, i2, · · · , i2n, k ∈ Z).

(3.2)

以降では (2.1)における直交定数を rn = 1と規格化する．さらに，(2.2)の不定パラメーターを γn = 0

と選び，q2n(x)および q2n+1(x)の最高次の係数が等しくなおかつ正であるとする．このようにす
ることで，対応する歪直交多項式列 {qn(x)}∞n=0は一意に定まる．これを正規歪直交多項式と呼ぶ．
ここで導入した反対称内積に対応する正規歪直交多項式について，隣接関係式が成立する．

定理 2. 反対称内積 (3.1)に対する正規歪直交多項式 {qn(x)}∞n=0は以下の関係式を満たす．

x(q2n+1(x) − αn+1q2n(x)) = βn+1q2n+2(x) − q2n(x),
x(q2n(x) − βnq2n−2(x)) = q2n+1(x) − αnq2n(x).

(3.3)

ここで，αn, βnはそれぞれ，τn = Pf(0, 1, · · · , 2n − 1), σn = Pf(0, 1, · · · , 2n − 2, 2n)としたとき

αn =
σn
τn
, βn =

√
τn+1τn−1
τ2n

.
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Proof. 行列式のプリュッカー関係式・ヤコビの恒等式に相当するパフィアンに関する恒等式 [7, 8]

Pf(i1, i2, · · · , i2n)Pf(i1, i2, · · · , i2n, b, c, d, e)
= Pf(i1, i2, · · · , i2n, b, c)Pf(i1, i2, · · · , i2n, d, e) − Pf(i1, i2, · · · , i2n, b, d)Pf(i1, i2, · · · , i2n, c, e)
+ Pf(i1, i2, · · · , i2n, b, e)Pf(i1, i2, · · · , i2n, c, d),
Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, a)Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, b, d, e)
= Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, b)Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, a, d, e) − Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, d)Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, a, b, e)
+ Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, e)Pf(i1, i2, · · · , i2n−1, a, b, d)

を利用する．上記の恒等式に ik = k, a = 2n, b = 2n + 1, c = 2n + 2, d = 0, e = xを代入し，性質 (3.2)
および正規歪直交多項式のパフィアン表示

q2n(x) =
1

√
τnτn+1

Pf(0, 1, · · · , 2n, x), q2n+1(x) =
1

√
τnτn+1

Pf(0, 1, · · · , 2n − 1, 2n + 1, x)

を用いることで所望の結果を得る． □

式 (3.3)に対して，奇数次の項を消去すると，偶数次のみに関する関係式

(x2 + 1)q2n(x) = βn+1q2n+2(x) + x(αn+1 − αn)q2n(x) + x2βnq2n−2(x)

が得られる．偶数次の歪直交多項式は奇数次のような不定性もなく，定数倍を除いて反対称内積
に対して一意に定まる．さらに，新しい関数列

Rn(x) = x−nq2n(x) (3.4)

により導入すると，先ほどの関係式は(
x +

1

x

)
Rn(x) = βn+1Rn+1(x) + (αn+1 − αn)Rn(x) + βnRn−1(x)

と書き直すことができる．さらに，

R0(x) = q0(x) ∝ 1, R1(x) = x−1q2(x) ∝ Pf(0, 1)
(
x +

1

x

)
− Pf(0, 2).

これは，y = x + 1
x と思うと，Rn(x)は yについての n次多項式であり，上記の式は直交多項式の

満たす三項間漸化式になっている．以上のことをまとめると，次のことがしたがう．

定理 3. y = x + 1
x として，yに関する n次多項式 {Rn(y)}∞n=0を式 (3.4)により導入すると，{Rn(y)}

は直交多項式でありその直交性は，∫
Rn(y)Rm(y)

(
1

x
− x

)
dρ(x) = δmn

で与えられる．

Proof. (正規)歪直交性から，m ≥ nのとき，⟨
q2m(x), xm−n+1q2n(x)

⟩
= δmn

がしたがうことが分かる．この式に対して，(3.4)および反対称内積 (3.1)を代入すると，⟨
xmRm(y), xm+1Rn(y)

⟩
=

∫
Rn(y)Rm(y)(x−1 − x)dρ(x) = δmn

を得る．m ≤ nの場合も同様の議論を行えばよい． □

3



このように，反対称内積 (3.1)に対する歪直交多項式は直交多項式と密接な関係にあることが明
らかとなった．さらに，直交多項式はハンケル行列式表示を用いた表現を持つことが知られてお
り，その事実から次のパフィアンと行列式の間の非自明な関係式が導かれる．

系 4. cn =
∑ ⌊ n2 ⌋

k=0

( (n
k

)
−

( n
k−1

) )
µn−2k としたとき，全ての自然数 nについて次の恒等式が成立する：

|µ0 µ1 · · · µ2n−2
µ0 · · · µ2n−3

. . .
...

µ0

���������� =
����������

c0 c1 · · · cn−1
c1 c2 · · · cn
...

...
. . .

...

cn−1 cn · · · c2n−2

���������� ,
|µ0 µ1 · · · µ2n−3 µ2n−1

µ0 · · · µ2n−4 µ2n−2
. . .

...
...

µ0 µ2

µ1

������������
=

����������
c0 · · · cn−2 cn
c1 · · · cn−1 cn+1
...

. . .
...

...

cn−1 · · · c2n−3 c2n−1

���������� .
(3.5)

4 対応するシンプレクティック行列束

直交多項式は三重対角行列を対角化することが知られているが，基本的に現れる行列のサイズ
は半無限である．ところが内積の空間の自由度を有限にすることで行列のサイズも有限になる．そ
こで，反対称内積 (3.1)を N 次元空間に制限した

⟨ f (x), g(x)⟩ =
N∑
s=1

( f (xs)g(x−1s ) − f (x−1s )g(xs))ws

を考える．このとき，歪直交多項式列は {qn(x)}2N−1
n=0 になり，隣接関係式 (3.3)もn = 0, 1, · · · , N−1ま

での範囲で成立する．2N 次元ベクトル q = (q0(x), q2(x), · · · , q2N−2(x), q1(x), q3(x), · · · , q2N−1(x))T
を導入すると，関係式 (3.3)は，次の一般化固有値問題に書き直すことが出来る：

xA2N q = B2N q, A2N =

(
F O

−G1 IN

)
, B2N =

(
−G0 IN
−FT O

)
. (4.1)

ここで，IN は N 次単位行列，Oは零行列であり，FおよびGi (i = 1, 2)は以下で定義される N 次
正方行列である．

F =

©­­­­­­­«

1

−β1 1

−β2 1
. . .

. . .

−βN−1 1

ª®®®®®®®¬
, Gi = diag(αi, αi+1, · · · , αi+N−1) (α0 = 0).

一般化固有値問題 (4.1)に現れる行列束 (A2N, B2N )は歪直交多項式に特殊な対称性を課しているた
め，特徴的な構造を持っており，さらには直交多項式との対応関係から三重対角行列とも関係す
る．これらを述べたのが次の定理である．

定理 5. 行列束 (A2N, B2N )はシンプレクティック行列束をなす．すなわち，関係式

A2N J2N AT
2N = B2N J2N BT

2N, J2N =

(
O IN
−IN O

)
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が成立する．このとき，(A2N, B2N )の一般化固有値の一つを λとするとき，λ−1も一般化固有値で
ある．これらの一般化固有値を λi, λ−1i (i = 1, 2, · · · , N)と書いたとき，三重対角行列

©­­­­­­­«

α1 β1

β1 α2 − α1 β2
. . .

. . .
. . .

βN−2 αN−1 − αN−2 βN−1
βN−1 αN − αN−1

ª®®®®®®®¬
(4.2)

の固有値 µi (i = 1, 2, · · · , N)との間に，

µi = λi + λ
−1
i (i = 1, 2, · · · , N) (4.3)

が成立する．

上記の定理から，歪直交多項式は（あるクラスの）シンプレクティック行列束の一般化固有値問
題を対角化することがわかり，この一般化固有値問題は三重対角化行列の固有値問題と等価であ
ることが分かった．シンプレクティック行列束の問題は一般に複素数が一般化固有値として現れる
ため，この問題をそのまま数値解法で求めようとすると，特に精度面で疑問が出てしまう．実際
に，MAPLEを用いて数値計算を行ったところ，図 1左のように「自身が固有値なら逆数も固有値
である」というシンプレクティック行列束の性質が反映されていない結果が出ている．

dqds法などの実対称三重対角行列用の数値解法は高速・高精度なことが知られている [9]ため，
先ほどの定理を利用することで，シンプレクティック行列束 (A2N, B2N )に対する高精度（かつ高
速）な数値解法を提案することができる．具体的な手順としては，次のようにすればよい：

(i). シンプレクティック行列束 (A2N, B2N )から，三重対角行列 (4.2)を構成する．
(ii). 構成した三重対角行列の固有値 µi (i = 1, · · · , N)を数値解法により計算する．
(iii). 求めた固有値から関係式 (4.3)により，一般化固有値 λi, λ−1i (i = 1, 2, · · · , N)を求める．

この提案手法を用いて，実際にMAPLE上で数値計算を行ったところ図 1右のような結果が得ら
れ，さきほどの一般化固有値を直接求めた場合と比べて，シンプレクティック行列束の性質が反映
された結果となっている．

図 1: 数値計算により求めた N = 100, αi = i, βi = 1における行列束 (A2N, B2N )の一般化固有値分
布 (左：MAPLEの LinearAlgebraパッケージの Eigenvaluesコマンドを使用．右：提案手法．(4.2)
の固有値計算は Eigenvaluesコマンドを使用)

5



5 まとめ

本稿では，特殊な対称性を持つ反対称内積 (3.1)を導入し，対応する歪直交多項式が隣接関係式
を持ち，直交多項式とも関係することを示した．この関係からあるパフィアンとハンケル行列式
の間の非自明な関係式 (3.5)を導き，さらには対応するシンプレクティック行列束の一般化固有値
と三重対角行列の固有値との間の関係式も明らかにした．この事実に基づくことで，(4.1)の一般
化固有値を高精度に計算可能な数値計算法を提案した．しかしながら，求めた行列束は形が特殊
であるため，現時点では使える状況が非常に限られてしまう．シンプレクティック行列束は制御理
論の問題に現れ，一般のシンプレクティック行列束は Butterfly-formと呼ばれる形に相似変形でき
ることが知られている [10]．Butterfly-formと今回導入したシンプレクティック行列束は非常によ
く似た形をしているため，両者の関係および一般のシンプレクティック行列束との対応を明らかに
していくことが今後の課題である．また，パフィアン・行列式は組み合わせ論でも重要な対象で
あり [11]，得られた関係式 (3.5)の組み合わせ論的な解釈も興味深い問題である．
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