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双線形化法による離散時間 Newell-Whithamモデルの
特殊解の構成

法政大学大学院理工学研究科 鈴木　大庸 (Kouyo Suzuki)
法政大学理工学部 礒島　伸（Shin Isojima）

概要

交通流モデルの 1つである離散時間 Newell-Whithamモデルの，2つの従属変数を持つ双線
形形式を導き，その特殊解を構成する．従属変数 1つの双線形形式から得られる既知の特殊解
との比較も行う．

1 はじめに

交通流モデルは,待ち行列理論や流体モデルなどと分類されている. その中の車追従モデル (図 1

参照)の 1つとして 1990年にWhithamによって示された, Newell-Whitham(NW)モデル [1]が存

在する. 金井,土谷によって双線形形式を用いた厳密解 [2]が示された. しかし,現在に至るまで,全

離散や超離散といった手法を用いた研究がなされていなかったが,可積分系と関連付けることによ

り, 全離散 NW モデルと従属変数１つの双線形形式および特殊解を導くことができた [3]. この解

は任意パラメータを持たなかった. 本稿では, 2節で eNWモデルと，[3]に基づいたその時間離散

化を紹介する．3節では，双線形化法を用いて, NWモデルの 2つの従属変数を持つ双線形形式と

その特殊解を導く．4節では，厳密解のグラフの描画を行い,その交通流としての意味を考察する．

最後に 5節では従属変数１つの特殊解との比較も含めたまとめを述べる.

2 eNWモデルの時間差分化

2.1 eNWモデル

時刻 tでの, n番目の車の位置を xn(t),先行する n + 1番目の車との車間距離を

hn(t) B xn+1 − xn (1)

とする.そして,車間距離 hに対して最適な速度を返す函数 V(h) (最適速度 (OV)函数)を導入し,交

通流モデルとして遅延時間を τとする遅延微分方程式 [1][5]

ẋn(t + τ) = V(hn(t)) (2)
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を考える.特に,

V(h) = V0[1 − exp(−(α/V0)(h − L))] (0 < α) (3)

の場合 (図 2参照)を指数関数型 NW(eNW)モデルと呼ぶことにする.ここで V0 は最大速度, L は

最小車間距離を意味し, αは h = Lにおける微分係数である. なお,最適速度関数を

V(h) = tanh(h − c) + tanh c (c > 0は定数) (4)

とする場合もよく知られている.

図 1 車が追い越さず,衝突しない一車線交通 0 20 40 60 80 100
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図 2 V = 120, L = 5, α = 6の eNWモデルの OV函数

2.2 eNWモデルと離散可積分系

eNWモデルを車間距離 hのみを用いた形

ḣn(t + τ) = V(hn+1(t)) − V(hn(t)) (5)

に書き換える.ここで,

sn(t) =
α

V0
(hn(t) − L) (6)

と変換すると

1
α

ṡn(t + τ) = −e−sn+1 + e−sn (7)

となる. eNW モデルについては, 交通流と類似した系である格子系で, なおかつ可積分である

Kac-van Moerbeke（KvM）系

Ṙ j = −e−R j−1 + e−R j+1 , R j = R j(T ) (8)

と対比することにより厳密解を求めることができる [1][5]. 変数変換

e−sn = S n (9)

によって (7)は

1
α

Ṡ (t) = S n(t){S n+1(t − τ) − S n(t − τ)} (10)
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となる. KvM系に eNWモデルと同様の変数変換

e−R j = u j (11)

を施すと,

u̇ j + u j(u j−1 − u j+1) = 0, u j = u j(T ) (12)

と Lotka-Volterra (LV)方程式に変形できる. (10)と (12)はそれぞれ進行波

S (ϕ) = S n(t), ϕ =
α

τ
t + 2αn

u(Φ) = u j(T ), Φ =
1
τ

T + α j
(13)

を仮定すれば同じ方程式

1
τ

Ṡ (ϕ) = S (ϕ){S (ϕ + α) − S (ϕ − α)}

1
τ

u̇(Φ) = u(Φ){u(Φ + α) − u(Φ − α)}

(14)

に帰着されるため,解の一部を共有することがわかり,独立変数の関係

t =
T
α
, n =

j
2

(15)

がわかる.

2.3 全離散 eNWモデル

全離散 LV方程式 [6]は

vT̃+1
j

vT̃
j

=
1 + δvT̃

j+1

1 + δvT̃+1
j−1

(16)

で与えられる.これを利用して全離散 eNWモデルを導く.

まず, S n(t)の時間離散化を K t̃
n =

1
α

S n(γt̃) (t = γt̃)とする. (13)式から S n(t − τ) = S n− 1
2
(t)が成り

立ち,その離散類似として

K t̃−m
n = K t̃

n− 1
2
, m =

τ

γ
(mは正の整数) (17)

を仮定する. また,半離散での進行波の仮定を比較することで

K t̃
n = vT̃

j

t̃ =
T̃
α
, n =

j
2

(18)
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という関係がわかり, 時間差分間隔は γ = δ/α とするのが妥当である. よって, 　全離散 eNW モ

デル

K
t̃+ 1
α

n

K t̃
n
=

1 + αγK t̃−m
n+1

1 + αγK t̃+ 1
α−m

n

(19)

を得る. 独立変数が整数値をとるために α = 1/ l (l ∈ N)とする.

3 全離散 eNWモデルの厳密解

双線形化法 [7]に従い,変数変換

K t̃
n =

F t̃
n

Gt̃
n

(F t̃
n > 0,Gt̃

n > 0) (20)

を仮定し, F = F t̃
n, F

− = F t̃−m
n , F

α = F
t̃+ 1
α

n , F+ = F t̃
n+1 とすると, (19)式は

FαG
G−+Gα− + αγF−+Gα−

=
FGα

G−+Gα− + αγFα−G−+
(= λ) (21)

に変形される. 分離パラメータ λ , 0を導入すると,以下の双線形方程式

FαG = λ(G−+G
α− + αγF−+Gα−)

FGα = λ(G−+G
α− + αγFα−G−+)

を得る. これは (19) 式の双線形形式である. ここで, F = 1 + CX, G = A + BX, X = ebt̃+an (A, B,C

は正の定数, a, bは定数)の形の解を仮定すると,パラメータに対する以下の 2通りの十分条件が求

まる.

1. B − AC , 0, 1
α
, mかつ

a = b
(

1
α
+ m

)
(22)

B =
(

1
λea−2mb − αγ

)
C (23)

A =
1
λ
− αγ (24)

λγe
b
α + eb( 1

α+m)
(

1
α
− λγ

)
− 1
α

emb = 0 (25)

2. B − AC , 0, (23)式, (24)式と 1
α
= mかつ

a = mb + log
{

1 +
m
λγ

(
emb − 1

)}
(26)
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4 数値シミュレーション

前節で求めた厳密解の振る舞いを調べる. 図 3 はパラメータが条件１. を満たす場合である. た

だし, λ = 1, γ = 0.01,C = 1, α = 1/3,m = 10 とし, 他のパラメータは A � 1.00, B � 1.00, a �

16.03, b � 0.80となる. 車間距離に対応する K の時間変化を追跡すると,徐々に K の大きな車の番

号が減少していることが分かる. すなわち,この解は交通流でいう渋滞区間の最後尾の様子を表すと

考えられる. 図 4はパラメータが条件 2.を満たす場合である. ただし, λ = 1, γ = 0.01,C = 1, 1/α =

m = 3とし,他のパラメータは A � 1.00, B � 1.02 × 10−9, a � 35.70, b = 5となる. K の時間変化を

追跡すると,徐々に K の大きな車の番号が増加していることが分かる. この解は交通流でいう渋滞

区間の先頭の様子を表すと考えられる.

図 3 α = 1/3,m = 10 図 4 1/α = m = 3

5 まとめ

論文 [2] では eNW モデルの厳密解が論じられ, 従属変数を２つ用いた双線形形式を通して自由

パラメータを１つ持つ厳密解が求められた. このことから, 離散系においても同様に自由パラメー

タを持つ解が存在すると予想していた. 従属変数を 1つ用いた離散双線形形式から得られた解は任

意パラメータを持たず, ソリトンのような概形をしていた [3]. 本稿では, 従属変数を２つ用いた離

散双線形形式を通して任意パラメータを持つ厳密解を求めることができた. 従って, より自由度の

高い解を得られたといえる. また,解のグラフは衝撃波のような概形をしており,実際の道路交通状

況を表しているように見える. 本稿でグラフの描画に用いたパラメータは一例であり，交通流モデ

ルとして妥当な解を与える一般的なパラメータの条件を調べる必要がある．現在,超離散化の計算

が進行中であり [8],適切な境界条件の下でのコンピューター上での計算,シミュレーションによっ

て,交通流モデルとしての解析を行うことが課題となる.
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