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クラスター代数と q-パンルヴェ方程式の退化構造

青山学院大学　理工学部　　大久保　直人　 (OKUBO Naoto)

近畿大学　理工学部　　鈴木　貴雄　 (SUZUKI Takao)

概要

クラスター代数とは可換環の一種であり，その生成系は箙の変異という操作によって定義される．本稿で

は，q-パンルヴェ VI方程式の高階化が変異によって記述されること，箙の頂点の合流操作が q-パンルヴェ

方程式の退化と対応することを紹介する．

1 はじめに

Fomin と Zelevinsky により導入されたクラスター代数 ([1]) は, クラスター変数と係数によって記述される

可換環の一種であり, その生成系は変異 (mutation) という操作によって定義される. 変異とは, クラスター変

数, 係数, 箙 (quiver) の組からなる seed に対して新しい種を得る操作である. 変異によって新たに得られる係

数は元の係数の有理式となる.

q-パンルヴェ方程式は以下のような退化構造を持つことが知られている ([4]).

q-P (A∗
0) → q-P (A1) → q-P (A2) → q-P (A3) → q-P (A4) → q-P (A5) → q-P (A6) → q-P (A7)

↘ ↗ ↗
q-P (A5)

# → q-P (A6)
# → q-P (A′

7)

この図において q-P (A3) が q-パンルヴェ VI 方程式 ([2]) に相当する. 本稿では, 津田によって導入された

q-P (A3) のある一般化 ([7]) を箙の変異から導出する. 更に, 離散パンルヴェ方程式の退化に対応する操作とし

て箙の頂点の合流を考察し, それにより q-P (A3) からの退化として得られる 8つの方程式を変異から系統的に

導出する*1.

2 クラスター代数

ここでは必要な記号及び定義のみを簡潔に記す. N 次反対称整数行列 Λ = (λi,j)
N
i,j=1 と変数の組 y =

(y1, . . . , yN )の組 (Λ,y)を seedという. 各 yi を係数という.

Definition 2.1 [1] seed (Λ,y) の k ∈ {1, . . . , N} における変異 µk : (Λ,y) 7→ (Λ′,y′), Λ′ =

(λ′
i,j)

N
i,j=1, y′ = (y′1, . . . , y

′
N )を以下で定義する:

λ′
i,j =


−λi,j (i = k ∨ j = k)

λi,j + λi,kλk,j (λi,k > 0 ∧ λk,j > 0)

λi,j − λi,kλk,j (λi,k < 0 ∧ λk,j < 0)

λi,j (otherwise)

, (2.1)

*1 これらのうち q-P (A3), q-P (A5)#, q-P (A6), q-P (A7) の 4 つは, 既に論文 [3] において箙の変異から得られており, 残りの 4

つは最近 [8] において得られた.
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y′i =


y−1
k (i = k)

yi(y
−1
k + 1)−λk,i (λk,i ≥ 0)

yi(yk + 1)−λk,i (λk,i < 0)

. (2.2)

N 次反対称整数行列 Λ = (λi,j)
N
i,j=1 は各頂点に 1, . . . , N の番号をつけたループと 2-サイクルをもたない箙

Qと次の規則により 1対 1に対応する: λi,j = a > 0 ⇔頂点 iから j に向かう矢印は a本. 以下では行列 Λ

と対応する箙 Qを同一視する.

3 q-パンルヴェ VI方程式の高階化

図 1 Generalized q-PVI quiver

以降, m ∈ N とする. 初期 seedの箙 Q0 (図 1) に対応する行列 Λ0 を次のようにおく:

Λ0 = X1,4m+3 −X1,4m+4 −X1,2m+3 +X1,2m+4 −X2,4m+3 +X2,4m+4 +X2,2m+3 −X2,2m+4

+
m∑
i=1

(X2i+1,2i+2m+1 −X2i+1,2i+2m+2 −X2i+1,2i+2m+3 +X2i+1,2i+2m+4)

+
m∑
i=1

(−X2i+2,2i+2m+1 +X2i+2,2i+2m+2 +X2i+2,2i+2m+3 −X2i+2,2i+2m+4).

ただし, Xi,j = Ei,j−Ej,i とし, Ei,j は (i, j)成分が 1で他の成分は全て 0となるような (4m+4)次正方行列と

する. 初期 seedの係数を y0 = (y0,1, . . . , y0,2m+2, z0,1, . . . , z0,2m+2)とする. 変異の合成 T1 = µ1µ2 . . . µ2m+2

及び T2 = µ2m+3µ2m+4 . . . µ4m+4 を用いて, 係数の列を

y0 = (y0,1, . . . , y0,2m+2, z0,1, . . . , z0,2m+2)

T1−→ y1 = (z1,ν(1), . . . , z1,ν(2m+2), y1,1, . . . , y1,2m+2)

T2−→ y2 = (y2,ν(1), . . . , y2,ν(2m+2), z2,ν(1), . . . , z2,ν(2m+2))

T1−→ y3 = (z3,ν2(1), . . . , z3,ν2(2m+2), y3,ν(1), . . . , y3,ν(2m+2))

T2−→ y4 = (y4,ν2(1), . . . , y4,ν2(2m+2), z4,ν2(1), . . . , z4,ν2(2m+2))

T1−→ · · ·

によって帰納的に定める. ただし,

ν(1) = 2m+ 2, ν(2) = 2m+ 1, ν(2i+ 1) = 2i, ν(2i+ 2) = 2i− 1 (i = 1, . . . ,m)

とする. このとき, Ti(Λ0) = −Λ0 (i = 1, 2)が成り立つ. 以降, yn,i の添字を n ∈ Z 及び i ∈ Z2m+2 で取る.

Proposition 3.1 係数 yn,i は差分方程式系

yn+2,2i−1 yn,2i+2 =
(1 + yn+1,2i−1)(1 + yn+1,2i+2)

(1 + 1
yn+1,2i

)(1 + 1
yn+1,2i+1

)
,

yn+2,2i yn,2i+1 =
(1 + yn+1,2i)(1 + yn+1,2i+1)

(1 + 1
yn+1,2i−1

)(1 + 1
yn+1,2i+2

)
,

(3.1)

を満たす.
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これより直ちに次の補題が従う.

Lemma 3.2 方程式系 (3.1) の下で, yn,i は関係式

yn+2,2i−1 yn+2,2i

yn+1,2i+1 yn+1,2i+2
=

yn+1,2i−1 yn+1,2i

yn,2i+1 yn,2i+2
(i = 1, . . . ,m+ 1),

m+1∏
i=1

(yn+2,2i−1 yn,2i) =
m+1∏
i=1

(yn+1,2i−1 yn+1,2i),

を満たす.

補題の 1つめの式より,

ci =
yn+1,2i−1 yn+1,2i

yn,2i+1 yn,2i+2
(i = 1, . . . ,m+ 1),

は n についての定数となる. ただし, ci の添字は i ∈ Zm+1 で取ることとする. これを用いると,

yn,2i−1 yn,2i = ci yn−1,2i+1 yn−1,2i+2

= cici+1 yn−2,2i+3 yn−2,2i+4

= . . .

= cici+1 . . . ci+n−1 y0,2i+2n−1 y0,2i+2n

となり, 更に初期値を
c′i = y0,2i−1 y0,2i (i = 1, . . . ,m+ 1),

とおくと,

yn,2i−1 yn,2i = ci,n−1c
′
i+n (i = 1, . . . ,m+ 1), ci,n−1 =

n∏
j=1

ci+j−1,

と表される. ただし, c′i の添字も i ∈ Zm+1 で取ることとする. また,

c =
m+1∏
i=1

ci,

とおくと, 補題の 2つめの式の左辺は

m+1∏
i=1

(yn+2,2i−1 yn,2i) =

m+1∏
i=1

ci,n−1c
′
i+n yn+2,2i−1

yn,2i−1
= cn

m+1∏
i=1

c′i yn+2,2i−1

yn,2i−1
,

右辺は
m+1∏
i=1

(yn+1,2i−1 yn+1,2i) =
m+1∏
i=1

ci,nc
′
i+n+1 = cn+1

m+1∏
i=1

c′i,

とそれぞれ書き直されるので,
m+1∏
i=1

yn+2,2i−1 = c
m+1∏
i=1

yn,2i−1,

が得られる. 更に初期値を

c′′0 =

m+1∏
i=1

y0,2i−1, c′′1 =

m+1∏
i=1

y1,2i−1,

とおくと,

m+1∏
i=1

yn,2i−1 =

{
ckc′′0 (n = 2k)

ckc′′1 (n = 2k + 1)
,
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と表される. 以上より, 方程式系 (3.1) は 2m 階差分方程式

yn+2,2i−1 = ci yn,2i+1

(yn+1,2i−1 + 1)(yn+1,2i+1 + ci+1,nc
′
i+n+2)

(yn+1,2i−1 + ci,nc′i+n+1)(yn+1,2i+1 + 1)
,

に帰着する.

従属変数及びパラメーターを

f
(n)
i = y2n+1,2i−1, g

(n)
i = y2n,2i−1, c′i,n = ci,nc

′
i+n+1 (i = 1, . . . ,m+ 1).

とおくと, 最終的に次の定理が得られる.

Theorem 3.3 f
(n)
i , g

(n)
i (i = 1, . . . ,m+ 1) は差分方程式系

f
(n+1)
i = ci f

(n)
i+1

(g
(n+1)
i + 1)(g

(n+1)
i+1 + c′i+1,2n+1)

(g
(n+1)
i + c′i,2n+1)(g

(n+1)
i+1 + 1)

,

g
(n+1)
i = ci g

(n)
i+1

(f
(n)
i + 1)(f

(n)
i+1 + c′i+1,2n)

(f
(n)
i + c′i,2n)(f

(n)
i+1 + 1)

,

(3.2)

ただし
m+1∏
i=1

f
(n)
i = cnc′′1 ,

m+1∏
i=1

g
(n)
i = cnc′′0 ,

を満たす.

この方程式は論文 [7] のものと等価である. しかし, 論文 [5, 6] のものと等価であるかどうかはまだ不明で

ある.

4 箙の合流と q-パンルヴェ方程式の退化

図 2 箙の頂点の合流の例 (合流前) 図 3 箙の頂点の合流の例 (合流後)

箙 Qの頂点の合流 i → j を, Qの i, j 間の矢印を消去し, 頂点 i, j を重ねて新たに 1つの頂点 j とする操作

と定義する. 図 2,3は頂点の合流 4 → 1の例である.

図 1の箙においてm = 1としたものが q-P (A3)の箙 (図 9) となる. この箙に対して以下のように頂点の合

流を行うことで q-P (A3)の退化によって得られる方程式の箙を構成できる:

• 図 9の箙に対して頂点の合流 8 → 1を行うことにより, q-P (A4)の箙 (図 8)が得られる.

• 図 8 の箙に対して頂点の合流 7 → 2 を行うことにより, q-P (A5), q-P (A5)
# の箙 (図 7) が得られる.

(合流後に頂点 5と 6を入れ替えている.)

• 図 7の箙に対して頂点の合流 6 → 1を行うことにより, q-P (A6), q-P (A6)
# の箙 (図 6)が得られる.

• 図 6の箙に対して頂点の合流 5 → 4を行うことにより, q-P (A7)の箙 (図 4)が得られる.

• 図 6の箙に対して頂点の合流 5 → 2を行うことにより, q-P (A′
7)の箙 (図 5)が得られる.

これらの箙から q-パンルヴェ方程式を導出する手法を紹介する. 本稿では q-P (A7)についてのみ述べるが,

他の方程式も同様に構成できる. Q を図 4 の箙とし, 置換 ν ∈ S4 を ν = (1234), mutation (の合成) T0 を
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図 4 q-P (A7) 図 5 q-P (A′
7)

図 6 q-P (A6), q-P (A6)
#

図 7 q-P (A5), q-P (A5)
#

図 8 q-P (A4) 図 9 q-P (A3)

T0 = µ2 とする. さらに, Ti = µν−i(2) とし, seed (Q,y0) に対して以下のように変異を行い, 係数 yn,i を定

める:
y0 = (y0,1, . . . , y0,4)

T0−→ y1 = (y1,ν(1), . . . , y1,ν(4))

T1−→ y2 = (y2,ν2(1), . . . , y2,ν2(4))

T2−→ · · · .

Proposition 4.1 係数 yn,i は差分方程式系

yn+1,1 = yn,4(yn,2 + 1)2,

yn+1,2 = yn,1(y
−1
n,2 + 1)−1,

yn+1,3 = y−1
n,2,

yn+1,4 = yn,3(y
−1
n,2 + 1)−1,

(4.1)

を満たす.

この差分方程式系において, 以下の c1, c2 は nに依らない保存量となる:

c1 =
yn+1,1 yn+1,2 yn+1,4

yn,2
, c2 = c−n

1 yn,2 yn+1,1(yn+1,2)
2

これらを用いると以下の定理を得る.

Theorem 4.2 係数 yn,2 は以下を満たす:

yn+2,2yn,2 =
cn1 c2

yn+1,2(yn+1,2 + 1)
.

この差分方程式が q-P (A7) である. q-P (A3) の退化で得られる他の方程式についても, 以下の表のように

Q, ν, T0 をとることにより同様の手法で導出できる.
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q-P (A′
7) q-P (A6) q-P (A6)

# q-P (A5) q-P (A#
5 ) q-P (A4) q-P (A3)

Q 図 5 図 6 図 6 図 7 図 7 図 8 図 9

ν (13)(24) (14253) (13)(254) (12)(3654) (154)(263) (145)(26)(37) (1845)(2736)

T0 µ1µ2 µ2 µ1µ5µ2 µ1µ5µ3µ1 µ1µ2 µ2µ3µ4 µ1µ2µ3µ4

5 今後の課題

本稿では論文 [7] において得られた q-パンルヴェ VI方程式の高階化を箙の変異を用いて構成し, 箙の頂点

の合流と方程式の退化との関係を紹介した. 今後の課題としては, q-パンルヴェ VI方程式の一般化である q-ガ

ルニエ系を同様の手法で構成すること, 箙の頂点の合流と方程式の極限操作との関係を明確に与えることを考

えている.
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Lax formalism and an application to q-Painlevé equations, Comm. Math. Phys. 293 (2010) 347–359.

[8] M. Bershtein, P. Gavrylenko and A. Marshakov, Cluster integrable systems, q-Painlevé equations
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