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ランク2ミューテーションの不変曲線について

千葉大学教育学部　野邊 厚（NOBE Atsushi）∗

概 要
ランク 2のクラスター代数における非自明なミューテーション列には、自然に 2次元離散

可積分系の構造が入る。とくに、G2 型以外の有限型ミューテーションは QRT系であり、楕
円曲線をその不変曲線にもつ離散可積分系である。一方、G2型ミューテーションにおいては、
最も低次の不変曲線でさえ特異 4次曲線である。しかし、ブローアップによる特異点解消を通
して、G2 型ミューテーションと共役な、楕円曲線上の離散可積分系を構成することが可能で
ある。このような手順を通して、ランク 2の有限型およびアフィン型クラスター代数は楕円曲
線の加法構造をその幾何学的背景にもつことが導かれる。

1 はじめに
クラスター代数とは、2002年にFomin-Zelevinskyにより発見された代数系であり [2]、以下のよ

うに定義される。はじめに、初期種子とよばれる変数（クラスター変数）、係数、行列（交換行列）
の組を用意する。この初期種子にミューテーションとよばれる操作（成分の双有理変換）を繰り返
し適用し、得られた種子全体に含まれるクラスター変数が生成する多項式環をクラスター代数とよ
ぶ。クラスター代数の生成元は初期クラスターの Laurent多項式であることが Fomin-Zelevinsky

によって示されており [2]、そのような性質を Laurent性とよぶ。さらに、このような Laurent多
項式の係数はすべて正であること（正値性）も知られている [6, 4]。
初期種子に含まれる変数の個数をそのクラスター代数のランクとよぶ。ランク 1のクラスター

代数は自明であるので、非自明かつ最低ランクのものはランク 2である。ランク 2のクラスター
代数は次の三種に分類される；1）有限型、2）アフィン型、3）不定型。これらの型は、交換行列
B = (bij)の Cartan行列

A(B) = (2δij − |bij |) =

(
2 − |b12|

− |b21| 2

)
の型に対応する；1）|b12b21| < 4、2）|b12b21| = 4、3）|b12b21| > 4。とくに、有限型のミューテー
ションのみ有限周期をもつ [3]（表 1）。
一般に、適当なクラスター代数のミューテーション列を適切に選ぶことにより、クラスター代

数と離散可積分系の時間発展との関係が導かれるが [10]、とくにランク 2の場合、非自明なミュー
テーション列は本質的に一つであり、一つのクラスター代数に対応する離散可積分系が一意に定
まる。ランク 2の有限型ミューテーションのうち、A1×A1型、B2型、A2型にはそれぞれ周期 2、
3、5をもつQRT系 [11]が対応する [7]。本稿では、G2型ミューテーションから、特異 4次曲線を
不変曲線にもつ、周期 4の離散可積分系を導出する。また、この不変曲線の特異点解消を通して、
G2型ミューテーションと共役な楕円曲線上の離散可積分系を構成する。さらに、G2型ミューテー
ションは本質的に楕円曲線の加法構造から導かれることを示す。紙幅の都合上、証明などの詳細
については [9]に譲る。
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2 G2型ミューテーションと離散可積分系
G2 型ミューテーションを定義しよう。係数半体 (P, ·,⊕)を任意に固定する。初期種子 Σ0 :=

(x0,y0, B0)を次のように定める：

x0 = (x1;0, x2;0), y0 = (y1;0, y2;0),

B0 = (b0ij) =

(
0 1

−3 0

)
=

(
1
3 0

0 1

)(
0 3

−3 0

)
交換行列 B0は反対称行列ではないが、反対称化可能行列であることに注意。B0の Cartan行列
A(B0)はG2型である。初期クラスター変数 x1;0および x2;0が群環QP上生成する有理函数体を
F = QP(x1;0, x2;0)とおく。
次に i方向のミューテーション µi（i = 1, 2）を導入する。交換行列 B0はミューテーションに

より符号のみ入れ替わる：

B0
µi7−→ −B0 (i = 1, 2)

一方、係数およびクラスター変数はそれぞれ次のようにミューテーションする（i = 1, 2）：

yj;m
µi7−→ yj;m+1 :=

y−1
i;m j = i,

yj;my
[bij ]+
i;m (yi;m ⊕ 1)−bij j ̸= i,

xj;m
µi7−→ xj;m+1 :=


yi;mx

[b1i]+
1;m x

[b2i]+
2;m + x

[−b1i]+
1;m x

[−b2i]+
2;m

(yi;m ⊕ 1)xi;m
j = i,

xj;m j ̸= i,

ただし、[a]+ := max(a, 0)とした。初期種子 Σ0からミューテーション µ1、µ2を繰り返し適用す
ることで得られるクラスター全体を X とおく。X の生成する F の部分代数A = ZP[X ]をG2型
クラスター代数とよぶ。
ミューテーションは対合（µ2i = id）であることから、非自明なミューテーション列は次のもの

に限られる：

· · · , µ1, µ2, µ1, µ2, · · ·

そのため、ミューテーションの合成 µ2 ◦ µ1の定める写像

x2k = (x1;2k, x2;2k)
µ2◦µ17−→ x2k+2 = (x1;2k+2, x2;2k+2),

y2k = (y1;2k, y2;2k)
µ2◦µ17−→ y2k+2 = (y1;2k+2, y2;2k+2)

を考察すれば十分である。実際、写像 µ2 ◦ µ1から 2次元双有理写像力学系が得られる。

命題 1. 初期種子Σ0 = (x0,y0, B0)に対して、G2型ミューテーションの列 µ1, µ2, µ1, µ2, . . .は次
の双有理写像力学系 ψ : P2(C) → P2(C)を導く：

ψ :
(
zt, wt

)
7→
(
zt+1, wt+1

)
=

((
wt
)3

+ 1

zt
,
zt+1 + 1

wt

)
, (1)

(
zt, wt

)
:=

(
y2;2tx1;2t,

x2;2t
3
√
y1;2t

)
(2)

ただし、(z0, w0) ∈ P2(C)とする。
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（証明） 係数の交換関係より

y1;2ky1;2k+1 = 1, y2;2k+1 =
y2;2ky1;2k
y1;2k ⊕ 1

, y2;2k+1y2;2k+2 = 1, y1;2k+2 =
y1;2k+1y

3
2;2k+1

(y2;2k+1 ⊕ 1)3

また、これらおよび変数の交換関係より次を得る：

x1;2k+1 =
y1;2k + x32;2k

(y1;2k ⊕ 1)x1;2k
, x2;2k+1 = x2;2k,

x1;2k+2 = x1;2k+1 =
y1;2k + x32;2k

y1;2ky2;2ky2;2k+2x1;2k
=

1 +
x32;2k
y1;2k

y2;2ky2;2k+2x1;2k
,

x2;2k+2 =
y2;2k+1 + x1;2k+1

(y2;2k+1 ⊕ 1)x2;2k+1
=

1 + y2;2k+2x1;2k+2

1
3
√
y1;2ky1;2k+2

x2;2k

(2)によって変数 zt, wtを定義すると、双有理写像 (1)を得る。
写像 ψは本質的にG2型ミューテーションであることから次がしたがう。

命題 2. 双有理写像 ψは周期 4をもつ：ψ4 = id。

このようにして得られた双有理写像 ψはQRT系ではないが、特異 4次曲線上の 2次元離散可積
分系を定める。実際、ψは次のような不変曲線をもつ。

定理 1. 双有理写像力学系 ψ : P2(C) → P2(C)の不変曲線の一つは、次の多項式 f で与えられる、
特異 4次曲線 γλである：

γλ := γλ ∪
{
P∞, P

′
∞
}
,

γλ := (f(z, w) = 0) ,

f(z, w) := w4 + (z + 1)w3 + λ2zw2 + (z + 1)2w + (z + 1)2,

λ2 = −(w0)4 + (z0 + 1)(w0)3 + (z0 + 1)2(w0 + 1)

z0(w0)2

ただし、P∞ = [1 : 0 : 0]、P ′
∞ = [1 : −1 : 0]（斉次座標 (z, w) 7→ [z : w : 1]）は無限遠点。γλは

p := (−1, 0)に特異点（通常二重点）をもつ。

注意 1. 有限周期をもつ 2次元有理写像力学系は、一般に複数の不変曲線をもつことに注意 [5]。

特異 4次曲線 γλのペンシル {γλ}λ∈P1(C)の base pointは次の通り：

P∞, P ′
∞, p, (0,−1) , (0, ζ6) ,

(
0, ζ56

)
ただし、ζ6 は 1の 6乗根とする。とくに、無限遠点 P∞、P ′

∞ および特異点 pが base pointであ
ることに注意しよう。双有理写像 ψは base point上では不定であり、P2(C)− {base points}上の
力学系と見るのが自然である。よって、アフィン曲線 γλを ψの不変曲線と思ってもとくに問題な
い。（base pointにおいて P2(C)をブローアップして初期値空間を構成してもよいが、ここではそ
れは必要としない。）
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3 特異点解消
特異点 pにおけるブローアップにより、不変曲線 γλの特異点を解消しよう。とくに pは通常二

重点のため、1回のブローアップでその特異点は解消される。さらに、pはペンシル {γλ}λ∈P1(C)
の base pointでもあるため、この方法でペンシルの曲線を一斉にブローアップできる。
射影平面 P2(C)の pにおけるブローアップを Ũ = Ũ0 ∪ Ũ1 ⊂ P1(C)×A2とし、以下、Ũ1 ≃ A2

上で考える。ただし

Ũ := {((a0 : a1), (b, c)) | (b+ 1)a1 = ca0} ,

Ũi :=
{
((a0 : a1), (b, c)) ∈ Ũ | ai ̸= 0

}
≃ A2 (i = 0, 1),

π̃ : Ũ →

Ũ0; (u, v) 7→ (z, w) = (v, u(v + 1)),

Ũ1; (u, v) 7→ (z, w) = (uv − 1, u)

である。射影 π̃により、γλは狭義引き戻し γ̃λと例外曲線Eに変換される：

γ̃λ :=
(
f̃1(u, v) = 0

)
,

f̃1(u, v) := u2(v + 1) + uv2 + v2 + λ2(uv − 1),

E := (u = 0)

このとき、genericな λ（λ ̸= ±1,±2）に対して曲線 γ̃λは非特異 3次曲線（楕円曲線）である。ペ
ンシル {γ̃λ}λ∈Cの base pointは次の 3点

(−1,−1) ,
(
ζ6, ζ

5
6

)
,

(
ζ56 , ζ6

)
であり、これらは π̃により、ペンシル {γλ}λ∈Cの base pointである 3点 (0,−1)、(0, ζ6)、

(
0, ζ56

)
にそれぞれ写る。
さらに、π̃を用いて、双有理写像 ψから楕円曲線 γ̃λ上の共役な双有理写像 ψ̃ := π̃−1 ◦ ψ ◦ π̃を

構成できる：

ψ̃ : (ut, vt) 7→ (ut+1, vt+1) =

(
(ut)2 + vt

utvt − 1
, ut
)

(3)

注意 2. 狭義引き戻し γ̃λと例外曲線 u = 0は、2点 (0,±λ)で交わるため、これらの点において
π̃−1は一意ではない。そのため、これらの点においては、上式 (3)を用いて ψ̃を定義する：

ψ̃(0,±λ) = (∓λ, 0)

こうして、ψ̃は γ̃λ −
{
(−1,−1) ,

(
ζ6, ζ

5
6

)
,
(
ζ56 , ζ6

)}
上で定義される。

いま、楕円曲線 γ̃λ上に 3種類の双有理変換

ϕh :
(
ut, vt

)
7→
(
(vt)2 + ut

utvt − 1
, vt
)
,

ϕv :
(
ut, vt

)
7→
(
ut,

(ut)2 + vt

utvt − 1

)
,

ϕd : (ut, vt) 7→ (vt, ut)

を導入し、これら ϕh、ϕv、ϕdをそれぞれ horizontal flip、vertical flip、diagonal flipとよぶこと
にする。このとき、horizaontal flip ϕhと vertical flip ϕvとの合成の定める γ̃λ上の双有理写像力
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学系 ϕ := ϕv ◦ ϕhを QRT系とよぶのであった [11, 12]。さらに、ψ̃は QRT系と同様に flipタイ
プの双有理写像力学系、すなわち、vertical flip ϕvと diagonal flip ϕdとの合成であることが示さ
れる。

定理 2. 楕円曲線 γ̃λ上の双有理写像力学系 ψ̃および ϕはそれぞれ次をみたす：

ψ̃ = ϕd ◦ ϕv, ψ̃4 = (ϕd ◦ ϕv)4 = id,

ϕ = ϕv ◦ ϕh, ϕ2 = (ϕv ◦ ϕh)2 = id

さらに、ψ̃は ϕの “半分”である：ϕ = ψ̃2。

次節でこのような flipタイプの力学系は楕円曲線の加法構造に由来することを示す。

4 G2型ミューテーションと楕円曲線の加法
双有理写像 ϕおよび ψ̃の不変曲線 γλのWeierstrass標準形Eλは次のように与えられる：

Eλ = {g(x, y) = 0} ∪ {O = [0 : 1 : 0]}
g(x, y) := y2 + a1xy + a3y − x3 − a2x

2 − a4x− a6 = 0

a1 = −
(
λ2 − 4

)
, a2 = 2

(
λ2 − 1

)
, a3 = 0, a4 =

(
λ2 − 1

)2
, a6 = 0

とくに、a3 = 0より、γλ上のQRT系 ϕは周期 2をもつことが分かる [12]。
楕円曲線 γλからEλへの変換を通して、双有理写像 ϕおよび ψ̃とそれぞれ共役なEλ上の双有

理写像を得ることができるが、記号の節約のため、それらもそれぞれ ϕおよび ψ̃で表すものとす
る。点Oを単位元とする、楕円曲線Eλ上の点のなす加法群 (Eλ,+,O)を考える。このとき、定
理 2を幾何学的に述べた次の定理を得る。

定理 3. 楕円曲線Eλ上の点 S = (−λ2 + 1, 0)および T = (0, 0)をとる。このとき、双有理写像 ψ̃

および ϕは、加法群 (Eλ,+,O)の加法を用いて、それぞれ次のように表される：

ψ̃ : P 7→ P − S, ϕ : P 7→ P + T

さらに、点 S、T に関して次が成り立つ：2T = 4S = O。

このように、点 Sおよび T は楕円曲線 Eλ上の torsion pointであるが、さらに次が成り立つ：
genericな λ（λ ̸= ±1,±2）に対してEλ上に±S、T 以外の torsion pointは存在しない [1]。この
事実から次の定理がしたがう。

定理 4. 楕円曲線EλのMordell-Weil群Eλ(Q)の捩れ部分群Eλ(Q)torsは次で与えられる：

Eλ(Q)tors = {S, 2S = T, 3S = −S, 4S = O} ≃ Z/4Z

すなわち、Eλ(Q)torsは点 Sの生成する 4次巡回群である。

したがって、楕円曲線 Eλの加法構造から得られる有限周期の離散力学系は、上で考察した ϕ、
ψ（ψ̃）以外に存在しない。さらに、点 Sが捩れ部分群Eλ(Q)torsの生成元であることから、G2型
ミューテーション ψはQRT系 ϕより “詳細な”点の動きを与えていることが分かる。
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表 1: ランク 2のクラスター代数から得られる離散可積分系とそれらの不変曲線。ICは不変曲線、
RICは不変曲線のブローアップによる狭義引き戻しを表し、♯は特異曲線であることを示す。

Type
Finite Affine

A1 ×A1 B2 (C2) G2 A2 A
(1)
1 A

(2)
2

(b12, b21) (0, 0) (−2, 1) (1,−3) (−1, 1) (−2, 2) (−4, 1)

Period 2 3 4 5 ∞ ∞
QRT map ⃝ ⃝ × ⃝ ⃝ ×
Deg. of IC 3 3 4♯ 3 2 4♯

Deg. of RIC — — 3 — — 2

5 まとめ
ランク 2のクラスター代数から得られる離散可積分系に関して分かっていることを表 1にまとめ

る。アフィン型のA
(2)
2 に対しても、G2型と同様に、不変曲線として特異 4次曲線が得られ、その

特異点解消から楕円曲線の加法構造を用いた幾何学的解釈が与えられる [7, 8]。このようにして、
ランク 2のクラスター代数のうち、有限型およびアフィン型に関してはその素性が明らかにされ
ているが、不定型に関しては不変曲線を求めることさえできていない。ランク 2の不定型クラス
ター代数の背後にある幾何学の解明は今後の課題である。
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