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概 要

弾性エネルギーの臨界点である平面曲線は弾性曲線とよばれる．弾性曲線は mKdV方程式と深く関

連し，実際，平面曲線の等周変形を記述する mKdV方程式の進行波解から定まる曲線が弾性曲線で

ある．本稿では相似幾何学の枠組みを用いて工業意匠設計で用いられている対数型美的曲線（LAC）

とその一般化を考察し，それらが平面曲線の等角変形を記述する Burgers方程式の定常解として特徴

付けられること，および適当なエネルギーの臨界点として定式化できることを報告する．この結果は，

LACが弾性曲線の相似幾何類似であることを示唆する．以上の理論的枠組みに基づき，可積分離散化

の手法を応用した LACの離散化を提案する．さらに，それらを離散変分問題の解として定式化する．

1 はじめに

工業意匠設計（industrial shape design）や CAGD（computer aided geometric design）において特
別な性質をもつ平面曲線が設計部品として使われている．とくに曲率単調な曲線が有用である．本
稿ではそれらの一つで，車のデザイナーが美しいと感じる曲線から共通の性質を抽出して提案さ
れた対数型美的曲線（log-aesthetic curves, LAC）と呼ばれる曲線族 [3, 9]を相似幾何の観点から考
察し，Euclid幾何における Eulerの弾性曲線の相似幾何類似と理解できることを明らかにする．

Eulerは Euclid平面内の曲線に対し弾性エネルギーを最小化する曲線を考察した．弧長径数表示
された全長 ℓの曲線 γ(s)が弾性曲線（elastica）であるとは γ が全長を保つ変分に関し，弾性エネ
ルギー（elastic energy）

E(γ) =
∫ ℓ

0

1
2

κ(s)2 ds, (1.1)

の臨界点であることをいう．ここで κ は Euclid曲率を表す．
Euclid平面 E2内の 2点 A, Bとベクトル X , Y を採り固定する．以下の条件をみたすC∞級曲線

γ : [0, ℓ]→ E2 の全体を E (A,B;X ,Y )で表す．

γ(0) = A, γ(ℓ) = B,
dγ
ds

(0) = X ,
dγ
ds

(ℓ) = Y. (1.2)

この変分問題に関する Euler-Lagrange方程式は

2
d2κ
ds2 +κ3 −λκ = 0,（λは定数）． (1.3)

とくに λ = 0の弾性曲線は自由弾性曲線（free elastica）とよばれる [10].

註弾性曲線の定義において「弧長径数表示」を条件からはずした定式化も知られている [8]．弾性
エネルギーを修正した汎関数 ∫

γ

1
2
|γ̈(t)|2 dt +Λ(t)

∫
γ
(|γ̇(t)|2 −1)dt, (1.4)
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の臨界点が弾性曲線である．ここで Λ(t)は tに依存した Lagrangian乗数であり，定数 λ とは λ =

2Λ+3κ2という関係にある．

次に，平面曲線の Euclid幾何における不変径数である弧長を不変に保つ等周変形を考察する．
Euclid幾何における単位接ベクトル場，単位法ベクトル場をそれぞれ TE = γs, NEで表す．Jを原
点を中心とする正の π/2回転とすると NE = JTEである．弧長径数表示された曲線の標準的な等
周変形として Goldstein-Petrich流 [2, 7]：

∂
∂ t

γ =−∂κ
∂ s

NE− 1
2

κ2TE, (1.5)

が知られている．Frenet標構 FE = (TE,NE)のみたす Lax方程式

(FE)−1 ∂FE

∂ s
= κ J, (FE)−1 ∂FE

∂ t
=−

(
∂ 2κ
∂ s2 +

1
2

κ3
)

J, (1.6)

の両立条件はmKdV方程式である：

∂κ
∂ t

+
∂ 3κ
∂ s3 +

3
2

κ2 ∂κ
∂ s

= 0. (1.7)

mKdV方程式の進行波解 κ(s−λ t/2)は

2
d2κ
dw2 +κ3 −λκ = c0, w = s− λ t

2
, c0 ∈ R, (1.8)

に従う．(1.8)と (1.3)を比較して，弾性曲線がGoldstein-Petrich流の進行波解であることがわかる．

2 対数型美的曲線と相似幾何

2.1 対数型美的曲線

弧長径数表示された平面曲線 γ(s)が傾き α の対数型美的曲線であるとは，曲率半径 q = q(s)が
次の式で与えられるときをいう [9]：

q(s)α = as+b (α ̸= 0), q(s) = exp(as+b) (α = 0), a,b ∈ R. (2.1)

対数型美的曲線は種々の基本的な平面曲線を含んでいる．実際，クロソイド（緩和曲線）はα =−1
の LACである．また α = 1のときは対数螺旋であり，α = 0の LACはNielsen螺旋と呼ばれてい
る．この定式化は Euclid幾何に基づくものであるが，見たとおり非常にシンプルで，それが故に背
後の数学的構造が逆によく見えない．従って，LACを空間曲線や曲面などに拡張しようとしても，
よい指導原理がわからない．本稿では LACの枠組みとして相似幾何に基づく定式化を提案する．

2.2 相似幾何における平面曲線

本稿の主題である相似幾何を論じる．詳細は [4]を参照．相似幾何における曲線の不変径数は方
向角 θ =

∫
κ(s)dsである．θ で径数表示された平面曲線 γ(θ)の相似 Frenet標構 F = (T,N)を

T =
dγ
dθ

, N = J
dγ
dθ

, (2.2)
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図 1: 対数型美的曲線の例．左：α = 2，中央：α = 0，右：α =−1
4 .

で定める．F は相似 Frenet公式

dT
dθ

=−uT +N,
dN
dθ

=−T −uN, (2.3)

に従う．関数 u(θ)を相似曲率とよぶ． Euclid幾何において平面曲線が Euclid曲率で決まったよう
に，相似幾何においては，平面曲線が相似曲率で決まる．また，曲率半径 qを θ の関数と見なし
たとき，q(θ)と相似曲率は Cole-Hopf変換で結びついている：

u =−1
q

dq
dθ

. (2.4)

2.3 Burgers方程式による可積分変形と Riccati方程式

相似幾何における不変径数である方向角を不変に保つ平面曲線の等角変形を考える．もっとも
簡単な自明でない変形は次の形で与えられる [1]:

∂
∂ t

γ = (b−u)T −N, b ∈ R. (2.5)

相似 Frenet標構の満たす相似 Frenet公式と (2.5)から従う変形方程式

F−1 ∂F
∂ s

=−uE + J, F−1 ∂F
∂ t

=

(
− ∂u

∂θ
+u2 +1−bu

)
E +bJ, (2.6)

の両立条件より，相似曲率は Burgers方程式に従うことが示される：

∂u
∂ t

=
∂ 2u
∂θ 2 −2u

∂u
∂θ

+b
∂u
∂θ

. (2.7)

特に，径数 bは幾何学的には方向角 θ の reparametrizationで吸収できるので [6]，一般性を失わず
に b = 0としてよい．さらに，Cole-Hopf変換 (2.4)により Burgers方程式は以下のように線型化さ
れる．

∂q
∂ t

=
∂ 2q
∂θ 2 . (2.8)

弾性曲線とmKdV方程式の関連を参考にBurgers方程式の定常解（stationary solution）を考察す
る．定常という条件下で (2.7)は定常 Burgers方程式

d2u
dθ 2 = 2u

du
dθ

, (2.9)
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または一度積分して Riccati方程式

du
dθ

= u2 + c, c ∈ R, (2.10)

に簡約される．

2.4 相似幾何による対数型美的曲線の特徴づけ

注目すべきことに，LACの概念は相似幾何学で意味をもち，LACの定義 (2.1)は次のように書
き直すことができる [5, 11]：

定義　相似平面曲線 γ(θ)が傾きαの対数型美的曲線であるとは相似曲率 u(θ)がBernoulli方程式：

du
dθ

= (α −1)u2, (2.11)

に従うときをいう．

とくに α = 2の場合，LACの相似曲率は定常 Burgers方程式 (2.9)もしくは Riccati方程式 (2.10)
の解である．この定式化に基づき，準美的曲線が定義される [12]：

定義　相似平面曲線 γ(θ)の相似曲率 u(θ)が Riccati方程式:

du
dθ

= (α −1)u2 + c, c ∈ R, (2.12)

に従うとき，γ を傾き α の準美的曲線（quasi aesthetic curve, qAC）とよぶ．すなわち，LACおよ
び qACは相似幾何における可積分変形の定常流（と相似曲率のスケール変換）として特徴づけら
れることになる．なお，α = 1の場合（対数螺旋）は相似曲率が定数となるため，以下の議論では
除外する．

2.5 フェアリングエネルギー

本節ではLACと qACの変分原理による定式化を考察する．まず，フェアリングエネルギーF λ ,a

を次式で導入する．

F λ ,a(γ) =
∫ θ2

θ1

1
2

{
a2u(θ)2 +λ

(
q1 q2

q(θ)2

)a}
dθ , (2.13)

ここで a = α −1, qi = q(θi) (i = 1,2)，λ は任意定数である．F λ ,a(γ)は相似変換について不変で，
フェアリングエネルギーという名称は工業意匠設計におけるフェアリング（整形）の工程に由来
する．γ の変分を δγ = ξ (θ)T (θ)+η(θ)N(θ)と表す．標準的な変分計算によって δq/q = ϕ −ψ ′,
δu/u =−(uψ ′+ϕ −ψ ′)および δθ = ψ がわかる．ただし，ϕ(θ) = ξ ′−ξ u−η , ψ(θ) = η ′−ηu+ξ ,
′ = d/dθ である．これらのデータを用いてフェアリングエネルギーの第一変分公式を得る．

δF λ ,a(γ) =−1
2

[
a2u(ϕ̃ − ψ̃ ′)+H(γ)ψ̃

]θ2

θ1
+

a
2

∫ θ2

θ1

{
au′−λ

(
q1q2

q2

)a}
(ϕ̃ − ψ̃ ′+uψ̃)dθ . (2.14)

ここで，ϕ̃ = ϕ − ϕ(θ1)+ϕ(θ2)
2 , ψ̃ = ψ − ψ(θ1)+ψ(θ2)

2 ,および H(γ) = a2u(θ)2 −λ
(

q1 q2
q2

)a
である.

第一変分公式より，もし γ が適切な境界条件の下でのフェアリングエネルギー変分に対して臨
界点であるならば，γ の相似曲率 uは

au′−λ
(

q1q2

q2

)a

= 0, (2.15)
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を満たす．これは Cole-Hopf変換 (2.4)と合わせて qACに対する Riccati方程式 (2.12)と等価であ
る．次に境界項を調べよう．まず，H(γ)は定常 Burgers方程式 (2.9)の第一積分で定数であること
から，全方向角の保存 δ (θ2 −θ1) = 0を要請すれば境界項の第 2項は 0である．従って境界項は
ϕ(θ1)−ψ ′(θ1) = ϕ(θ2)−ψ ′(θ2)のとき，またそのときに限り 0になることがわかる．これは， q2

q1

すなわち両端点における接ベクトルの長さの比が変形で保たれることを意味する．この条件は相似
変換で不変であるので，相似幾何において意味を持つ．以上の議論をまとめて，次の定理を得る．

定理　平面曲線 γ が全方向角および両端点での接ベクトルの長さが保存されるという条件の下で，
フェアリングエネルギーF λ ,a (2.13) の臨界点となるならば，相似曲率 uは cを任意定数として
u′ = au2+cを満たす．従って，傾きα ̸= 1の準美的曲線はフェアリングエネルギーの臨界点である．

3 対数型美的曲線の離散化

3.1 相似幾何における離散曲線と離散 Burgers流

γn ∈ R2 (n ∈ Z)を離散平面曲線とする．離散接ベクトル Tnと離散法線ベクトル Nnを

Tn = γn+1 − γn, Nn = JTn, (3.1)

で導入し，
qn = |Tn|=

√
⟨Tn,Tn⟩, (3.2)

とする．相似 Frenet標構を Fn = (Tn,Nn)と定義すれば，Fnは相似 Frenetの公式を満たす．

Fn+1 = FnLn, Ln = unR(κn+1), R(κn+1) =

(
cosκn+1 −sinκn+1

sinκn+1 cosκn+1

)
,

un =
qn+1

qn
, κn = ∠(Tn−1,Tn).

(3.3)

ここで，un は相似変換に対して不変であり，連続曲線の場合の相似曲率の離散類似の役割を果た
す．簡単のため κn = κ （定数）とおき，γnの κ を保存する変形（等角変形）を考える. もっとも
簡単な変形は次のように与えられる [6]．

γm+1
n =−γm

n +
δ
κ2

{(
1

um
n−1

− cosκ
)

T m
n + sinκ Nm

n

}
, (3.4)

Frenet標構 Fm
n は

Fm
n+1 = Fm

n um
n R(κ), Fm+1

n = Fm
n Hm

n E, Hm
n = 1+

δ
κ2

(
um

n −2cosκ +
1

um
n−1

)
, (3.5)

を満たし，両立条件から離散 Burgers方程式

um+1
n

um
n

=
1+ δ

κ2

(
um

n+1 −2cosκ + 1
um

n

)
1+ δ

κ2

(
um

n −2cosκ + 1
um

n−1

) , (3.6)

が得られる．(3.6)は qm
n に関して線形化され，qm

n は

qm+1
n −qm

n

δ
=

qm
n+1 −2cosκ qm

n +qm
n−1

κ2 , (3.7)
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に従う．離散 Burgers方程式 (3.6)は連続極限

um
n = 1−κ u, θ = nκ, κ → 0, (3.8)

でBurgers方程式 (2.7)の b = 0の場合に帰着する．また，離散相似 Frenetの公式と変形方程式 (3.5)
もそれぞれ連続曲線の相似 Frenetの公式と変形方程式 (2.6)に帰着する．逆に，幾何の制約から連
続極限の径数づけ (3.8)は一意的に定まってしまうことに注意しておく．
さて，離散Burgers方程式の定常条件 um+1

n = um
n を課し，添字mを無視すると，離散定常Burgers

方程式

un+1 +
1
un

= un +
1

un−1
, (3.9)

が得られる．(3.9)は連続極限 (3.8)によって定常 Burgers方程式 (2.9)に帰着する．(3.9)を積分す
ると，離散 Riccati方程式を得る：

un+1 +
1
un

=C. (3.10)

(3.10)においてC = 2−cκ2とおき連続極限 (3.8)を適用すれば Riccati方程式 (2.10)を得る．さて，
(2.11)と (2.12)の離散類似を構成するには，(3.9)と (3.10)で un を (un)

a (a = α −1 ̸= 0)で置き換
えればよく，それぞれ

(un+1)
a +

1
(un)a = (un)

a +
1

(un−1)a , (3.11)

(un+1)
a +

1
(un)a =C, (3.12)

が得られる．この a依存性は，幾何学的な制約から得られる連続極限の径数づけ (3.8)と整合的で
ある．実際，(un)

a = (1−κu)a = 1−aκu+O(κ2)に注意し，C = 2−acκ2と選ぶと，(3.11)と (3.12)
はそれぞれ (2.11)と (2.12)に帰着することがわかる．
次に，(3.12)の解について議論する．(3.12)は un = (pn+1/pn)

1/aとおくと

pn+1 −2pn + pn−1

κ2 =−acpn, (3.13)

と線形化される．c = 0の場合，(3.13)の解は pn = c1n+ c2 （c1,c2: 任意定数）となり，それから

un =

(
1+

aλκ
aλκn+1

) 1
a

, (3.14)

が得られる．ただし，λ = c1/(κac2)である．明らかに (3.14)は連続極限 (3.8)で LACの相似曲率
を再現する：

u =− λ
aλθ +1

. (3.15)

以上の議論から，離散対数型美的曲線（dLAC）と離散準美的曲線（dqAC）を次のように定義す
る．相似幾何の枠組みで離散平面曲線 γnに対し，unが

(un+1)
a +

1
(un)a = 2, a = α −1 ̸= 0, (3.16)

に従うとき，γnを傾き α の離散対数型美的曲線と呼ぶ．同様に，unが

(un+1)
a +

1
(un)a = 2−acκ2, (3.17)

に従うとき，γnを傾き α の離散準美的曲線と呼ぶ．
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図 2: 対数型美的曲線と離散対数型美的曲線．青：(a,c) = (1,0),緑：(1.5,−1.5),橙：(3,−2).

3.2 離散フェアリングエネルギー

離散フェアリングエネルギーΦλ ,aを次のように導入する．

Φλ ,a(γ) =
n2−1

∑
n=n1

{
(un)

a +
1

(un)a +λ
(

qn1qn2

qnqn+1

)a}
. (3.18)

Φλ ,aは相似変換に対して不変で幾何学的に意味がある量である．γnの変分を

δγn = ξnTn +ηnNn, (3.19)

と書くことにすると，相似 Frenet標構の変分と離散相似 Frenetの公式との整合性を用いて qn, un,
κnの変分が

δqn

qn
= ϕn,

δun

un
= ϕn+1 −ϕn, δκn+1 = ψn+1 −ψn, (3.20)

ただし，

ϕn = ξn+1un cosκn+1 −ηn+1un sinκn+1 −ξn, ψn = ξn+1un sinκn+1 +ηn+1un cosκn+1 −ηn, (3.21)

と計算でき，これを用いてΦλ ,aの第一変分は

δΦλ ,a(γ) =−a
n2−2

∑
n=n1+1

{
1+

1
(un−1un)a

}{
(un)

a − (un−1)
a +λ

(
qn1qn2

qn−1qn

)a}
ϕ̃n

+a
[
(un2−1)

a − 1
(un2−1)a +(un1)

a − 1
(un1)

a −λ
(

qn1

qn2−1

)a

+λ
(

qn2

qn1+1

)a] ϕn2 −ϕn1

2
. (3.22)

となる．ただし，

ϕ̃n = ϕn −
ϕn1 +ϕn2

2
, (3.23)

である．第一変分公式 (3.22)より，もし γnが適当な境界条件の下で離散フェアリング汎函数の臨
界点であれば，γnは

(un)
a − (un−1)

a +λ
(

qn1qn2

qn−1qn

)a

= 0, n = n1 +1, . . . ,n2 −1, (3.24)

を満たす．これは un = qn+1/qnと合わせて (3.11)または (3.12)と等価である．境界項は ϕn1 = ϕn2

であるとき，またそのときに限り 0となる．(3.20)より，これは δ (qn1/qn2) = 0,すなわち，両端点
のセグメント（接ベクトル）の長さの比は変分で保たれることを意味する．これは連続曲線の場
合と全く同じ境界条件である．以上の議論をまとめて，以下の定理を得る．

7



定理　もし離散平面曲線 γnが両端点での接ベクトルの長さが保存されるという条件の下で，離散フェ
アリングエネルギーΦλ ,a (3.18)の臨界点となるならば，unは cを任意定数として (un+1)

a+1/(un)
a =

2−acκ2を満たす．従って，傾き α ̸= 1の離散準美的曲線は離散フェアリングエネルギーの臨界点
である．
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