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q-Airy方程式の解の超超越性

山形大学理学部　　西岡斉治 (NISHIOKA Seiji)

概要 差分リッカチ方程式の解が代数的微分方程式をみたすかどうかを調べた Tietze の研究手法を

代数化し，q 差分リッカチ方程式にも通用する定理を得た．これを用いた，q-Airy 方程式の解が代

数的微分方程式をみたさないこと（解の超超越性）の証明を紹介する．

1 導入

q-Airy方程式は Airy方程式の q 差分版であり，

y(q2t) + qty(qt)− y(t) = 0

という形をしている．q-Painlevé II の特殊解でこの方程式（のリッカチ化）をみたすも

のがあり，その連続極限には Airy 関数が現れることが濱本，梶原，Witte [3] により示

されている．Painlevé IIは Airy関数で表される特殊解をもっていた．また，Airy方程

式は非可解であることが知られているが，q-Airy方程式も非可解である*1[6]．q 差分にお

ける非可解の意味は，y(qt) = y(t) + b(t) を解く和分
∑

b(t) や y(qt) = a(t)y(t) を解く∏
a(t) = exp

∑
log a(t)によっては方程式が解けないというようなことである．

このように q-Airy方程式は名称にふさわしい性質をもつ．それだけでなく，ガンマ関

数のように解が代数的微分方程式をみたさないこと（解の超超越性）もわかる*2．これが

本報告の話題である．証明はティーツェの先行研究 [9]にもとづく．

なお，ガロア理論による解の超超越性の研究もある．2階線形差分方程式に関するもの

は，Arreche, Singer [1]，Dreyfus, Hardouin, Roques [2]，Hardouin, Singer [4] などが

ある．

2 リッカチ方程式とティーツェの定理

q-Airy方程式は z(t) = y(qt)/y(t)とおくと

z(qt) = −qt+
1

z(t)

*1 q が 1のベキ根でないとき．
*2 解は微分と差分（の変換）が自然な関係のもとで定義された体の元とする．
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のようにリッカチ化される．差分リッカチ方程式とはこのような 1次分数変換の形の差分

方程式である．さらに w(t) = 1− 1/qtz(t)とおくと

w(qt) = 1 +
1

q3t2w(t)
= 1 +

r(t)

w(t)
(1)

となる．この形をティーツェの標準形という．ティーツェの先行研究から，差分リッカチ

方程式

y(x+ 1) =
a(x)y(x) + b(x)

c(x)y(x) + d(x)

はアルゴリズムにより標準形

y(x+ 1) = 1 +
r(x)

y(x)
, r ̸= 0 (2)

または y(x+ 2) = y(x) に変形されるが，q 差分でも全く同様である [8]．

定理 1 (ティーツェの定理 [9]) r(x) は有理関数であって limx→∞ r(x) = 0 をみたすも

のとする．このとき差分方程式 (2)は，有理関数解をもたないなら代数的微分方程式をみ

たす解ももたない．

ここで limx→∞ r(x) = 0は r(x)の x = ∞におけるベキ級数展開の位数が正であるこ
とと同値である．また，このとき r(x + 1), r(x + 2), . . . も同じ正の位数であることに注

意する．

3 ティーツェの定理の q 差分化と q-Airy方程式の解

ティーツェの定理を q 差分を含む一般の差分にも適用できるものにするため，著者の論

文 [8]では，差分代数や 1変数代数関数体の理論を用いた一般的な定理を与えている．し

かし，係数体を有理関数体に制限すれば素朴な記述が可能である．

まず，τy(x) = y(u(x)), u(x) ∈ C(x) \ Cとする．通常の差分では u(x) = x+ 1，q 差

分では u(x) = qxである．D を微分とすると，合成関数の微分より Dτy = u′τDy が成

り立つ．リッカチ方程式 τy = (ay + b)/(cy + d)に対して

τ2y =
a(2)y + b(2)

c(2)y + d(2)
, τ3y =

a(3)y + b(3)

c(3)y + d(3)
, ...

と表し，これらを反復リッカチ方程式という*3．

*3 細かいことをいうと，最初の方程式は τ2 に関するリッカチ方程式とみなす．他も同様である．
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定理 2 (論文 [8]の主定理を制限したもの) C(x) を有理関数体とする．ティーツェの標
準形 τy = 1+ r/y, r ∈ C(x) \ {0}について，r, τr, τ2r, . . . をある共通の点でベキ級数展

開したとき，位数がすべて正であるとする．さらに反復リッカチ方程式が代数関数解をも

たないとする．このとき，代数的微分方程式をみたす解が存在すれば，次の 3階線形差分

方程式をみたす有理関数 g が存在する．

τ2(u′r)τ(u′)u′τ3(g) + (τ(r) + 1)τ(u′)u′τ2(g)

− (τ(r) + 1)u′τ(g)− rg + u′τ(D(r)/r) = 0.

この定理を用いて，q が 1 のベキ根でないとき，q-Airy 方程式の解が超超越的である

ことを示そう．このとき q-Airy方程式の反復リッカチ方程式は代数関数解をもたないか

ら [7]，q-Airy方程式の標準形 (1)の反復リッカチ方程式も代数関数解をもたない．また，

r = 1/q3t2 に対して r, τr, τ2r, . . . は t = ∞において位数 2である．したがって，q-Airy

方程式が代数的微分方程式をみたす解をもてば，標準形 (1)も代数的微分方程式をみたす

解をもち，

1

q4t2
τ3(g) +

(
1

q3t2
+ q2

)
τ2(g)−

(
1

q4t2
+ q

)
τ(g)− 1

q3t2
g − 2

t
= 0

をみたす有理関数 g が存在する．g =
∑∞

i=m ai/t
i と表そう．ここで ai ∈ C, am ̸= 0と

する．m ̸= 1のとき 1/tm の項の係数を比較すると

q2
am
q2m

− q
am
qm

= 0

を得るが，qm−1 = 1となり矛盾．m = 1のときも 1/tm の項の係数を比較すると

q2
am
q2m

− q
am
qm

− 2 = 0

を得るが，−2 = 0となり矛盾．以上より q-Airy方程式の解は超超越的である．

4 ティーツェの定理の再導出

最後に，定理 2からティーツェの定理が導かれることを確かめておく．ティーツェの定

理の仮定のもと，示すべきは下記の 2点である．

(1) 標準形 (2)が有理関数解をもたないなら，その反復リッカチ方程式が代数関数解を

もたないこと．
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(2) 次をみたす有理関数 g が存在しないこと．

τ2(r)τ3(g) + (τ(r) + 1)τ2(g)− (τ(r) + 1)τ(g)− rg + τ(r′/r) = 0. (3)

(1)の証明 r の x = ∞におけるベキ級数展開の位数を ρ > 0とおく．i回反復リッカチ

方程式の係数 a(i), b(i), c(i), d(i) を，x = ∞におけるベキ級数展開が次の形になるように
とれる．これは帰納的にわかる．

a(1) = 1, b(1) = r =
β

xρ
+ · · · , c(1) = 1, d(1) = 0,

a(i) = 1 + · · · ,

b(i) =
β

xρ
+ · · · ,

c(i) = 1 + · · · ,

d(i) =
β

xρ
+ · · · ,

β ∈ C× (i ≥ 2).

したがって，i回反復リッカチ方程式

(c(i)y + d(i))τ i(y) = a(i)y + b(i)

の x = ∞におけるベキ級数解は
∑∞

j=0 ej/x
j ,

∑∞
j=ρ ej/x

j の形のもののみであり，それ

ぞれ一意的に存在する．特に i = 1の場合である標準形 (2)は 2つのベキ級数解 y1, y2 を

もつ．これらは i回反復リッカチ方程式もみたすから，i回反復リッカチ方程式のただ 2

つのベキ級数解と一致する．そもそも標準形 (2)は有理関数解をもたないから，y1, y2 は

有理関数ではない．したがって，反復リッカチ方程式は有理関数解をもたない．さらに，

差分 τ : y(x) 7→ y(x + 1)の場合は反復リッカチ方程式に有理関数以外の代数関数解は存

在しないから*4，主張 (1)を得る． □

(2)の証明 等式 (3)をみたす有理関数 g が存在すると仮定する．r と g を

r =
∞∑
i=ρ

ci
xi

, cρ ̸= 0, ρ > 0,

g =

∞∑
i=m

ai
xi

, am ̸= 0

*4 これは差分方程式の一般論である．論文 [5]を参照せよ．
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と表す．このとき，
r′

r
= −ρ

x
+ · · ·

である．等式 (3)において位数を比較するとm ≤ 0がわかる．

τg =
am
xm

+
am+1 −mam

xm+1
+ · · · , τ2g =

am
xm

+
am+1 − 2mam

xm+1
+ · · ·

であるから，1/xm+1 の項の係数を比較すると

c1am + {c1am + (am+1 − 2mam)} − {c1am + (am+1 −mam)} − c1am

+

{
− ρ (m = 0),

0 (m < 0)

}
= 0

を得る．したがって

−mam =

{
ρ (m = 0),

0 (m < 0)

が成り立つことになり，矛盾． □
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(1)
7 ,

Aequat. Math., 79 (2010), 1–12.

[6] Nishioka, S., Solvability of Difference Riccati Equations by Elementary Operations,

J. Math. Sci. Univ. Tokyo, 17 (2010), 159–178.

5



[7] Nishioka, S., Transcendence of solutions of q-Airy equation, Josai Mathematical

Monographs, Vol. 10 (2017), 129–137.

[8] Nishioka, S., Differential transcendence of solutions of difference Riccati equations

and Tietze’s treatment. Preprint. arXiv:1707.08702
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