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算術調和平均アルゴリズムと Sakaki-Kakei方程式の一般解とその分類

同志社大学理工学部 近藤弘一 (KONDO Koichi)

概 要 Sakaki-Kakeiは超幾何関数の関数等式より得られる保存則をもつ非可逆 2 次元離散力学

系を 12種類提出した．本論ではこのうち第 3, 5, 6番目の方程式の一般解を求めることを目的とする．

これらの方程式は，算術調和平均アルゴリズム，ロジスティック写像と関連することを明らかにする．

1 はじめに

論文 [1]では，超幾何関数の関数等式で表される保存量をもつ不可逆な 2次元離散力学系を 12
種類提出している．簡単のため，論文出現順に SK-1, SK-2, · · · , SK-12と略することにする．これ
らの方程式は，[1]で示唆されているように，可解カオス系との関連が期待される．本論では，次
の 3個の方程式

SK-3: an+1 =
(an +bn)2

an −bn
, bn+1 =

4anbn

an −bn
, (1.1)

SK-5: an+1 =
(2an −bn)2

4an
, bn+1 =

bn
2

4an
, (1.2)

SK-6: an+1 =
4an(an −bn)2

(2an −bn)2 , bn+1 =
−bn

2(an −bn)
(2an −bn)2 (1.3)

の解を，算術調和平均アルゴリズムと関連付けて導出する．

2 算術調和平均アルゴリズム

算術調和平均アルゴリズム（AHM）

an+1 =
an +bn

2
, bn+1 =

2anbn

an +bn
(2.1)

は，初期値が a0 > b0 > 0のとき特殊解

an =
√

a0b0 coth(2nσ), bn =
√

a0b0 tanh(2nσ), σ = tanh−1

√
b0

a0
(2.2)

をもつ．an, bn は両方とも
√

a0b0 に 2次収束する．また，初期値が a0 > 0, b0 < 0のとき特殊解

an =
√

a0b0 cot(2nσ), bn = −
√

a0b0 tan(2nσ), σ = tanh−1

√
−b0

a0
(2.3)

をもつ．an, bn は可解カオスである [2, 3]．
AHMは保存量

In =
1√
anbn

(2.4)
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をもつ．(2.4)を用いて bn を (2.1)より消去すると，

an+1 =
1
2

(
an +

c
an

)
, c = a0b0 (2.5)

と書ける．これは 2次方程式 f (x) = x2 − c = 0に対するニュートン法

an+1 = an −
f (an)
f ′(an)

= an −
an

2 − c
2an

=
1
2

(
an +

c
an

)
(2.6)

と等しい．方程式 (2.5)の任意の初期値のときの一般解は，[3]において，3重対角行列式を用いた
解が既に求められている．本論では行列式解ではなく，それを式変形した

an = T2n−1(a0b0;a0), bn =
a0b0

an
, Tn(c;x) =

√
c
(x+

√
c)n+1 +(x−

√
c)n+1

(x+
√

c)n+1 − (x−
√

c)n+1 (2.7)

を利用し議論を進める．(2.7)はさらに式変形すると，

an = (φ−1 ◦ x2n ◦φ)(a0), φ(x) =
x+

√
c

x−
√

c
(2.8)

と書ける．(2.8)より，

an+1 = (φ−1 ◦ x2 ◦φ)(an), (2.9)

が成り立つ．(2.5)の AHMの 1ステップの写像 an 7→ an+1 は x2 と共役である．

3 SK-5の解

超幾何関数

2F1(α,β ,γ;x) =
∞

∑
n=0

(α)n(β )nxn

(γ)nn!
=

Γ(γ)
Γ(α)Γ(γ −α)

∫ ∞

0
tγ−α−1(t +1)β−γ(t +1− x)−β dt (3.1)

は，関数等式

2F1(α,β ,2α;x) =
(

1− x
2

)−β
2F1

(
β
2

,
β +1

2
,α +

1
2

;
(

x
2− x

)2
)

(3.2)

をみたす．等式 (3.2)において，

α =
1
2
, β = 1, x =

bn

an
(3.3)

とおいて，両辺を
√

an で割ると，

1
√

an
2F1

(
bn

an

)
=

2
√

an

2an −bn
2F1

(
bn

2

(2an −bn)2

)
(3.4)

となる．(3.4)の左辺を

In =
1

√
an

2F1

(
bn

an

)
(3.5)

2



とおき，(3.4)の右辺が In+1 となるように，an, bn, an+1, bn+1 に条件を定めると (1.2)の SK-5が導
出される．SK-5は保存量 In をもつ離散力学系である．ちなみに，等式 (3.2)において，

α =
1
2
, β = 1, x = 1− bn

an
, In =

1
an

2F1

(
1− bn

an

)
(3.6)

とおくと (2.1)の AHMが導出される．
方程式 SK-5の保存量は (3.5)のように超幾何関数 2F1 を用いて与えられる．(3.5)の 2F1 のパラ
メータは，α = 1/2, β = 1, γ = 1である．このとき超幾何関数 2F1 の積分表示は積分可能であり，

2F1 は初等関数

2F1

(
1
2
,1,1;x

)
=

1√
1− x

(3.7)

で書ける．よって，(3.5)は

In =
1√

an −bn
(3.8)

となる．(3.8)を用いて，(1.2)の bn を消去すると，SK-5は

an+1 =
(an + c)2

4an
, c = a0 −b0 (3.9)

と書ける．さらに，(3.9)において an = (ãn)2 とおくと，

ãn+1 =
1
2

(
ãn +

c
an

)
(3.10)

を得る．これは (2.5)の AHMに他ならない．SK-5と AHMとは変換 an = (ãn)2 により写りあう．
初期値が a0 > b0 > 0のときは，SK-5は特殊解

an = (a0 −b0)coth2(2nσ), bn = (a0 −b0)(coth2(2nσ)−1), σ = tanh−1

√
1− b0

a0
(3.11)

をもつ．an は a0 −b0 へ, bn は 0へ 2次収束する．
初期値が b0 > a0 > 0のときは，SK-5は特殊解

an = −(a0 −b0)cot2(2nσ), bn = −(a0 −b0)(cot2(2nσ)+1), σ = tan−1

√
b0

a0
−1 (3.12)

をもつ．an, bn は可解カオスである．
任意の初期値に対しては，一般解として

an = (T2n−1(a0 −b0;
√

a0))2, bn = an −a0 +b0 (3.13)

が求まる．一般解 (3.13)は

an = (φ−1 ◦ x2n ◦φ)(a0), φ(x) =
√

x+
√

c√
x−

√
c

(3.14)

と書き換えられる．よって，写像 an 7→ an+1 は x2 と共役である．
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4 SK-6の解

SK-6は，関数等式

2F1

(
1
2
,1,1;x

)
=

2− x
2(1− x)2F1

(
1
2
,1,1;

x2

4(x−1)

)
(4.1)

において，保存量を

In =
1

√
an

2F1

(
bn

an

)
(4.2)

とおいて導出される．ちなみに，(4.1)において，

In =
1
an

2F1

(
1− bn

an

)
(4.3)

とすると，(2.1)の AHMにおいて，an, bn を入れ替えた方程式が導出される．
SK-6の保存量 (4.2)は SK-5の保存量 (3.5)と等しいので，SK-6の保存量 (4.2)も SK-5の保存量

(3.8)と同じ

In =
1√

an −bn
(4.4)

となる．(4.4)を用いて (1.3)の bn を消去し，さらに an = (ãn)2 とおくと，

ãn+1 =
1
2

(
ãn +

c−1

an

)
, c = a0 −b0 (4.5)

を得る．これは (2.5)の AHMと等しい．
初期値が a0 > 0, b0 < 0のときは，SK-6は特殊解

an = (a0 −b0) tanh2(2nσ), bn = (a0 −b0)(tanh2(2nσ)−1), σ = tanh−1
√

a0

a0 −b0
(4.6)

をもつ．an は a0 −b0 へ，bn は 0へ 2次収束する．
初期値が b0 > a0 > 0のときは，SK-6は特殊解

an = −(a0 −b0) tan2(2nσ), bn = −(a0 −b0)(tanh2(2nσ)+1), σ = tan−1
√

a0

b0 −a0
(4.7)

をもつ．an, bn は可解カオスである．
任意の初期値に対しては，一般解として

an =
(

T2n−1

(
1

a0 −b0
;

1
√

a0

))−2

, bn = an −a0 +b0 (4.8)

が求まる．一般解 (4.8)は

an = (φ−1 ◦ x2n ◦φ)(a0), φ(x) =
1/

√
x+1/

√
c

1/
√

x−1/
√

c
(4.9)

と書き換えられる．よって，写像 an 7→ an+1 は x2 と共役である．
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5 SK-3の解

SK-3は，関数等式

2F1

(
1
2
,
3
4
,
3
4

;x
)

=
1− x

(1+ x)2 2F1

(
1
2
,
3
4
,
3
4

;
4x

(1+ x)2

)
(5.1)

において，保存量を

In =
1
an

2F1

(
bn

an

)
(5.2)

とすることで導出される．(5.2)の 2F1のパラメータは α = 1/2, β = γ = 3/4である．よって AHM,
SK-5, SK-6のときのパラメータとは異なる．しかしながら，パラメータ α = 1/2, β = γ = 3/4に
おける 2F1 のべき級数表示より，2F1 は初等関数で書けて．(3.7)と同じとなる．よって，保存量
(5.2)は

In =
1√

an −bn
(5.3)

となる．(5.3)を用いて，(1.1)の bn を消去すると，

an+1 = c−1(2an − c)2, c = a0 −b0 (5.4)

となる．さらに an = c(1− ãn)とおくと，

ãn+1 = 4ãn(1− ãn) (5.5)

を得る．これはロジスティック方程式であり，可解カオス系の代表例である．
初期値が a0 > b0 > 0のとき，SK-3は特殊解

an = (a0 −b0)cosh2(2nσ), bn = (a0 −b0)sinh2(2nσ), σ = tanh−1

√
b0

a0
(5.6)

をもつ．an, bn は単調増加し，+∞に発散する．
初期値が a0 > 0, b0 < 0のとき，SK-3は特殊解

an = (a0 −b0)cos2(2nσ), bn = −(a0 −b0)sin2(2nσ), σ = tan−1

√
−b0

a0
(5.7)

をもつ．an, bn は可解カオスである．
SK-3の方程式 (1.1)において，第 1式の両辺を第 2式の両辺でそれぞれ割ると

an+1

bn+1
=

(an +bn)2

4anbn
(5.8)

となる．ãn =
√

an/bn とおくと，

ãn+1 =
1
2

(
ãn +

1
ãn

)
(5.9)
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を得る．これは AHMの c = 1の場合である．よって，SK-3は任意の初期値に対して一般解

an =
(a0 −b0)T2n−1

(
1;
√

a0

b0

)2

T2n−1

(
1;
√

a0

b0

)2

−1

, bn = an −a0 +b0 (5.10)

をもつ．(5.10)の an を書き下すと

an =
a0 −b0

4

((√
a0 +

√
b0√

a0 −b0

)2n

+
(√

a0 −
√

b0√
a0 −b0

)2n)2

(5.11)

と書ける．(5.11)をさらに書き換えると，

an+1 = (φ−1 ◦ x2 ◦φ)(an), φ(x) =
√

x+
√

x− c√
x−

√
x− c

(5.12)

となる．写像 an 7→ an+1 は x2 と共役である．
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