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1D ASEP & KPZ

千葉大学理学研究科数学・情報数理 笹本智弘 (SASAMOTO Tomohiro)

概 要
1次元非対称単純排他過程 (ASEP)と KPZ方程式・普遍性クラスに関する基本事項について概説し,
最近の関連研究についても言及する.また格子上の KPZ方程式についても説明する.

1 はじめに

1次元格子上を多数の粒子が体積排除の相互作用の下で非対称なランダムウォークをする模型を
非対称単純排他過程という.英語では asymmetric simple exclusion process,略して ASEPという.非
線型性と揺らぎを持つひとつのミニマルモデルであり,理論面からも渋滞学等への応用面からも活
発に研究されている.マクロに見た場合の粒子密度 u(x, t)は Burgers方程式

∂
∂ t

u =
λ0

2
∂
∂x

u2 +ν0
∂ 2

∂x2u

に従うことが知られており,非線型波動方程式とも関係が深い. また非平衡統計力学の模型として
相転移現象や揺らぎの性質に興味が持たれている.

ASEPの著しい特徴は厳密解を得ることが出来ることであり,すでに種々の解析手法が開発され,

定常状態やダイナミクスについて多くの結果が得られている.これは方法論的には ASEPが可積分
系の一種であることによる. ASEPはマスター方程式

d
dt
|P〉 = −H|P〉

で定式化することが出来る.ただしここで |P〉は系がある粒子配位を持つ確率を並べたベクトル, H

は粒子配位の間の遷移率行列である. ASEPの場合は H が 1次元量子スピン鎖 (XXZ 模型)のハミ
ルトニアン

HXXZ = ∑
j

[
σx

j σx
j+1 +σy

j σy
j+1 +∆σz

j σ
z
j+1

]
を相似変換したものになっていることが知られている. XXZ模型については多くの事が知られてお
り, Bethe仮説,量子群などによる莫大な研究の蓄積がある [1, 2].特に∆ = 0の場合は Jordan-Wigner

変換により自由フェルミオンの問題となる.

ASEPは各サイトでの粒子の有無を界面の一部と対応させることにより界面成長の模型とみなす
ことも出来る.その揺らぎの大きさは時間 tに関してO(t1/3)程度であるが,この指数は他の多くの
界面成長模型でも見られる普遍的なものである. Kardar-Parisi-Zhangは,界面成長を記述する次の
ような非線型確率偏微分方程式を提案した [3]:

∂th(x, t) = 1
2λ0(∂xh(x, t))2 +ν0∂ 2

x h(x, t)+
√

D0ξ (x, t).

ただし h(x, t)は時刻 t, 位置 xでの界面高さを表す. また ξ はガウシアンホワイトノイズである:

〈ξ (x, t)ξ (x′, t ′)〉 = δ (x− x′)δ (t − t ′). KPZはこの方程式に繰り込み群のアイディアを適用し, その
揺らぎの大きさが O(t1/3)であることを示した. これは現在 KPZ普遍性クラスと呼ばれる [4, 5].

u = ∂xhは次の noisy Burgers方程式を満たすことを注意しておく:

∂tu = 1
2λ0∂xu

2 +ν0∂ 2
x u+

√
D0∂xξ . (1.1)
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ASEPは KPZ普遍性クラスに属しているのだから, ASEPにおいて適当なスケーリング極限をと
ることにより KPZ普遍性クラスについて調べることが出来ることになる.多少細かい点であるが,

KPZ方程式自体が KPZ普遍性クラスを記述している訳では無いことを注意しておこう. KPZ方程
式は ASEP等の格子モデルと比較して,成長のメカニズムの各要素が分かりやすく分離していると
いう利点はあるが,あくまで有限の時間・空間で起こっている現象を記述する方程式であり, KPZ

普遍性クラスは長時間・長距離のスケーリング極限を取って初めて現れる. しかし KPZ方程式自
体はノイズにデルタ関数が入っていることに由来する特異性があり,定義そのものが自明でなく,

今のところほとんど解析も進んでいない (最近定常系での指数が示された [6]). それで KPZ普遍性
クラスは現在のところ実際には ASEP特に粒子が一方向のみに移動する TASEPのスケーリング極
限によって定義されていると考えられる. KPZ普遍性クラスをこのように理解するとすれば,例え
ば KPZ方程式が本当に KPZ普遍性クラスに入っているか否かという問題が意味を持つ.

2 ASEPの定常状態

ASEPの定常状態について述べる.まず無限系においては, 2つの系列がある [7]. 1つは ρ ∈ [0,1]
として各サイト独立に粒子がいる確率が ρ であるような測度 (Bernoulli測度)である. 測度そのも
のは簡単で同時刻相関は trivialであるが, 0でないカレント

J = (p−q)ρ(1−ρ)

が流れており,時間相関は全く非自明なものである.無限系の定常状態のもう一つの系列は,各サイ
ト独立でサイト xにおける粒子のいる確率が 1/(1+(q/p)x)で与えれるもの,およびそれを平行移
動して得られるものである. こちらは平均粒子密度は衝撃波型で非自明であるが,カレントは 0と
なっている.

次に有限系の場合であるが,定常状態の様子は境界条件によって大きく違う. 確率過程に関する
基本事実として, 遷移率行列で移り合える粒子配位の同値類毎に一意な定常状態があることが知
られている. ASEPのダイナミクスにおいては粒子数 Nが保存するので,境界で粒子数の変化が起
こらない限りは各粒子数毎に一意な定常状態があることになる. 周期境界条件の場合は N個の粒
子がどこにいるか分からない状況が定常である. また closed(境界で粒子の出入りが無い)の場合,

Uq(sl2)対称性から決められる [8].

より面白いのは開放的境界条件の場合であり,系の左右の端で粒子の出入りがあるとする. 粒子
の出入りの率は α,β ,γ,δ とする. この場合は行列積の方法という方法を用いることにより厳密解
を得ることが出来る [9](レビュー論文 [10]). これは系の大きさを Lとしサイト j,1 ≤ j ≤ Lに粒
子がいる (又はいない)ことを η j = 1 (又は η j = 0)で表すとき,定常状態において系の粒子配位が
η1, . . . ,ηLで与えられる確率は

P(η1,η2, . . . ,ηL) =
1
ZL

〈W|
L

∏
j=1

(η jD+(1−η j)E)|V〉 (2.1)

という形に与えられるというものである. ただしここで D,Eは正方行列, 〈W|, |V〉はそれぞれ行ベ
クトル,列ベクトルであり,以下の関係式を満たすとする:

DE−qED= D+E

〈W|(αE− γD) = 〈W|
(βD−δE)|V〉 = |V〉

2



(2.1)は, 1次元 Ising模型に対する転送行列と同じ形をしているが,重要な違いがある. 1次元 Ising

模型の場合の転送行列は 2×2行列であり,空間的な相関は固有値の比の対数で与えられ,温度が 0

で無い限り指数関数的となるが,行列D,Eの次元は一般に無限次元となりべき的な振舞を示すこと
が出来る. さらに L → ∞の熱力学極限を考えると境界パラメータの大きさによって相転移が起こ
ることが示される. これは非平衡系における長距離相関や境界条件の重要さを示す例といえる. こ
れらの表示を用いることにより揺らぎの性質特に大偏差についても詳しく調べる事が出来る [11].

カレント,粒子密度プロフィールその他色々調べられる.

行列積の方法と他の数学との関係も興味深いものである.粒子が両方向にホップする場合はAskey-

Wilson多項式 [12, 13]と関係する [14, 15].大きさ Lの有限系でのカレントは J =
ZL−1

ZL
で与えられ

る. ZLは (2.1)に表れた規格化定数であるが,次のような表示をもつ:

ZL =
∫

C

dz
4π i

((1+z)(1+z−1)/(1−q))L(z2,z−2;q)
(az,a/z,bz,b/z,cz,c/z,dz,d/z;q)

.

ただしCは適当な経路, (a;q) = ∏∞
j=0(1−aqj),(a1, . . . ,ak;q) = ∏k

j=1(a j ;q), また a,b,c,dは ASEP

のパラメータ α,β ,γ,δ ,qによって決められる量である. この関係についてはその後も進展があり,

Askey-Wilson代数との関係 [16]や組合せ論的な解釈が議論されている [17, 18].これらを使うこと
により開放 ASEPに関するさらに詳細な情報が得られるかもしれない.

3 KPZ普遍性クラス

次にダイナミクスについて述べる. イントロで述べたように, ASEPは界面成長模型とみなすこ
とも出来,その長時間・長距離の振舞いは KPZ普遍性クラスによって記述されるのでそれについ
て述べよう.シミュレーションでスケーリングを見るには,例えば,周期系の大きさを Lとして各時
刻 tでの界面揺らぎの標準偏差

w(L, t) =
(
(h(x, t)−h(x, t))2

)1/2

を計算する. ただしここで f̄ (x) = 1
L ∑L

i=1 f ( j). 十分時間が経つと定常的な状況になり, w ∼ Lα と
なる. α は定常状態における界面の荒さを表す指数で roughness exponentと呼ばれる. KPZでは
α = 1/2であり,定常界面がランダムウォーク的である事に対応する.一方それほど時間が経ってい
ないときは w∼ tβ となる. β は界面揺らぎが大きくなっていく程度を表しており growth exponent

と呼ばれる.イントロでも述べたように β = 1/3で与えられ, KPZがガウシアン的でなく非自明な
振舞をする事を表している.指数 1/3は最初シミュレーションで見出されたが,解析的には KPZの
繰り込み群解析で得られた.その後 ASEPに対する Bethe仮説方程式の有限スケーリング解析を行
うことよにり exactに示され [19],さらに次節で述べるランダム行列の方法を用いて rigorousにも
示された [20].最近はより一般のモデルに対しても適用出来る議論を用いてもこの値が得られつつ
ある [21].

ここで KPZスケーリングについて注意を一言.上の α = 1/2,β = 1/3に対応して,無限系での界
面高さは

h(x = ct2/3ζ , t) ∼ at+dt1/3ξ (3.1)

とスケールする.ただし aは界面のマクロな成長速度.右辺の t1/3が β = 1/3に対応し, ξ はスケー
ルされた界面高さである.一方左辺の t2/3は界面揺らぎが t1/3であることを思い出すと α = 1/2に
対応している. 問題は c,dをどう決めるかであるが,定常状態が分かっていればこれらを求めるこ
とが出来るのである. 界面の傾きが ρ の時の成長速度を v(ρ)とし, λ0 = v′′(ρ)とおく. また界面荒
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さを表す量として定常 2点相関を空間的に足しあわせた量 χ = ∑ j S( j,0)を導入する. これらは定
常状態が分かっていれば計算出来る量である. このとき (3.1)中の c,dは c = (2λ 2

0 χ)1/3,d = 1
2λ0χ2

と与えられる [22].

4 ランダム行列理論

ランダム行列とは行列要素がランダムであるような行列である [23, 24].特に性質のよいものと
して, GUE (Gaussian Unitary Ensemble)と呼ばれるものがある. これはエルミート行列のアンサン
ブルであり,

H =


u11 u12+ iv12 · · · u1N + iv1N

u12− iv12 u22 · · · u2N + iv2N
...

...
...

...

u1N − iv1N u2N − iv2N · · · uNN


において,独立なパラメータが独立に u j j ∼ N(0,1/2) u jk,v jk ∼ N(0,1/4)となっているようなも
のである.

GUEの大きな特徴は固有値の結合密度関数が行列式の形に書かれる事である. それを用いると
最大固有値分布は

P[λmax≤ t] =
1

ZN

∫
(−∞,t]N

∏
1≤ j<k≤N

(x j −xk)2
N

∏
j=1

e−x2
j /2dxN (4.1)

のようにN重積分で表すことができる.これはGUEが自由フェルミオンと関係していることによ
る.ランダム行列理論はソリトン理論との関係も深い.

5 カレント揺らぎ

粒子が一方向のみにホップする TASEPにおいて,初期時刻 t = 0に原点の左側は粒子がびっし
り埋まっており,一方原点の右側には粒子がいないという step初期条件を考える. N(t)を時刻 t に
おいて原点を超えた粒子数とする. 我々は N(t)の確率的性質に興味がある. 界面の言葉でいうと,

dropletの形に界面が成長する場合に相当する. Johanssonは次の公式を示した [20].

P[N(t) > N] =
1

ZN

∫
[0,t]N

∏
1≤ j<k≤N

(x j −xk)2
N

∏
j=1

e−x j dxN (5.1)

これを (4.1)と比較すると大変類似している.実際 (5.1)はランダム行列理論における Laguerreユニ
タリアンサンブル (LUE)の最大固有値の分布と同じ形である. ランダム行列理論における手法を
用いることにより上記確率は Fredholm行列式に書き直すことが出来る:

P[N(t) > N] = det(1−KN2) (5.2)

ここで KN2は次のように Laguerre多項式を用いて表される.

KN2(x,y) = N
LN−1(x)LN(y)−LN−1(y)LN(x)

x−y
.

ただし Ln(x)は Laguerre多項式. この事実を用いると漸近解析を行う事ができ,次のような結果が
得られる.

lim
t→∞

P
[ t

4 −N(t)
2−4/3t1/3

< s

]
= F2(s)
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x2
1 x2

2
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1 x3

2 x3
3

...
...

...

xn
1 xn

2 xn
3 . . . xn

n−1 xn
n

図 1: Gelfand-Tsetlin cone

ここで F2(s)はGUE Tracy-Widom(TW)分布と呼ばれ, GUEの最大固有値の分布を記述し,次のよ
うな表示を持つ.

F2(s) = det(1−K2).

ただし K2は Airy 核

K2(x,y) =
Ai(x)Ai ′(y)−Ai(y)Ai ′(x)

x−y

である.

(5.2)は KPZ界面の揺らぎがGUE TW分布で与えられることを示す. (5.1)は TASEPの問題が自
由フェルミオンの問題となっていることを示している.イントロで述べたように ASEPの時間発展
を記述する遷移率行列は XXZ 模型と関係しており, Jordan-Wigner変換によってフェルミオンの問
題に読みかえることが出来るが,その場合自由フェルミオンとなるのは ∆ = 0の場合であり, TASEP

は対応していないことを注意しておく.

最近 GUE TW分布は界面成長の実験でも見られるようになった [25]. ある種の液晶において
DSM1とDSM2という 2種類の乱流状態があるが, DSM1内におけるDSM2の広がりが KPZ的な
界面成長になっており,その分布がGUE TW分布に従っていることが観察された.これまでも紙を
燃やす際の界面やバクテリアコロニーでの研究はあったが,今回の液晶系の実験は,制御がしやす
く同じ状況で何度も繰り返し行う事が出来るという利点があった. また今回の実験では χ,λ0を最
初に決めることができ, GUE TW分布との比較があいまいさなく出来た. そのため 2,3,4次モーメ
ントに比べ 1次モーメント (平均)の収束が遅く,実験で得られる分布はGUE TWをシフトした形
のものであるというところまで確認された.

6 発展

6.1 LUE表示

前節で述べた KPZ界面の揺らぎに関する研究はその後も大いに発展している.まず上記 LUE表
示 (5.1)を得る方法はいくつかある.一つの方法はScḧutzの行列式 [26]を用いる方法である [27].よ
り最近Gelfand-Tsetlin cone上の粒子ダイナミクスを考えることによりこの表式が得られることも示
されている [28]. Gelfand-Tsetlin coneとは, Kn = {(x1,x2, . . . ,xn) ∈ Z1×Z2×Zn : xk+1

i ≤ xk
i ≤ xk+1

i+1}
を満たすような x j

i の事である (下図). x j
i に対するダイナミクスを次のように決める.

• 各粒子 xk
j ,1≤ j ≤ k,k≥ 1は右へ rate 1でホップしようとする.

• もし xk
j(t) = xk−1

j なら xk−1
j に blockされる.

• もし xk−1
j (t) = xk

j+1なら, xk−1
j がジャンプするとき xk

j+1は pushされる (同時にジャンプする).
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このとき,各行の粒子達の位置はCharlierアンサンブルに関係する. Chariler多項式はポアッソン
分布 tx

x! e
−t に関して直交するような多項式で [12], Laguerre多項式と関係する.一方Gelfand-Tsetlin

coneで右上のラインの粒子達のみに着目すると, それらの粒子の運動は他の粒子と関係なく, さ
らにダイナミクスは TASEPそのものとなっていることがわかる. よって,例えば step初期条件の
TASEPにおいて N番目の粒子の位置の確率的な性質は, N体の Charlierアンサンブルにおける一
番右の粒子の運動が分かればよいことになり,これはランダム行列の世界のものであるから,行列
式を用いた計算が進み, (5.1)も得ることが出来るのである.

なお今は TASEPなので格子上のダイナミクスを考えているが,拡散スケーリングをとることで,

GUE Dysonブラウン運動を得ることも出来る [29].

6.2 境界条件・初期条件・多点・ASEP

他にも色々の拡張が得られている.まず無限系での step以外の初期条件,境界条件が考えられて
いる [22, 30].例えば無限系で粒子のいるサイトといないサイトが交互に連なっている alternating

初期条件の場合 (界面の言葉では flat初期条件)は,カレントの揺らぎはGOE TW分布 [31]で記述
される. また,初期条件が ρ−,ρ+の場合について一般化でき,開放境界条件の定常状態の場合と類
似の相図が得られる. さらに ρ+ = ρ− = ρ の場合を考えることにより,定常状態における 2点相関
を計算することも出来る [32, 33].また半無限系においては密度 ρ でスタートし,原点で rateα の
inputがある場合を扱うことも出来,カレント揺らぎはGOE,GSE TW分布 [31]で記述される.

さらに多点でのカレントの相関を見ることもでき, stepの場合 Airy 過程と呼ばれる, GUEダイ
ソンブラウン運動の最大固有値の運動を表す過程で記述される [34]. 一方 alternating初期条件の
場合は Airy1過程と呼ばれる過程で記述される [35]. Airy1過程は定常で,各 1点での分布が GOE

TW分布で与えられるので,一見GOEダイソンブラウン運動の最大固有値の運動を表していると
予想されるが,実は別物であるという数値計算がある [36].また一つの粒子に着目した場合 (tagged

particle)の運動についても同じように扱うことが出来る [37].

これまでの 5,6節の話はすべて TASEPに関するものであるが,最近 Tracy Widomが粒子が両方
向にホップする ASEPに対しても結果を得ている.まず一つの粒子に着目した場合のその位置の確
率分布を多重複素積分で表されることを見出し,実はそれが Fredholm行列式の積分の形に書き直
せる事を示し,その表示を用いて漸近解析を行うことにより, step初期条件の時長時間極限でやは
りGUE TW分布が得られることを示した.現状 stepより一歩進んで初期条件が ρ−,ρ+の状況まで
調べられており [38],さらなる進展が期待される. KPZ普遍性の観点からは現在考えられている長
時間極限では TASEPと同じ結果が得られるはずであるが,同時に非対称性が小さくなる極限も取
ることによりクロスオーバーについても調べられるはずである. 手法の観点からの興味もあるが,

TASEPの場合と比べ解の構造がよく見えていない. 自由フェルミオンや量子群との関係がどのよ
うになっているか,今後の研究が待たれる.

7 格子 KPZ

イントロでも述べたように KPZ方程式は特異的であり,実際に取り扱うにはなんらかの regural-

izationが必要である.ノイズの空間方向の相関を丸める (ガウス分布など特異性のない関数で置き
換える)ことにより扱うことも出来るが,ここでは noisy Burgers方程式 (1.1)を単純に空間に関し
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て離散化して,

d
dt

u j = 1
6λ0(u2

j+1 +u ju j+1−u j−1u j −u2
j−1)

+ν0(u j+1−2u j +u j−1)+D1/2
0 (ξ j −ξ j−1)

という確率微分方程式を考える [39].ここで {ξ j}は各 j について独立なホワイトノイズである.非
線型項の離散化の仕方に特徴があるが,このように選ぶと ρ ∈ Rとして

N

∏
j=1

{ 1
Z

exp[−(ν0/D0)(u j −ρ)2]
}

=:
(
ψN

0,ρ(u)
)2

が定常状態であることを確認することが出来る.他の離散化を取った場合ももちろん長時間・長距
離の性質は変わらないと考えられるが,このように定常状態を明示的に求めることが出来ないので,

以下のような解析を行う事は不可能となる.定常状態が得られているので,界面の成長速度 v(ρ)と
揺らぎの大きさ χ を

v(ρ) =
λ0

6

(
D0

ν0
+3ρ2

)
, χ =

D
2ν0

と計算することが出来る.よって 3節で述べたようにどのように変数をスケーリングすれば良いか
係数まで含めて分かる.以下 ρ = 0とおく.

定常状態を用いて過程の生成作用素 LNを

ψN
0,0LN(ψN

0,0)
−1 = −HN

のように変換することが出来る. HNはエルミートではないが,ここではハミルトニアンと呼ぶこと
にする.サイト j での生成・消滅演算子を

a j =
1√
2α

(αu j +∂ j) , a∗j =
1√
2α

(αu j −∂ j) ,

と定義する.ただしα = ν0/D0,∂ j = ∂
∂u j

.これらは [ai ,a∗j ] = δi jを満たす. ν0 = 1またλ = 1
3·23/2 α−1/2λ0

とおくことにより, L → ∞でのハミルトニアンが

H = H0 +λ (A∗−A)

ただし

H0 = ∑
j∈Z

(a j+1−a j)∗(a j+1−a j)

A = ∑
j∈Z

(a ja
∗
j+1a j+1 +a ja ja

∗
j+1−a∗j a j+1a j+1−a∗j a ja j+1)

と書ける事が分かる.つまり格子 KPZ方程式は非線型相互作用を持つボソンの多体問題となった.

KPZスケーリングでは定常 2点関数は

S( j, t)
t→∞∼= χ(2λ 2

0 χt2)−1/3 fKPZ
(
(2λ 2

0 χt2)−1/3 j
)

のようにスケールすると予想される.ただし fKPZは KPZ普遍性クラスの定常 2点関数を記述する
関数であり, 6.2で述べたようにすでに TASEPの厳密解から計算されている. ラプラス変換するこ
とによりこれは

〈ĝ0,(ζ +H)−1ĝ0〉0
ζ→0∼= 3−2/3Γ(7/3)(λ 2ζ )−1/3

∫
dxx2 fKPZ(x) (7.1)
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と等価であることを示せる.ただし ĝ0は Fock空間のあるベクトル.

問題は (ζ +H)−1をどう扱うかであるが,非線型相互作用 Aが Fock空間の粒子を一つ減らし, A∗

が一つ増やすという階層構造に注意すると,その n次まで取るという近似をすることにより得られ
る量 bnは (7.1)の左辺の上限・下限を与え,さらに n→ ∞の極限で (7.1)の左辺に収束することが
分かる. n = 2,3の場合を評価することにより growth指数に関して 1

4 ≤ β ≤ 1
2 という不等式を得る

ことが出来る.さらに relaxation time近似と呼ばれる近似を採用すれば任意の n次までの近似値を
計算することが出来る.結果は αn = 1

3

(
1−

(
−1

2

)n−1
)

= 1
2, 1

4, 3
8, . . .として

bn
∼=

1

2(9λ 2)αn−1 (2ζ )αn

となる. limn→∞ αn = 1/3に注意すると

〈ĝ0,(ζ +H)−1ĝ0〉0 = lim
n→∞

bn
∼= Cζ−1/3

となり, KPZ growth指数 1/3を得ることが出来る.前の係数Cは KPZ2点関数の 2次モーメントに
ついての情報も含んでいるがこちらは 0.3460となり, TASEPの厳密解から計算された値 0.5105と
は 3割程度異なっており,近似を改良する方法が望まれる.

8 終わりに

本稿では, 1次元ASEPとKPZ方程式についての基礎事項と最近の進展に関して概説した.本稿で
は触れられなかった話題も多く,例えばBethe ansatzによる開放系や多成分系の研究がある [40, 41].

ASEP研究が始まってから 30年以上, KPZ方程式が提案されてから 20年以上経つが,未だに新た
な事実が発見され続けており,今後も発展が続くと思われる.

KPZ方程式を研究するモチベーションの一つは, Navier-Stokes方程式のようにより複雑な現象
を示す非線型方程式の性質の解析に役立てたいということである. ASEPを解析する際に開発され
た手法はその大部分 ASEPに特化したものであるが,より一般の系に適用可能な手法が見出され,

より複雑な系の理解が深まる事を期待している.
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