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1. はじめに

本報告書は、まず、Deift-Trubowitzが証明した 1次元 Schrödinger作用素

H(u) = − d2

dx2
+ u(x)

に対する跡公式 [1]、[2]
n∑

j=0

εjfj(x)2 = 1 (1)

に注目した。ここに fj(x)は作用素 H(u)の何らかの固有関数である。以後、本報告書中では、この跡公式 (1)を有
限型 Deift-Trubowitz跡公式とよぶことにする。具体的には、急減少無反射ポテンシャルおよび、周期的有限帯ポテ
ンシャルに対して (1)が成り立つ事が知られている。
そして、有限型 Deift-Trubowitz跡公式 (1)から、ベクトル空間の基底の変換公式だけで、ポテンシャル u(x)は、

n次定常 KdV方程式

d

dx

Zn+1(u) −
n∑

j=1

cjZj(u)

 = 0 (2)

を満たす事が示される。これは、有名な Novikovの定理の別証明になっている。また、この定理により、高階定常
KdV方程式 (2)を代数幾何的ポテンシャル [3]を特徴付ける微分方程式として位置づけることが可能となる。
次に、高階定常 KdV方程式 (2)の完全積分可能性を第一積分を代数的に構成することにより示す。第一積分を構

成するため、スペクトル型M 関数の構成、および、その一般化を行う。

2. さまざまなポテンシャルに対する跡公式

u(x)が急減少ポテンシャルの場合の跡公式は、−η2
j , j = 1, 2, · · · , nを離散スペクトルとして

i

π

∫ ∞

−∞

1
k

r±(k)f±(x, k)2dk + 2
n∑

j=1

c±j

ηj
f±(x, iηj)2 + f±(x, 0)2 = 1 (3)

である。ここで、(3)式の r±(k)は S-マトリックスの要素で反射係数、c±j は正規比例数、f±(x, λ)は左右 Jost解で
ある。

無反射 r±(k) = 0の場合は、
n∑

j=0

εjfj(x)2 = 1 (4)

になる。ここで、(4)式の fj(x)はH(u)の 2乗可積分な固有関数である。
他方、u(x)が周期的ポテンシャルの跡公式は、

∞∑
j=0

εjgj(x)2 = 1 (5)

である。(5)式の gj(x)はH(u)の周期固有関数である。不安定帯が有限個を除いて一点に縮退する、いわゆる、有限
帯ポテンシャルの場合は、

n∑
j=0

εjgj(x)2 = 1 (6)

になる。

このように、(4)式と (6)式より、急減少無反射ポテンシャルと周期的有限帯ポテンシャルに対して、有限型Deift-
Trubowitz跡公式 (1)が成り立つことが分かる。
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3. n次定常KdV方程式とNovikovの定理

定理 1. nを自然数として、作用素H(u)に対して、n + 1個の互いに相異なる固有値 λ0, λ1, · · · , λn と対応する固

有関数 f0(x), f1(x), · · · , fn(x), および零でない定数 ε0, ε1, · · · , εn が存在して、有限型 Deift-Trubowitz跡公式

n∑
j=0

εjfj(x)2 = 1

が成立するならば、定数 c1, c2, · · · , cn が存在して、ポテンシャル u(x)は n次定常 KdV方程式

d

dx

Zn+1(u) −
n∑

j=1

cjZj(u)

 = 0

を満たす。逆もまた成立する。

これは跡公式を用いる事により、ベクトル空間の基底の変換だけで示す事ができる。詳しい証明は、近刊の [3]を
参照されたい。

この方法は、Novikovの定理 [4]の別証明となっている。また、この定理より、n次定常 KdV方程式 (2)を代数幾
何的ポテンシャルを特徴付ける微分方程式として位置づけることが可能になった。

4. KdV多項式

Zn(u)を、Λ-作用素と呼ばれる形式的擬微分作用素

Λ(u) =
(

d

dx

)−1 (
1
2
u′ + u

d

dx
− 1

4
d3

dx3

)
を用いて、漸化式

Zn(u) = Λ(u)Zn−1(u), Z0(u) = 1 (7)

で定義する。(7)式の解は微分多項式である。Zn(u)を n次 KdV多項式とよぶことにする。詳しくは [3]を参考され
たい。

最初のいくつかを載せておく。

Z1(u) =
1
2
u, Z2(u) = −1

8
u′′ +

3
8
u2

Z3(u) =
1
32

u(4) − 5
16

uu′′ − 5
32

(u′)2 +
5
16

u3

5. M 関数

定義 1. n次代数幾何的ポテンシャル u(x)に対して、

Zn+1(u) −
n∑

j=0

cjZj(u) = 0 (8)

を基本関係式と呼ぶ。定数 c0、c1、· · ·、cn を特性係数とよぶ。また、n + 1次多項式

Ω(λ) = λn+1 −
n∑

j=0

cjλ
j

を特性多項式という。
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基本関係式 (8)に対して、

M(x) = Zn(u(x)) −
n∑

j=1

cjZj−1(u(x)) (9)

で定義される関数を u(x)に対するM 関数という。この関数 (9)は、基本関係式 (8)の添字を 1つずらしたものである。
M(x)に漸化作用素 Λ(u)を作用させると、基本関係式より、

Λ(u)M(x) = Zn+1(u) −
n∑

j=1

cjZj(u) = c0Z0(u) (10)

が成立する。等式 (10)の両辺を xで微分すると、c0Z0(u)は定数なので、

d

dx
Λ(u)M(x) =

(
1
2
u′ + u

d

dx
− 1

4
d3

dx3

)
M(x) = 0 (11)

が成立する。式 (11)は、Appell-Lindemann方程式とよばれる。

6. Appell-Lindemannの補題

補題 1. 関数 v(x)、u(x)は微分可能な関数とする。y = f1(x)、y = f2(x)が 2階線形常微分方程式

d2y

dx2
= v(x)

dy

dx
+ u(x)y

の解の基本系ならば、

g1(x) = f1(x)2, g2(x) = f1(x)f2(x), g3(x) = f2(x)2

で定義される関数 z = g1(x)、z = g2(x)、z = g3(x)は 3階線形常微分方程式

d3z

dx3
= 3v(x)

d2z

dx2
+ (4u(x) − 2v(x)2 + v′(x))

dz

dx
+ (2u′(x) − 4v(x)u(x))z

の解の基本系である。特に v(x) ≡ 0ならば 3階線形常微分方程式

d3z

dx3
= 4u(x)

dz

dx
+ 2u′(x)z

の解の基本系である。

この補題より、M(x)を解の基本形で書き表すと、

M(x) = α1f1(x)2 + α2f1(x)f2(x) + α3f2(x)2 (∃α1, α2, α3)

になり、この 2次形式の完全平方可能条件は、

△ = α2
2 − 4α1α3 = 0 (12)

となる。式 (12)をM(x)を使って書き換えると

△ = M ′(x)2 − 2M(x)M ′′(x) + 4u(x)M(x)2 = 0 (13)

になる。式 (13)は、xに依存しているようにみえる。しかし、xで微分すると、

d

dx
△ = −2M(x)(M ′′′(x) − 2u′(x)M(x) − 4u(x)M ′(x)) = 0

より、式 (13)は、xに依存しないことが判る。

ちなみに、△ = 0のとき、y =
√

M(x)は、
d2y

dx2
= u(x)y

の解となる。
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7. スペクトルM 関数

KdV多項式に関する次の展開定理が成立する。

定理 2. 係数 α
(m)
j 、j = 0, 1, · · · , mを次の漸化式で定める。

α
(m)
j =



1, j = m

α
(m−1)
j−1 + α

(m−1)
j , j = 1, 2, · · · ,m − 1

(2m)!
22m(m!)2

, j = 0

α
(0)
0 = 1. j = m = 0

すると、展開公式

Zm(u(x) − λ) =
m∑

j=0

(−1)m−jα
(m)
j λm−jZj(u(x)) (14)

が成立する。

u(x)が n次代数幾何的ポテンシャルならば、u(x)− λも n次代数幾何的ポテンシャルであるので、j = 0、· · ·、n

に対して λの n − j + 1次多項式 aj(λ)を

aj(λ) = −α
(n+1)
j λn−j+1 +

n∑
k=j

α
(k)
j ckλk−j (15)

で定めると、

Zn+1(u(x) − λ) =
n∑

j=0

aj(λ)Zj(u(x) − λ)　

が成立する。(16)式は u(x)−λの基本関係式である。(15)で定義される λの多項式 aj(λ)がその特性係数である。詳
しい証明は [3]を参照されたい。

(14)式と (16)式より、スペクトル型M 関数を、

M(x, λ) = Zn(u(x) − λ) −
n∑

j=1

aj(λ)Zj−1(u(x) − λ)

で定義する。また、スペクトル型M 関数も、M 関数と同様にAppell-Lindemann方程式の解であるので、(13)より、

△(λ) = Mx(x, λ)2 − 2M(x, λ)Mxx(x, λ) + 4(u(x) − λ)M(x, λ)2 (16)

が成立する。これもまた、xに依存しない。

ちなみに、△(λ0) = 0のとき、y =
√

M(x, λ0)は、

d2y

dx2
= (u(x) − λ0)y

の解となる。

8. 一般化M 関数と第一積分の構成

λの多項式 pj(λ)を

pj(λ) =


λn−j −

n∑
k=j+1

ckλk−j−1　 　 (j = 0, 1, · · · , n − 1)

　 1, (j = n)

(17)

で定義する。
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(17)より、v(x)を任意の有理形関数、λ をスペクトル変数として、v(x)に関する一般化M 関数を

M̃(x, λ; v) = Zn(v(x)) +
n−1∑
j=0

pj(λ)Zj(v(x))

で定義する。一般化M 関数は、スペクトル型M 関数と同じ形をしているが、v(x)は、あくまでも任意の有理形関
数に対して考えたものなので、スペクトル型M 関数とは、別物である。

関数 v(x)の微分多項式Mk(v(x))、k = 0, 1, 2, · · · , n + 1を次で定義する。

Mk(v(x)) =


Zn−k+1(v(x)) −

n∑
j=k

cjZj−k(v(x)), k = 0, 1, 2, · · · , n

Z0(v(x)) = 1, k = n + 1

(18)

すると、

M̃(x, λ; v) =
n+1∑
k=1

Mk(v)λk−1

が成立する。さらに、
d

dx
Λ(v)Mk(v(x)) =

d

dx
Mk−1(v(x)), (k = 1, 2, · · · , n + 1)

が成立する。詳しい証明は、[3]参照のこと。
したがって、(16)式より、有理形関数 v(x)と n次定常 KdV方程式 (2)に対して定まる関数 △̃(x, λ; v)を、

△̃(x, λ; v) = M̃x(x, λ; v)2 − 2M̃(x, λ; v)Mxx(x, λ; v) + 4(v(x) − λ)M̃(x, λ; v)2 (19)

で定義して、積分生成多項式とよぶことにする。

積分生成多項式 (19)を微分すると

d

dx
△̃(x, λ; v) = 8M̃(x, λ; v)

d

dx
M0(v(x))

である。

積分生成多項式は、(18)より、

△̃(x, λ; v) = −4λ2n+1 +
2n+1∑
j=0

Ij(v(x))λj (20)

が成立する。積分生成多項式 (20)の係数 Ij(v(x))、j = 0, 1, · · · , 2nは v(x)の微分多項式で、n次定常KdV方程式の
第一積分になる。

ここで、

8M̃(x, λ; v)
d

dx
M0(v(x)) = 8

(
n+1∑
k=1

Mk(v(x))λk−1

)
d

dx
M0(v(x))

であるから、これは n次の多項式である。そこで積分生成多項式 ∆̃(x, λ; v)を次のように分解する。

△̃1(x, λ; v) =
2n+1∑

j=n+1

Ij(v)λj △̃2(x, λ; v) =
n∑

j=0

Ij(v)λj

それぞれ微分すると、
d

dx
△̃1(x, λ; v) = 0

d

dx
△̃2(x, λ; v) = 8M̃(x, λ; v)

d

dx
M0(v)

になる。したがって、積分生成多項式 ∆̃(x, λ; v)は 2n + 1次多項式だが、最高次から n + 1次までの係数は、無条件
に定数である。
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それに対して、n次の係数は、

In(v(x)) = 8M0(v(x)) = 8

Zn+1(v(x)) −
n∑

j=0

cjZj(v(x))


である。また、n − 1次以下は、

Ij(v(x)) = 8
∫

Mj+1(v(x))
d

dx
M0(v(x))dx, j = 0, 1, 2, · · · , n − 1

である。以上のことより

Ij(v(x)) = 8
∫

Mj+1(v(x))
d

dx
M0(v(x))dx, j = 0, 1, · · · , n

は、n次定常 KdV方程式の非自明な第一積分であり、I0, · · · , In は関数的に独立な包合的な第一積分である。また、

n次定常 KdV方程式は自由度 n + 1のハミルトン系に同値である。例えば、[5]を参照のこと

したがって、n次定常 KdV方程式は,リュウビルの意味で完全積分可能であることが判る。

9. まとめ

本報告書に述べていることは、すでにある程度、証明されている事実である。しかし、既出してるものに比べ、今

回の結果には利点がある。

(1)完全に初等代数的であるため、計算が平易である。

(2)公式

Ij(v) = 8
∫

Mj+1(v)
d

dx
M0(v)dx

により、第一積分が計算可能である

(3)第一積分になるメカニズムがはっきり判る。このことは、他のオペレーターへの一般化の可能性を示している。
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