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概要

番号付き箱玉系として，玉に番号を付けて区別した箱玉系および箱に番号を付けて区別した箱玉系が

知られている．本報告では，それらの番号付き箱玉系の拡張として，玉と箱の両方に番号を付けて区別

する新たな箱玉系を定義し，その保存量について議論する．

1 はじめに

箱玉系は一直線上に並べられた複数個の箱を玉が移動する様子を捉えた力学系の総称である [4]．移動規

則が異なる複数種の玉を考え，番号を付けることで玉の種類を区別すると，番号付き箱玉系の 1つが得ら

れる [5]．この玉に番号が付いた箱玉系の運動方程式は
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で与えられる．ここで，Q
(n)
k は時刻 nにおいて左から k 番目の連続する玉に含まれる番号 1の玉の個数，

E
(n)
k は時刻 nにおいて k番目と k+1番目の連続する玉の間にある空き箱の個数を表す．運動方程式 (1.1)

は I型離散ハングリー戸田方程式の超離散版と見なすこともできる [5]．なお，離散ハングリー戸田方程式

として I型と II型の 2種類が知られている．一方，玉ではなく，箱に番号が付いた箱玉系の運動方程式は
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で与えられ，運動方程式 (1.2)は II型の離散ハングリー戸田方程式の超離散化から導かれる [2]．もちろん，

運動方程式 (1.2)で捉えられる箱玉系では番号を付けることで区別された複数種の箱が並ぶ．

本稿では，玉に番号が付いた箱玉系と箱に番号が付いた箱玉系を拡張し，箱と玉の両方に番号が付いた箱

玉系を提案する．I型および II型の離散ハングリー戸田方程式が含まれる拡張型離散ハングリー戸田方程

式は逆固有値問題の研究において導入されているが [1]，この拡張型離散ハングリー戸田方程式の超離散化

を通じて箱と玉の両方に番号が付いた箱玉系を導く．また，新たに得られた箱玉系の保存量についても触れ

るが，拡張型離散ハングリー戸田方程式の保存量に対する議論から始める．

本稿の構成は以下の通りである．第 2節では，拡張型離散ハングリー戸田方程式について説明した後，拡

張型離散ハングリー戸田方程式を超離散化する．続く第 3節では，拡張型離散ハングリー戸田方程式の超
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離散版が運動方程式と見なせる箱と玉の両方に番号が付いた箱玉系を定義する．第 4節では，箱のみに番

号が付いた箱玉系の場合 [3]に倣い，箱と玉の両方に番号が付いた箱玉系の保存量について議論し，最後に

第 5節でまとめを述べる．

2 拡張型超離散ハングリー戸田方程式

本節では，拡張型離散ハングリー戸田方程式について説明した後に超離散化を施す．[1]によると 2つの

自然数M , N が含まれる離散力学系{
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が拡張型離散ハングリー戸田方程式である．ちなみに，離散 2次元戸田方程式{
q
(s,t+1)
k + e

(s+1,t)
k−1 = q

(s,t)
k + e

(s,t)
k , k = 1, 2, . . . ,m,

q
(s,t+1)
k e

(s+1,t)
k = q

(s,t)
k+1 e

(s,t)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1

において q
(s,t)
k 7→ q

(sN+tM)
k および e

(s,t)
k 7→ e

(sN+tM)
k のように上付き添え字を変換すると{

q
(sN+(t+1)M)
k + e

((s+1)N+tM)
k−1 = q

(sN+tM)
k + e

(sN+tM)
k , k = 1, 2, . . . ,m,

q
(sN+(t+1)M)
k e

((s+1)N+tM)
k = q

(sN+tM)
k+1 e

(sN+tM)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1

が得られ，n = sN + tM とすると拡張型離散ハングリー戸田方程式 (2.1)と一致する．つまり，離散 2次

元戸田方程式の簡約からも拡張型離散ハングリー戸田方程式 (2.1)は導かれる．

拡張型離散ハングリー戸田方程式 (2.1)の第 1式は第 2式を繰り返し用いると
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と変形できる．(2.2)と (2.1)の第 2式に対して q
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換し，両辺の対数をとって εをかけ， ε → +0とすると
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が得られる．(2.3)を拡張型超離散ハングリー戸田方程式と呼ぶことにする．

3 運動規則

本節では，拡張型離散ハングリー戸田方程式 (2.1)が運動方程式となるような箱と玉の両方に番号が付い

た箱玉系を定義する．基本的な箱玉系と同じように，無限個の箱を一直線上に並べる．1つの箱には１つの

玉しか入らず，玉の個数は有限個とする．ここで，玉と箱の種類は番号で区別され，M 種類の玉と N 種類

の箱があるとする．ここで，M と N は互いに素であると仮定する．また，玉の番号によらず，連続する玉

がなす列をソリトンと呼ぶことにする．

時刻 nにおいて箱と玉の番号を，以下の 4つの条件がみたされるように定める．
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n=0 0 0 0 1 1 2 2 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 2 0 0 0 0 0 1 1 0 1 2

(i)

1 1 2 2 0 0 1 1 1 1 1 1 1 2 0 0 0 0 0 1 1 1 2 0

(ii)

1 1 2 2 3 3 1 1 1 1 1 1 1 2 3 3 3 0 0 1 1 1 2 3

(iii)

1 1 2 2 3 3 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 3 3 3 2 2 1 1 2 1 2 3

(iv)

n=1 1 1 2 2 3 3 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 3 3 3 1 1 2 2 2 1 2 3

図 1 箱と玉の両方に番号が付いた箱玉系における時刻 n = 0から n = 1までの時間発展例（M = 3,

N = 2）．灰色のセルは玉がある箱でセル内の番号はその玉の番号，白色のセルは空き箱でセル内の番号

はその箱の番号を表す．

(a) 全ての玉は番号をもち，その番号は n, n+ 1, . . . , n+M − 1のいずれかである．

(b) 各ソリトンを構成する玉の列は n, n + 1, . . . , n +M − 1の番号をもつ玉がいずれも 1個以上あり，

左からそれらの番号が昇順になるように並ぶ．

(c) ソリトンとソリトンの間にある全ての箱は番号をもち，その番号は n, n+ 1, . . . , n+N − 1 のいず

れかである．ソリトンとソリトンに挟まれない箱は番号をもたない．

(d) 隣り合うソリトンの間には n, n+ 1, . . . , n+N − 1の番号をもつ箱がいずれも 1個以上あり，左か

らそれらの番号が昇順になるように並ぶ．

時刻が nから n+ 1へ 1進むとき，玉の移動と玉の番号の書き換えおよび箱の番号の書き換えを以下のよ

うに定める．

(i) 番号が nの玉は左から順に最も近くにある番号が nの空き箱あるいは番号をもたない空き箱に移動

する．

(ii) 移動した番号が nの玉の番号を n+M に変更する．

(iii) (i),(ii)の操作後に番号が nの空き箱はその番号を n+N に変更し，玉が抜けた空き箱はその番号を

n+N とする．ただし，左端の玉より左にある箱には番号を付けない．

(iv) 隣り合うソリトンの間の空き箱はそれらの番号が昇順になるように並べ替える．

図 1は (i)～(iv)に従って時刻を n = 0から n = 1へ進めたときの変化を表した例である．また，(i)～

(iv)を繰り返して n = 0から n = 13へ時間発展させた例を図 2に示す．図 1と図 2より時刻を進めても

(a)～(d)の条件がみたされることが分かる．

時刻 nにおいて (a)～(d)の条件がみたされると仮定する．このとき，(b)よりどのソリトンにも全種類

の玉が含まれ，(d) より，ソリトンとソリトンの間にある空き箱の列にも全種類の箱があることに注意す

る．(i)より左から k番目のソリトンに含まれる番号が nの玉は k番目と k + 1番目のソリトンに挟まれた

箱のうち左端の番号が nの箱あるいは番号なしの空き箱に移動し，(ii)よりその番号が n +M に変わる．

時刻 nにおいて番号が n+ 1, n+ 2, . . . , n+M − 1の玉は移動しないので，時刻 n+ 1において各ソリト

ンには番号が n+ 1, n+ 2, . . . , n+M の玉が含まれる．つまり，時刻 n+ 1において，(a)と (b)の条件

がみたされる．時刻 nにおける k番目と k+ 1番目のソリトンの間にある空き箱に着目すると，k+ 1番目

のソリトンには番号が nの玉は必ず含まれ，(iii)より，玉が抜けた箱および番号が nの空き箱はそれらの

番号が n+N に変化する．時刻が nから n+1に進む際に，番号が n+1, n+2, . . . , n+N − 1の箱はそ

の個数が変化しないので，時刻 n+ 1において番号が n+ 1, n+ 2, . . . , n+N の箱が存在する．よって，

3



n=0 0 0 0 1 1 2 2 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 2 0 0 0 0 0 1 1 0 1 2

n=1 1 1 2 2 3 3 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 3 3 3 1 1 2 2 2 1 2 3

n=2 2 2 3 3 4 4 2 2 3 3 3 3 3 2 3 3 3 4 4 2 2 2 3 2 3 4

n=3 3 3 4 4 5 5 3 3 3 3 3 4 3 3 3 4 4 5 3 4 4 4 3 4 5

n=4 4 4 5 5 6 6 4 5 5 5 5 5 5 4 4 5 6 4 4 4 5 4 5 6 6 6

n=5 5 5 6 6 7 5 5 5 5 5 5 6 6 5 6 7 7 7 5 6 5 6 6 6 7

n=6 6 6 7 8 8 6 6 7 7 7 7 7 6 7 7 7 8 6 7 6 6 6 7 8

n=7 7 8 8 9 9 7 7 7 7 7 8 7 7 7 8 9 7 8 8 8 7 8 9 9 9

n=8 8 8 9 9 10 8 9 9 9 9 9 9 9 8 9 10 8 8 8 9 8 9 9 9 10 10 10

n=9 9 9 10 11 9 9 9 9 9 9 9 10 9 10 11 11 9 10 10 9 9 9 10 10 10 11

n=10 10 11 12 12 10 11 11 11 11 11 11 10 11 11 12 10 10 11 11 11 10 10 10 11 12 12 12

n=11 11 12 12 13 11 11 11 11 11 11 12 11 11 12 13 11 11 11 12 12 12 12 11 12 12 12 13 13 13

n=12 12 12 13 14 12 13 13 13 13 13 13 13 12 13 14 14 12 12 12 12 13 13 12 12 12 13 13 13 14

n=13 13 14 15 13 13 13 13 13 13 13 14 13 14 14 15 15 13 13 14 14 14 14 14 13 13 13 14 15 15 15

図 2 箱と玉の両方に番号が付いた箱玉系における時刻 n = 0から n = 13までの時間発展例（M = 3, N = 2）．

(iv)を踏まえると (c)と (d)の条件も時刻 n+ 1においてみたされる．以上より，(i)～(iv)の繰り返しで時

刻を進めても，(a)～(d)の条件は常にみたされることが分かる．時刻によらずソリトンの数が一定である

ことが図 2において確認できるが，この理由は難しくない．時刻 nにおいて (a)～(d)の条件がみたされる

ならばソリトンは全種類の玉を含み，隣り合うソリトン間には全種類の箱が存在し，かつ，時刻が nから

n+ 1に進む際に，番号が n+ 1, n+ 2, . . . , n+M − 1の玉の個数と番号が n+ 1, n+ 2, . . . , n+N − 1

の箱の個数が変化しないためである．

4 保存量

本節では，拡張型離散ハングリー戸田方程式の保存量について議論し，その超離散化から箱と玉の両方に

番号が付いた箱玉系の保存量を考察する．拡張型離散ハングリー戸田方程式の変数が含まれる 2種類の m

次 2重対角行列

L(n) =


q
(n)
1

1 q
(n)
2

. . .
. . .

1 q
(n)
m

 , R(n) =


1 e

(n)
1

1
. . .

. . . e
(n)
m−1

1


を用意すると，拡張型離散ハングリー戸田方程式 (2.1)は

L(n+M)R(n+N) = R(n)L(n)

のように行列表示できる．ここで，

A(n) := L(n)L(n+N)L(n+2N) · · ·L(n+(M−1)N)︸ ︷︷ ︸
M

R(n+(N−1)M)R(n+(N−2)M) · · ·R(n+M)R(n)︸ ︷︷ ︸
N

と定めると A(n) の固有値は時刻 nによらず一定である．よって，A(n) の固有多項式の係数は拡張型離散

ハングリー戸田方程式 (2.1) の保存量といえる．以下，M = 3, N = 2 の場合に限定して考える．L(n),

L(n+1), L(n+2) および R(n), R(n+1) を並べた次のような 5m次拡大行列を導入する．

B(n) :=


L(n)

L(n+1)

L(n+2)

R(n)

R(n+1)

 .
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このとき，拡大行列 B(n) の固有値は A(n) の固有値の 5 乗根と一致するので，B(n) の固有多項式の係

数もまた拡張型離散ハングリー戸田方程式 (2.1) の保存量である．B(n) に対して行と列の適切な置換と

q
(n+i−1)
k = U

(n)
(k−1)(M+N)+i, e

(n+i−1)
k = U

(n)
k(M+N)−i+1 のように変数変換を施すと，B(n) は以下のように

相似変形される．

N=2︷︸︸︷

B̂(n) := PB(n)P⊤ =



0 0 U
(n)
1

0 0 0 U
(n)
2

0 0
. . .

. . .
. . .

1 0
. . .

. . .
. . .

. . .

1
. . .

. . .
. . .

. . . U
(n)
5m−2

. . .
. . .

. . .
. . . 0

1 0 0 0


.

︸ ︷︷ ︸
M=3

ただし，P⊤ = P−1 である．例えば，m = 2 ならば B̂(n) の固有多項式 fλ(B̂
(n)) = det(λI − B̂(n)) は

U
(n)
k の上付き添え字を省略すると以下のように展開される．

fλ(B̂
(n)) = λ10 − (U1U2U3 + U1U3U5 + U2U3U4 + U2U4U6 + U3U4U5 + U3U5U7 + U4U5U6

+ U4U6U8 + U5U6U7 + U6U7U8)λ
5 + U1U2U3U6U7U8.

また，m = 3ならば fλ(B̂
(n))の展開式は以下のようになる．

fλ(B̂
(n)) = λ15 − (U1U2U3 + U1U3U5 + U2U3U4 + U2U4U6 + U3U4U5 + U3U5U7 + U4U5U6

+ U4U6U8 + U5U6U7 + U5U7U9 + U6U7U8 + U6U8U10 + U7U8U9 + U7U9U11

+ U8U9U10 + U8U10U12 + U9U10U11 + U9U11U13 + U10U11U12 + U11U12U13)λ
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+ (U1U2U3U6U7U8 + U1U2U3U6U8U10 + U1U2U3U7U8U9 + U1U2U3U7U9U11

+ U1U2U3U8U9U10 + U1U2U3U8U10U12 + U1U2U3U9U10U11 + U1U2U3U9U11U13

+ U1U2U3U10U11U12 + U1U2U3U11U12U13 + U1U3U5U6U8U10 + U1U3U5U8U9U10

+ U1U3U5U8U10U12 + U1U3U5U9U10U11 + U1U3U5U9U11U13 + U1U3U5U10U11U12

+ U1U3U5U11U12U13 + U2U3U4U7U8U9 + U2U3U4U7U9U11 + U2U3U4U8U9U10

+ U2U3U4U8U10U12 + U2U3U4U9U10U11 + U2U3U4U9U11U13 + U2U3U4U10U11U12

+ U2U3U4U11U12U13 + U2U4U6U7U9U11 + U2U4U6U9U10U11 + U2U4U6U9U11U13

+ U2U4U6U10U11U12 + U2U4U6U11U12U13 + U3U4U5U8U9U10 + U3U4U5U8U10U12

+ U3U4U5U9U10U11 + U3U4U5U9U11U13 + U3U4U5U10U11U12 + U3U4U5U11U12U13

+ U3U5U7U8U10U12 + U3U5U7U10U11U12 + U3U5U7U11U12U13 + U4U5U6U9U10U11

+ U4U5U6U9U11U13 + U4U5U6U10U11U12 + U4U5U6U11U12U13 + U4U6U8U9U11U13

+ U4U6U8U11U12U13 + U5U6U7U10U11U12 + U5U6U7U11U12U13 + U6U7U8U11U12U13)λ
5

− U1U2U3U6U7U8U11U12U13.

同様に展開すると，任意の mに対する固有多項式 fλ(B̂
(n))は λの 5m次多項式になり，λ5(m−k) の項以

外は含まれない．λ5(m−k) の係数 C5(m−k) は次のように具体的に表現できる．

C5(m−k) =
∑

(i1,j1,...,ik,jk)∈Φk

k∏
ℓ=1

(U
(n)
iℓ

U
(n)
iℓ+jℓ

U
(n)
iℓ+2jℓ

), k = 0, 1, . . . ,m, (4.1)
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Φk = {(i1, j1, . . . , ik, jk)|1 ≤ i1, ik + 2jk ≤ 5m− 2, jℓ ∈ {1, 2}, ℓ = 1, 2, . . . , k,

jℓ−1 = 1のとき iℓ ≥ iℓ−1 + 5, ℓ = 2, 3, . . . , k,

jℓ−1 = 2, jℓ = 1のとき iℓ ≥ iℓ−1 + 7, ℓ = 2, 3, . . . , k,

jℓ−1 = jℓ = 2のとき iℓ = iℓ−1 + 5または iℓ ≥ iℓ−1 + 7, ℓ = 2, 3, . . . , k}.

言い換えると (4.1)は拡張型離散ハングリー戸田方程式 (2.1)の保存量である．よって，(4.1)を超離散化す

ると

C5(m−k) = min
(i1,j1,...,ik,jk)∈Φk

k∑
ℓ=1

(W
(n)
iℓ

+W
(n)
iℓ+jℓ

+W
(n)
iℓ+2jℓ

)

が得られ，これが箱と玉の両方に番号が付いた箱玉系の保存量である．ただし，

W
(n)
(k−1)(M+N)+i = Q

(n+i−1)
k , k = 1, 2, . . . ,m, i = 1, 2, . . . ,M,

W
(n)
k(M+N)−i+1 = E

(n+i−1)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1, i = 1, 2, . . . , N

である．短い方から k 番目のソリトンの長さを Lk とすると，この保存量 C5(m−k) は十分時刻が進んだ際

の L1 + L2 + · · ·+ Lk と一致する．

5 まとめ

本報告では，拡張型離散ハングリー戸田方程式の超離散版に対応する箱玉系として，箱と玉の両方に番号

が付いた箱玉系を定義した．また，拡張型離散ハングリー戸田方程式の保存量に対する超離散化から 2種

類の箱と 3種類の玉で構成される箱玉系の保存量を導出した．なお，拡張型離散ハングリー戸田方程式の

時間発展が相似変形を与える行列の固有多項式に着目し，拡張型離散ハングリー戸田方程式の保存量を明

らかにした点も本報告の成果である．箱と玉の種類が任意である場合の保存量や散乱規則の解明について

は今後の課題である．
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