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表面張力入りのHele–Shaw 問題

立教大学大学院理学研究科数学専攻　野見山雅之 (Nomiyama, Masayuki)

立教大学理学部　筧三郎 (Kakei, Saburo)

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所　梶原健司 (Kajiwara, Kenji)

概要

Hele-Shaw 問題において, ある種の表面張力効果を考慮すると, Dym 方程式に外力項を付け加えた方程

式が得られる.本研究では,その方程式を双線形化法の立場から議論する.

1 はじめに

本研究では, 表面張力入りの Hele-Shaw問題を考察する. Hele-Shaw cellとは, 図 1のように近接した 2枚

の平行なガラス板の薄い隙間に異なる粘性をもつ 2種類の流体をはさんだ装置であり, H.S. Hele-Shaw によっ

て 1898年に導入された [3].

図 1 Hele-Shaw cell

よく知られているように, 2 次元完全流体の運動は複素関数論の手法を用いた解析が行われている. Hele-

Shaw問題の場合も同様に, 複素関数論の手法を用いて, 多くの研究が行われてきた. 表面張力を無視した場合

においては, 無分散戸田階層との関係が研究されている [9, 11]. Kadanoffら [5, 12]は, ある種の表面張力効果

を考慮し, Dym方程式との関係を指摘した. Hele-Shaw問題と Dym方程式との関係はその後も様々な形で扱

われてきたが, 本研究では Howisonの手法 [4]を用いて, 外場と結合した形の Dym方程式を議論する. 外場が

ない場合には, Dym方程式は変形 KdV方程式と関連しており, その関係を利用して (広田の意味での) 双線形

化を行うことができる [2]. また特殊な外場 (“自己無撞着場”) 付きの Dym方程式においては, “自己無撞着場”

付きの KdV方程式 [14]から外場なしの場合と同様に双線形化を行えることを示す.

2 Dym方程式の導出

本節では, Howison [4] の議論に従って, Dym方程式を導出する. 出発点は, Navier-Stokes方程式である:

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ ν∆v + F . (1)

ただし, v = (u, v, w)は流体の速度ベクトル, ρは流体密度, pは圧力, ν は流体の動粘度, F は流体に働く外力

とする. ここに４つの条件

• 定常流れ • 外力無し • Stokes近似 (非線形項は無視) • Hele-Shaw近似
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を仮定する. ここで “Hele-Shaw近似” とは, Hele-Shaw cell中の流体速度に対し, 境界条件

u = v = 0　 at　 z = 0, h (2)

を満たすような 2次関数
u = az(z − h), v = bz(z − h) (a, bは定数) (3)

とした上で, Hele-Shaw cell に垂直な方向の平均をとるという近似である (図 2).

図 2 Hele-Shaw 近似

以上の仮定の下で, 次の関係式が得られる [7, 10, 13]:

v = − h2

12µ
∇p. (4)

ただし, µ := ρν (粘度) であり, h は Hele-Shaw cellの幅とする.

次に複素座標 z := x+ iy を導入し, Schwarz関数を定義する:

定義 1 (Schwarz関数 [1]). 実解析的な関数 F (x, y)に対して, 座標平面上の曲線 C が F (x, y) = 0で与えられ

ているものとする. ここに x =
z + z

2
, y =

z + z

2i
を代入し, z について解きなおすと z = G(z) が得られたと

する. このとき, G(z)は z の (C の近傍で定義された) 正則関数であり, この G(z)を (C に関する) Schwarz

関数という.

この Schwarz関数を用いて Dym方程式を導出していく. (以下では, “′” は複素変数 z に関する微分を表す

ものとする. ) 複素平面上の曲線を C とし, C を境界とする 2つの流体領域を D1, D2 とする (図 3).

図 3 2種の流体と界面

界面 C のパラメータ表示 z(s) = x(s) + iy(s) を考える. ここで s(∈ R) は弧長パラメータとしておく. 曲線 C

の Schwarz関数を G(z) とすると,
dz

ds
= (G′)

− 1
2 (5)

が成り立つ [1]. また, 単位接ベクトルを T =
dz

ds
(|T | = 1), 単位法ベクトルを N := iT とすると, 平面曲線に

関する Frenetの公式
dT

ds
= κN (κは曲率) が成立する. 曲率 κを Schwarz関数を用いて表すと,

κ = −i
(
(G′)−

1
2

)′
(6)

となる. また, 式 (6)の s微分は, 以下のように表される:

dκ

ds
= −i (G′)

− 1
2

(
(G′)

− 1
2

)′′
. (7)
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さらに, 境界 C の法線速度を Vn としたとき, Vn を Schwarz関数で表すと,

Vn =
i

2

∂G

∂t
(G′)

− 1
2 (8)

となる.

方程式 (4)より, 各領域 D1, D2 における流速ベクトルは以下のように表される:

vj = − h2

12µj
∇pj in Dj (j = 1, 2). (9)

ここで界面 C における Dj 側の流れの法線成分を V (j)
n (j = 1, 2) とすると, (9) より,

V (j)
n = − h2

12µj

∂pj
∂n

in Dj (j = 1, 2) (10)

である. ただし, ∂/∂nは法線方向の偏微分を表す. さらに, 運動学的条件より C 上では Vn = V (1)
n = V (2)

n と

なるので, (8)と合わせて
∂pj
∂n

= −6iµj

h2
∂G

∂t
(G′)

− 1
2 (j = 1, 2) (11)

が得られる.

一方, 非圧縮性の仮定より pj は調和 (∆pj = 0) であるので, pj と共役な調和関数を ψj をとることができ

る. 複素ポテンシャルを wj := pj + iψj と定義すると, wj は z = x + iy に関して, Dj で正則である. 各 wj

(j = 1, 2) は境界 C を含む領域に解析接続できると仮定する. また,

p := p1 − p2, ψ := ψ1 − ψ2, w := w1 − w2 (12)

とする. このとき, 孤長パラメータ方向の偏微分 ∂/∂s, およびそれと直交する法線方向の偏微分 ∂/∂nについ

てのコーシー・リーマン関係式より,
∂p

∂s
=
∂ψ

∂n
,

∂p

∂n
= −∂ψ

∂s
(13)

が成立することが分かる. ここで, w を C : z = z(s, t)上に制限して, wを sで微分し, (13)を用いると,

∂w

∂s
=
∂p

∂s
+ i

∂ψ

∂s
=
∂p

∂s
− i

∂p

∂n
(14)

と表される. さらに, ヤング・ラプラスの式

p := p1 − p2 = γκ (γ: 表面張力係数), (15)

および (7), (11) を用いると, 方程式 (14)は,

∂w

∂s
= −iγ (G′)

− 1
2

(
(G′)

− 1
2

)′′
− 6(µ1 − µ2)

h2
∂G

∂t
(G′)

− 1
2 (16)

となる. また, C 上においては
∂w(z(s, t))

∂s
=
dw

dz
· T =

dw

dz
(G′)−

1
2 (17)

であるので, 方程式 (17)と方程式 (16)から,

d2w

dz2
= −6(µ1 − µ2)

h2
∂G′

∂t
− iγ

(
(G′)

− 1
2

)′′′
(18)

なる方程式が得られる. ここで左辺 = 0と仮定すると, 次の方程式を得る；

6(µ1 − µ2)

h2
∂G′

∂t
+ iγ

(
(G′)

− 1
2

)′′′
= 0. (19)

簡単のため, tを適当に定数倍すれば,

−1

2

∂G′

∂t
+ i

(
(G′)

− 1
2

)′′′
= 0 (20)
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となる. 可積分系の研究においては

−1

2

∂G′

∂t
+
(
(G′)

− 1
2

)′′′
= 0 (21)

という虚数単位 i =
√
−1 を含まない形が扱われており, Dym 方程式と呼ばれている*1. (21) の場合は変形

KdV方程式とホドグラフ変換によって結びつくことが知られているが [6], ここで扱っている (20) の場合は,

対応する変形 KdV方程式が

vt + i

(
3

2
v2vs + vsss

)
(22)

という形になる. このことについて, 節を改めて, 双線形化法の立場から議論しよう.

3 Dym方程式の双線形化

この章では, Dym方程式 (20)を, 双線形化法の立場から議論する. 方程式 (20)は, 以下の 4つの双線形方程

式で表すことができる*2:

D2
sf · g = 0, (23)

1

2
DsDyg · g = f2 − g2, (24)

1

2
DsDyf · f = g2 − f2, (25)

− iDtDyg · g + 4D2
sf · f = 0. (26)

(23), (24), (25) は, [2]で扱われた方程式において時間 tに関する微分の係数を i =
√
−1で置き換えたもので

ある. 方程式 (26)はホドグラフ変換に対応した双線形方程式であるが, 文献 [2]では扱われていない.

双線形方程式 (23), (24), (26)から Dym方程式 (20)を導く. まず,

ψ :=
f

g
, ϕ := 2 log g, ζ := 2 log f (27)

とおくと,双線形方程式 (23), (24), (26) から以下が得られる:

(23) ⇒ ψϕss + ψss = 0, ψ−1ζss +
(
ψ−1

)
ss

= 0, (28)

(24) ⇒ 1

2
ϕsy = ψ2 − 1, (29)

(26) ⇒ −1

2
iϕty + 2ζssψ

2 = 0. (30)

これらから ϕ, ζ を消去すれば,

ψt + i

(
ψsss − 3

ψsψss

ψ

)
= 0 (31)

が導かれる. 次に ψ2 := Rとおくことで, (31)を Rの式で書き直す:

2R2Rt + i
(
2R2Rsss − 6RRsRss + 3(Rs)

3
)
= 0. (32)

ここで, 以下のように z,Gを定義する:

z := (log g)y + s, G := (log f)y + s. (33)

すると, 方程式 (32)を (s, t)座標から (z, t)座標に変数変換することができる:

∂

∂s
=
∂z

∂s

∂

∂z
+
∂t

∂s

∂

∂t
= R

∂

∂z
,

∂

∂t
=
∂z

∂t

∂

∂z
+
∂t

∂t

∂

∂t
=

∂

∂t
+

{
1

2
iR(Rz)

2 − iR2Rzz

}
∂

∂z
.

(34)

*1 方程式 (21)を “Harry-Dym方程式” と呼んでいる文献も多いが, “Harry Dym” は一人の人物の名前なので, “Dym方程式” と
呼ぶ方が適切であろう.

*2 研究発表会では 6つの双線形方程式を用いたが, ここでの 4つのみで表すことができる.
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この変換をホドグラフ変換をいう. この変換の下で, 方程式 (32)は、

Rt + iR3Rzzz = 0 (35)

と表すことができる. 双線形方程式 (25)を用いるとR = (Gz)
− 1

2 ととれるため, Dym方程式 (20)が導かれる.

これまでにソリトン理論の研究者が扱ってきた Dym方程式 (21)の場合は, 対応する双線形方程式のソリト

ン解を明示的に構成することができる [2]. ここで扱っている (20) の場合は, (21)の解で t 7→ it と形式的に置

き換えることで解が得られそうに思われるが, それだと複素共役の条件と両立しない. 方程式 (20)に対する自

明でない解を構成することには, 今のところ成功していない.

4 外場付き Dym方程式

前節では, 方程式 (18)において左辺を 0とおいた (20)を扱った. ここでは, 外部 w の効果を取り入れるこ

とを試みる.

ソリトン方程式に対して, 可積分性を壊さないように外場を取り入れる試みとして, Mel’nikov による研究が

ある [8]. Mel’nikov によるアイデアは, 現在では “自己無撞着場 (self-consistent source)” と呼ばれており, 関

連する多くの研究がなされてきた. 変形 KdV方程式に “自己無撞着場” を付け加える試みもなされており, 次

の形の方程式が提案されている [14]:

ut + 6u2ux + uxxx +

N∑
j=1

(
φ2
1j + φ2

2j

)
x
= 0,

φ1j,x = −λjφ1j + uφ2j , φ2j,x = −uφ1j + λjφ1j (j = 1, 2, . . . , N).

(36)

この方程式の双線形化, Wronskian解は, [14] で議論されている.

方程式 (36)において, u = vx, R = e2v とおくと,

2R2Rt + 3(Rx)
3 − 6RRxRxx + 2R2Rxxx +

N∑
j=1

(
φ2
1j + φ2

2j

)
R2 = 0 (37)

が得られる. さらに,ホドグラフ変換を適用すると,

Rt +R3Rzzz +
N∑
j=1

(
φ2
1j + φ2

2j

)
= 0,

φ1j,z = −λj
R
φ1j +

Rz

2R
φ2j , φ2j,z = −Rz

2R
φ1j +

λj
R
φ2j

(38)

という, “自己無撞着場” 付き Dym方程式が得られる. しかし, 方程式 (38)の解についても, 前節と同様の問

題が生じる. こちらにおいても, 複素共役の条件を満足するような解を構成することには, (自明なものを除い

て) 今のところ成功していない.

5 おわりに

本研究では「外場なし」と「外場あり」の Dym方程式を考察した.しかし,「外場なし」,「外場あり」のどち

らの場合についても，Hele-Shaw問題において意味のある特殊解を構成することには成功していない. これは

解に対する実条件 (reality condition) が [2] の場合とは異なるためであるが, 非線形シュレディンガー方程式

に対する “bright soliton”, “dark soliton” のように，解の構造がまったく異なるのではないかと思われる. ま

た,「外場あり」の場合においては,「外場が正則関数」という物理的要請を満足させることが難しい.

一方, 第 3 節での外場なしの場合, 第 4 節での自己無撞着場付きの場合のどちらに対しても, 双線形化を行

うこと自体は可能である. そこで, [2] のように双線形化法の立場からの離散化を行い, それに基づいた数値シ

ミュレーションを行うことが, 今後の課題としてあげられる.
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