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結合型変形 KdV方程式のソリトン解の構造

立教大学大学院　中川 剛 (Nakagawa, Takashi)

立教大学理学部　筧 三郎 (Kakei, Saburo)

概要

岩尾・広田によって提出された結合型変形 KdV方程式のソリトン解は, 多くのパラメーターを含

んだ複雑な構造を持つ. 本稿では, ソリトン解の構成に関しては, ある意味で“1 ソリトン解”を調

べれば十分であることを示す.

1 はじめに

ソリトン方程式の解の数学的構造に関しては古くから多くの議論がなされている [3, 12, 14]. 近年,

ソリトン理論では「ソリトン方程式の本質的な構造」とは何かについての研究がなされてきた. 一つの

統一的な観点として, 広田良吾によって, 「ソリトン方程式（双線形形式）とはパフィアンの恒等式であ

る」という描像が提案された [3]. その後, 広田らは, 代表的なソリトン方程式である KdV 方程式, 変

形 KdV方程式, KP方程式などが行列式型の解を持つことに着目し, 解の構成に現れる行列式の恒等式

(Plücker関係式) をパフィアンに対するもので置き換えることにより, 知られているソリトン方程式を

“結合型” に拡張するという研究を行った [4, 5, 6, 7, 8]. Gilson, Nimmo らはこの手法を “パフィアン

化 (Pfaffianization)” と名付け, 様々な方程式を考察した [2, 13].

本稿で考察するソリトン方程式は, 岩尾・広田 [6]の意味での結合型変形 KdV方程式

(vi)t + 6

 ∑
1≤j<k≤N

cjkvjvk

 (vi)x + (vi)xxx = 0 (i = 1, · · · , N). (1)

である. この方程式のソリトン解は岩尾・広田による論文 [6]で与えられており, パフィアンによって解

を記述することができる. しかし彼らのパフィアン解は, 多くのパラメータを含んだ複雑な構造をして

いる. そこで本稿では, 方程式 (1)のソリトン解に対して, ある意味で “1ソリトン解” が十分一般的な

解であることを示す. 次節より方程式 (1)の 1ソリトン解の求め方を「広田の直接法」を用いて紹介し,

そこから “M -ソリトン解” が構成できることを 3節で述べる.

2 広田の直接法による “1ソリトン解” の導出

この節では,様々なソリトン方程式のソリトン解を求める際によく使われる「広田の直接法」を用い

て, 方程式 (1)の 1ソリトン解を, N = 2と N = 3の場合に分けて紹介する (“結合型” でない通常の

変形 KdV方程式のソリトン解の, 広田の直接法による導出については [3, 9] を参照していただきたい).

まず, 広田の D-operatorの定義を確認しておく [3]:

Dn
xD

m
t f · g = (∂x − ∂x′)n(∂t − ∂t′)

mf(x, t)g(x′, t′)|x′=x,t′=t.
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いくつかの例を以下にあげる:

Dxf · g = fxg − fgx,

D2
xf · g = fxxg − 2fxgx + fgxx,

D3
xf · g = fxxxg − 3fxxgx + 3fxgxx − fgxxx.

方程式 (1)に対しては, vi = gi/f とおくことで, 以下の双線形形式を得る:(Dt +D3
x)gi · f = 0,

D2
xf · f = 2

∑
1≤j<k≤N

cjkgjgk. (2)

この双線形形式をもとに,「摂動法」を用いて, N = 2, 3のときの 1ソリトン解を導出する.

ここで “1ソリトン解” とは, (形式的) 摂動展開

f = 1 + εf1 + ε2f2 + ε3f3 + · · · , (3)

gj = εgj1 + ε2gj2 + ε3gj3 + · · · (j = 1, 2, . . . , N), (4)

において, (4) の gj1 (j = 1, 2, . . . , N) を, 適当な指数関数によって

gj1 = eηj (j = 1, 2, . . . , N) (5)

という形に選ぶことを意味している.

2.1 N = 2の場合の 1ソリトン解

N = 2のとき, 双線形形式 (2)は次のように書くことができる:
(Dt +D3

x)g1 · f = 0,

(Dt +D3
x)g2 · f = 0,

D2
xf · f = 2c12g1g2.

(6)

双線形方程式 (6)に摂動展開 (3), (4) を代入して εのべきで整理した後, 低次から順に解いていく.

• (Dt +D3
x)g1 · f = 0

摂動展開 (3), (4) を代入すると,

0 = (Dt +D3
x)(εg11 + ε2g12 + ε3g13 + · · · ) · (1 + εf1 + ε2f2 + ε3f3 + · · · )

が得られる. これを εの次数について整理して, 各次数の方程式を書き下ろしてみる.

O(ε1) : 0 = (Dt +D3
x)g11 · 1 = (∂t + ∂3

x)g11, (7)

O(ε2) : 0 = (Dt +D3
x)g11 · f1 + (∂t + ∂3

x)g12, (8)

O(ε3) : 0 = (Dt +D3
x)g11 · f2 + (Dt +D3

x)g12 · f1 + (∂t + ∂3
x)g13, (9)

...

• (Dt +D3
x)g2 · f = 0

摂動展開 (3), (4) を代入すると,

0 = (Dt +D3
x)(εg21 + ε2g22 + ε3g23 + · · · ) · (1 + εf1 + ε2f2 + ε3f3 + · · · )
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が得られる. 上と同様に, εの次数について整理して, 各次数の方程式を書き下ろしてみる.

O(ε1) : 0 = (Dt +D3
x)g21 · 1 = (∂t + ∂3

x)g21, (10)

O(ε2) : 0 = (Dt +D3
x)g21 · f1 + (∂t + ∂3

x)g22, (11)

O(ε3) : 0 = (Dt +D3
x)g21 · f2 + (Dt +D3

x)g22 · f1 + (∂t + ∂3
x)g23, (12)

...

• D2
xf · f = 2c12g1g2

摂動展開 (3), (4) を代入すると,

D2
x(1 + εf1 + ε2f2 + ε3f3 + · · · ) · (1 + εf1 + ε2f2 + ε3f3 + · · · )
= 2c12(εg11 + ε2g12 + ε3g13 + · · · )(εg21 + ε2g22 + ε3g23 + · · · )

が得られる. こちらも εの次数について整理して, 各次数の方程式を書き下ろしてみる.

O(ε1) : D2
x1 · f1 +D2

xf1 · 1 = 2∂2
xf1 = 0, (13)

O(ε2) : D2
x1 · f2 +D2

xf2 · 1 +D2
xf1 · f1 = 2∂2

xf2 +D2
xf1 · f1 = 2c12g11g21, (14)

O(ε3) : D2
x1 · f3 +D2

xf1 · f2 +D2
xf2 · f1 +D2

xf3 · 1
= 2∂3

xf3 + 2D2
xf1 · f2 = 2c12 {g11g22 + g12g21} , (15)

...

(7), (10) より, g11 = eη1 , g21 = eη2 という指数関数の形が示唆される. ただし,

ηj = pjx− p3j t+ η
(0)
j (16)

であり，pj , η
(0)
j は定数である. (13)より, f1 = 0としてよい. このとき (14)より, f2 の満たすべき微

分方程式は

∂2
xf2 = c12e

η1+η2 (17)

となり, f2 は以下のようになる:

f2 =
c12

(p1 + p2)2
eη1+η2 . (18)

さらに (8), (11), (15) より, g12 = g22 = f3 = 0 としてよい. 以降, 摂動展開は有限で切れて,

g13 = g14 = · · · = 0, g23 = g24 = · · · = 0, f4 = f5 = · · · = 0としてよい. 以上で得られた N = 2のと

きの 1ソリトン解をまとめると, 次のようになる:

g1 = eη1 , g2 = eη2 , f = 1 +
c12

(p1 + p2)2
eη1+η2 . (19)

2.2 N = 3の場合の 1ソリトン解

N = 3のとき, 双線形形式は次のようになる
(Dt +D3

x)g1 · f = 0

(Dt +D3
x)g2 · f = 0

(Dt +D3
x)g3 · f = 0

D2
xf · f = 2(c12g1g2 + c13g1g3 + c23g2g3).

(20)
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N = 2のときと同様に, 摂動法によって 1ソリトン解を求めると,

g1 = eη1 + α12α23α13β23e
η1+η2+η3 ,

g2 = eη2 + α12α23α31β13e
η1+η2+η3 ,

g3 = eη3 + α12α23α13β12e
η1+η2+η3 ,

f = 1 + α12β12e
η1+η2 + α23β23e

η2+η3 + α13β13e
η1+η3

(21)

が得られる. ただし, ηµ = pµx− p3µt+ η(0)µ , αµν =
pµ − pν
pµ + pν

, βµν =
cµν

p2µ − p2ν
(µ, ν = 1, 2, 3) である.

3 N 結合系に対するM ソリトン解

冒頭にも述べたように, (1)の一般のソリトン解はパフィアンで表すことができるが, パラメータを多

く含んだ複雑な形をしている. この節では, 2節の意味での 1ソリトン解, すなわち摂動展開 (3), (4) に

おいて gj1 = eηj (j = 1, 2, . . . , N) という形の解を考えれば, “M ソリトン解” はそこから直接求める

ことができることを示す. すなわち, 「結合数 N の方程式のM ソリトン解」は「結合数MN の方程式

の 1ソリトン解」から得られるという意味である.

定理 1 自然数 N の分割 λに対して N ′ = l(λ) (分割 λに対応するヤング図形の行数) とする. このと

き, 結合数 N の方程式の解から, 結合数 N ′ の方程式の解を構成することができる.

以下では,N = 4のときを考える. 4の分割は次の 5種類である.

λ (4) (3, 1) (2, 2) (2, 1, 1) (1, 1, 1, 1)
l(λ) 1 2 2 3 4

ここでは (2, 2)の場合を取り上げ, N = 4のときの 1ソリトン解がわかれば, N = 2のときの 2ソリト

ン解がわかることを紹介する.

N = 4のときの双線形形式は次のような形をしている:

(Dt +D3
x)g1 · f = 0, (22)

(Dt +D3
x)g2 · f = 0, (23)

(Dt +D3
x)g3 · f = 0, (24)

(Dt +D3
x)g4 · f = 0, (25)

D2
xf · f = 2(c12g1g2 + c13g1g3 + c14g1g4 + c23g2g3 + c24g2g4 + c34g3g4). (26)

(22)と (23) の双線形形式の和は以下のようになる:

(22) + (23) : (Dt +D3
x){(g1 + g2) · f} = (Dt +D3

x)g̃1 · f = 0 (27)

ただし g̃1 = g1 + g2 とおいた. 同様にして, (24)と (25) の双線形形式の和を考え, g̃2 = g3 + g4 とすれ

ば, (Dt +D3
x)g̃2 · f = 0を得る. さらに, 次の条件を考える:

c12 = c34 = 0, c13 = c14 = c23 = c24 = c̃12.

このようにして得られた双線形形式をまとめると,
(Dt +D3

x)g̃1 · f = 0

(Dt +D3
x)g̃2 · f = 0

D2
xf · f = 2c̃12g̃1g̃2.

(28)
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となり,この方程式は N = 2のときの双線形形式と同じであることがわかる. 実際の N = 2の 2ソリ

トン解は,

g̃1 = eη1 + eη2 + α12α13α23β
′
23e

η1+η2+η3 − α12α13α23β
′
13e

η1+η2+η3

+ α12α14α24β
′
24e

η1+η2+η4 − α12α14α24β
′
14e

η1+η2+η4 , (29)

g̃2 = eη3 + eη4 − α13α14α34β
′
14e

η1+η3+η4 + α13α14α34β
′
13e

η1+η3+η4

− α23α24α34β
′
24e

η2+η3+η4 + α23α24α34β
′
23e

η2+η3+η4 , (30)

f = 1 + α13β
′
13e

η1+η3 + α14β
′
14e

η1+η4 + α23β
′
23e

η2+η3 + α24β
′
24e

η2+η4

+ {−α13β
′
13α24β

′
24α12α14α23α34 + α14β

′
14α23β

′
23α12α13α24α34} eη1+η2+η3+η4 (31)

である. ただしβ′
µν =

c̃12
p2µ − p2ν

とした.

上の例では, N = 4の 1ソリトン解を, N = 2の g̃1, g̃2 に 2つずつ振り分ける, いわば “(2, 2)-ソリ

トン解” を考えた. N = 2の方程式 (1)において, v1 は 3ソリトン解, v2 は 1ソリトン解を持つという

ことも考えられる (上述の分割では (3, 1)に対応している). 上と同様に (22), (23), (24) の双線形形式

の和を考える.

(22) + (23) + (24) : (Dt +D3
x){(g1 + g2 + g3) · f} = (Dt +D3

x)g̃1 · f = 0

ただし, 改めて g̃1 = g1+ g2+ g3 とした. さらに, 改めて g4 = g̃2 とおき, c12 = c13 = c23 = 0, c14 =

c24 = c34 = c̃12 という条件を考えると, 双線形形式 (28)を得る. 結果は次のようになる

g̃1 = eη1 + eη2 + eη3

+ α12α14α24β
′
24e

η1+η2+η4 + α13α14α34β
′
34e

η1+η3+η4 − α12α14α24β
′
14e

η1+η2+η4

+ α23α24α34β
′
34e

η2+η3+η4 − α13α14α34β
′
14e

η1+η3+η4 − α23α24α34β
′
24e

η2+η3+η4 , (32)

g̃2 = eη4 , f = 1 + α14β
′
14e

η1+η4 + α24β
′
24e

η2+η4 + α34β
′
34e

η3+η4 . (33)

4 まとめと今後の課題

結合型変形 KdV方程式のソリトン解に対しては, 双線形形式同士の和を考えることで構造が簡明に

理解できることがわかった. ここまでに述べてきた考え方を適用できる方程式は他にもあり, 例えば [7]

で扱われている結合型微分型変形 KdV方程式, [11]で扱われている多成分短パルス方程式があげられ

る. これらのタイプの方程式のパフィアン解の構造は, 今回のアプローチによりわかりやすくなる.

現時点ではまだ方程式 (1)に関する課題はいくつも残っている. 以下にいくつかあげておく.

• (2 + 1)次元化による次元の拡張

KdV方程式から KP方程式への (2 + 1)次元化の拡張があるように, 結合型変形 KdV方程式

から結合型変形 KP方程式への (2 + 1)次元化の拡張があるはずだが, まだ発見されていない.

• リー代数との関連
多くの (1 + 1)次元ソリトン方程式は, アフィン・リー環と密接な関係を持つことが知られて

いる [12]。パフィアン解を持つソリトン方程式である結合型 KP方程式は, D′
∞ という無限次元

リー環と対応することが知られている [10]. しかし, 結合型変形 KdV方程式 (1)がどのようなア

フィン・リー環と対応しているかはまだ発見されていない.

• 多成分短パルス方程式との関連
変形 KdV階層の τ 関数は, 2組の無限変数 t = (t1, t3, . . .), t̄ = (t̄1, t̄3, . . .) に依存する. ここ

から t1と t3 を選ぶことで変形 KdV方程式が得られ, t1とt̄1 を選ぶことで Sine-Gordon方程式
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が得られることはよく知られている. ソリトン解の形を見比べると, 結合型変形 KdV方程式と多

成分単パルス方程式 [11] が同じ階層に属していることが予想されるが, Lax形式等も含めて, 階

層としての統一的な形での議論はまだ見当たらない. 短パルス方程式は非線形光学への応用が見

出されており [1], その解の構造をよく理解することは重要であろう.
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