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平面渦の定常配置と安定性

立教大学大学院理学研究科数学専攻　上野 拓 (UENO, Taku)

立教大学理学部　筧 三郎 (KAKEI, Saburo)

概要

Hemeryと Veselovは, 2次元平面での完全流体における渦の周期的な定常配置に対して,

ソリトン理論に基づいた新しい例の構成法を提案した. 本研究では, それらの安定性を考察

する.

1 はじめに

流体力学における渦の運動は, Helmholtzによる 1858年の研究 [4]以来, 150年以上に渡って

研究され続けている [6, 7, 9]. Helmholtzは, 平行な直線渦の運動を, それらに垂直な断面上での

点の運動としてとらえるというアイデアも提唱している [4]. この “点渦” の運動を記述する方程

式は, 2次元非圧縮非粘性の仮定の下で, オイラー方程式より導出することができる [6, 8, 9]. 運

動方程式は, 複素座標 z = x+ iy を導入すると扱いやすい形にまとめられる [1, 2, 3, 5, 6, 8, 9]:

dz̄m
dt

=
1

2πi

∑
k( ̸=m)

Γk

zm − zk
. (1)

ここで zm はm番目点渦の複素座標, Γk は渦の強さを表す. また, 無限個の点渦が実軸方向に周

期 Lを持ち, 1周期の間に N 個の点渦が存在するとき,

dz̄m
dt

=
1

2iL

N∑
k = 1

(k ̸= m)

Γk cot
[π
L
(zm − zk)

]
(2)

という方程式が得られる.

本研究では,点渦の定常配置における安定性について考察する. 点渦の定常配置とは, 点渦系が

相対的な位置関係を変えずに剛体回転運動をすることである. 本稿の主題である周期的な定常配

置の例としては, 次のものが知られている [2, 5, 6]:

• 直線渦列 (1直線上に等間隔に並ぶ強さが等しい点渦列)

• 2 重渦列 (ある直線上に等間隔に並ぶ強さが等しい点渦列と, それと平行な直線上に同じ

間隔, 同じ強さで向きが反対の点渦列)

2重渦列は, 方程式 (1)の次の解に対応する:

z2n(t) = Ut+ nL, z2n+1(t) = Ut+ nL+ a− ib,

Γ2n = −Γ, Γ2n+1 = Γ, (n ∈ N, b, c, U ∈ R, a = 0 or L/2).
(3)

ただし, 渦列全体の運動速度 U は,

U =


Γ

2L
coth

(
πb

L

)
(a = 0)

Γ

2L
tanh

(
πb

L

)
(a = L/2)

(4)
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で与えられる. (3)において a = L/2 の場合, すなわち 2重渦列において, 2つの直線上の点渦

列が半周期ずれて配置される場合, カルマン渦列と呼ばれる.

解 (3)は実軸方向に周期 Lを持ち, 0 ≤ Re(z) < L の間には 2つの点渦が存在する. 対応する

(2)の解は,
z(t) = Ut, z′(t) = Ut+ a− ib (a = 0 or L/2) (5)

で与えられる (U は (4)のもの).

Hemeryと Veselovは, 2次元平面での完全流体における渦の周期的な定常配置に対して, ソリ

トン理論に基づいた新しい例の構成法を提案した [5]. 本研究の目的は, 彼らによって構成された

定常配置の安定性を考察することである.

2 2重渦列の安定性

HemeryとVeselov [5] の例を考察する前に, 2重渦列解 (3)の安定性を再考する. 文献 [2, 6, 8]

では運動方程式 (1)に基づいて 2重渦列解の線形安定性を議論しているが, 無限和を三角関数に

書き換える公式を用いた技巧的な議論であり, Hemery と Veselovが扱っているような, より複

雑な場合を扱うことは難しい. 直線渦列 (N = 1), 2重渦列 (N = 2) の場合には, 安定性を議論

する解の持つ周期 L のちょうど 2倍の周期の摂動が最も不安定であることが知られている (ペ

アリング不安定性) [2, 6, 8]. そこでここでは, 2倍周期の摂動のみを考えることにして, (1)では

なく (2)を用いて線形安定性を議論する. すなわち, (2)で Lを 2Lに, N を 2N に置き換えた方

程式を考え, 定常解の安定性を考える.

以下では簡単のため渦列の周期を L = π として,

dz̄m
dt

=
1

2πi

N∑
k = 1

(k ̸= m)

Γk cot(zm − zk) (6)

の定常解を考える. これに対する 2周期分の系 (L = 2π) を考えて,

dz̄m
dt

=
1

4πi

N∑
k = 1

(k ̸= m)

Γk cot
zm − zk

2
(7)

という運動方程式の定常解を考察していく.

2.1 カルマン渦列の場合 (a = L/2)

(7)の周期 π の定常解

z0(t) = Ut, z1(t) = Ut+ π (Γ0 = Γ1 = −1)

z′0(t) = Ut+
π

2
− ib, z′1(t) = Ut+

3π

2
− ib (Γ′

0 = Γ′
1 = +1)

(8)

を考える. この 4点の速度は, 運動方程式 (7)より,

U =
dz̄0
dt

=
dz̄1
dt

=
dz̄′0
dt

=
dz̄′1
dt

=
− tanh b

2π
(9)
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である. 次に, この 4点に摂動を加える (xi, yi, x
′
i, y

′
i (i = 0, 1) は微少量とする):

z0(t) = x0(t) + iy0(t) + Ut,

z1(t) = x1(t) + iy1(t) + Ut+ π,

z′0(t) = x′
0(t) + iy′0(t) + Ut+

π

2
− ib,

z′1(t) = x′
1(t) + iy′1(t) + Ut+

3π

2
− ib.

(10)

これらの式を運動方程式 (7)に代入し 1次近似を行うと, 次の線形微分方程式系が得られる:

d

dt


x0
y0
x1
y1

x′
0

y′
0

x′
1

y′
1

 =
1

4π



0 1
4−

1
cosh2 b

0 ··· 1
2 cosh2 b

1
4−

1
cosh2 b

0 − 1
4 ··· sinh b

2 cosh2 b

0 − 1
4 0 ··· 1

2 cosh2 b

− 1
4 0 1

4−
1

cosh2 b
··· − sinh b

2 cosh2 b

− sinh b
2 cosh2 b

− 1
2 cosh2 b

sinh b
2 cosh2 b

··· 1
4

− 1
2 cosh2 b

− sinh b
2 cosh2 b

− 1
2 cosh2 b

··· 0
sinh b

2 cosh2 b
− 1

2 cosh2 b
− sinh b

2 cosh2 b
··· 1

4+
1

2 cosh2 b

− 1
2 cosh2 b

− sinh b
2 cosh2 b

− 1
2 cosh2 b

··· 0




x0
y0
x1
y1

x′
0

y′
0

x′
1

y′
1

 (11)

(11)の係数行列 (8次正方行列) に対して, 固有値の実部の最大値 Aを, 定常解のパラメータ bの

関数としてグラフにしたものが図 1である.

図 1 2重渦列に対する摂動: a = L/2の場合

図 1 から, b の値が b = 0.8814 程度であるときに複素固有値の実部の最大値が 0 になり,

そこでは中立安定となることが分かる. また, その他の点では A の値が正の実数になるこ

とから, 不安定であることが分かる. 周期性を仮定しない摂動論 [2, 6, 8] の結果によると,

b = log(1 +
√
2) ≃ 0.88137 · · · のときに中立安定であることが知られており, 上の結果と一致

する.

2.2 ずれがない場合 (a = 0)

今度は次の 4点の運動を考える.

z0(t) = Ut, z1(t) = Ut+ π (Γ0 = Γ1 = −1)

z′0(t) = Ut− ib, z′1(t) = Ut+ π − ib (Γ′
0 = Γ′

1 = +1)
(12)
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この場合の速度は,

U =
dz̄0
dt

=
dz̄1
dt

=
dz̄′0
dt

=
dz̄′1
dt

=
− coth b

2π
, (13)

となる. この 4点に摂動を加える (xi, yi, x
′
i, y

′
i (i = 0, 1) は微少量とする):

z0(t) = x0(t) + iy0(t) + Ut,

z1(t) = x1(t) + iy1(t) + Ut+ π,

z′0(t) = x′
0(t) + iy′0(t) + Ut− ib,

z′1(t) = x′
1(t) + iy′1(t) + Ut+ π − ib.

(14)

これらの式を運動方程式 (7)に代入し 1次近似を行うと, 次の線形微分方程式系が得られる:

d

dt
P⃗ = MP⃗ , P⃗ = t (x0, y0, x1, y1, x

′
0, y

′
0, x

′
1, y

′
1) , (15)

M =
1

16π



0 1− 2
1+cosh b−

2
1−cosh b 0 ··· 2

1+cosh b

1− 2
1+cosh b−

2
1−cosh b 0 −1 ··· 0

0 −1 0 ··· 2
1−cosh b

−1 0 1− 2
1+cosh b−

2
1−cosh b ··· 0

0 − 2
1−cosh b 0 ··· 1

− 2
1−cosh b 0 − 2

1+cosh b ··· 0

0 − 2
1+cosh b 0 ··· 1− 2

1+cosh b−
2

1−cosh b

− 2
1+cos b 0 − 2

1−cosh b ··· 0


.

係数行列M の固有多項式の根は, bの値によらず 0 (4重根),
1

8π
(2重根), − 1

8π
(2重根) とな

る. したがって,この定常配置は常に不安定であることが分かる.

3 新しい定常解の安定性

Hemeryと Veselov [5] の構成法が与える定常解の例は, 前節で議論した 2重渦列を含む. より

複雑な例として, 次の 6点の運動を考える (図 2):

図 2 Hemery-Veselov の例 (文献 [5]より引用)

z0(t) = Ut, z1(t) = Ut+ π, (Γ0 = Γ1 = −2)

z′0(t) = Ut+
π

2
− ib, z′1(t) = Ut+

3π

2
− ib, (Γ′

0 = Γ′
1 = 1)

z′′0 (t) = Ut+
π

2
− ic, z′′1 (t) = Ut+

3π

2
− ic, (Γ′′

0 = Γ′′
1 = 1).

(16)
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ただし, パラメータ b, c は次で与えられるものとする (b < 0 < c):

b =
1

2
log

[
4− k2 −

√
3(4− k2)

(k − 1)(k − 2)

]
, c =

1

2
log

[
4− k2 +

√
3(4− k2)

(k − 1)(k − 2)

]
(−1 < k < 1).

(17)

この 6点の速度は, 運動方程式 (7)より,

U =
dz̄0
dt

=
dz̄1
dt

=
dz̄′0
dt

= · · · = − 1

2π
(tanh b+ tanh c) (18)

となる. この 6点に摂動を加える (xi, yi, x
′
i, y

′
i x

′′
i , y

′′
i (i = 0, 1) は微少量とする):

z0(t) = x0(t) + iy0(t) + Ut,

z1(t) = x1(t) + iy1(t) + Ut+ π,

z′0(t) = x′
0(t) + iy′0(t) + Ut+

π

2
− ib,

z′1(t) = x′
1(t) + iy′1(t) + Ut+

3π

2
− ib

z′′0 (t) = x′′
0(t) + iy′′0 (t) + Ut+

π

2
− ic,

z′′1 (t) = x′′
1(t) + iy′′1 (t) + Ut+

3π

2
− ic.

(19)

これらの式を運動方程式 (7)に代入し 1次近似を行うと, 次の線形微分方程式系が得られる:

d

dt



x0
y0
x1
y1

x′
0

y′
0

x′
1

y′
1

x′′
0

y′′
0

x′′
1

y′′
1


=

1

4π


0 1

2−
1

cosh2 b
− 1

cosh2 c
··· 1

2 cosh2 c
1
2−

1
cosh2 b

− 1
cosh2 c

0 ··· sinh c
2 cosh2 c

0 − 1
2 ··· 1

2 cosh2 c

...
...

...
...

− 1
cosh2 c

− sinh c
cosh2 c

··· 0





x0
y0
x1
y1

x′
0

y′
0

x′
1

y′
1

x′′
0

y′′
0

x′′
1

y′′
1


. (20)

係数行列 (12次正方行列) のM の固有値の実部の最大値 Aを, (17)のパラメータ k の関数とし

てグラフにしたものが図 3である.

図 3から, Aは −1 ≤ k ≤ 1のすべての値で正の実数になることが分かる. 以上よりこの定常配

置は不安定である.

4 おわりに

本研究では, 点渦系の定常配置の安定性を議論する手法として, 方程式 (1)を直接扱うのでは

なく, 周期系 (2)に対する倍周期の摂動を調べるという手法を導入し, いくつかの例を考察した.

文献 [5]で得られた定常配置のうち, 今回は 3重渦列について安定性を扱ったが, 3重渦列で安定

となるパラメータを見いだすことはできなかった. 文献 [5]ではより広いクラスの定常解が構成

されているので, それらについて今回の手法を適用することは, 興味深い課題である. また, 文献

[5] の手法の拡張を試みることも重要であろう. 例えば [9]で扱われているような球面上の渦の定

常配置に関する拡張は, 物理的な意味でも興味深い.
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図 3 3重渦列に対する摂動
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