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クラスター代数と q-Painlevé 方程式

東京大学大学院数理科学研究科　大久保直人 (OKUBO Naoto)

概要

クラスター代数はクラスター変数，係数，quiver に mutation と呼ばれる操作を繰り返すことで定義さ

れる．本稿では mutation-periodと呼ばれる性質をもつ適当な quiverを考えたとき，係数の満たす関係式

が，いくつかの q-Painlevé方程式となることを紹介する。

1 はじめに

本稿では Fomin と Zelevinsky により導入されたクラスター代数 [1, 2] を扱う．クラスター代数はクラス

ター変数と係数によって記述される可換環の一種であり，その生成系はクラスター変数，係数，quiver（有向

グラフ）の組に対して，新しいそれらの組を得る mutationという操作によって逐次に定義される．以下でク

ラスター代数の定義を与える．

1.1 クラスター代数

x = (x1, x2, . . . , xN ) と y = (y1, y2, . . . , yN ) をそれぞれ N 個の変数の組とし，Q を N 個の頂点をもつ

quiver とする．Q の各頂点には 1 から N の番号が重複なく対応しているものとする．また，Q はループ

（i −→ iとなる矢印）と 2-サイクル（i −→ j −→ iとなる矢印の組）をもたないものとする．各 xi をクラス

ター変数，各 yi を係数といい，それらの組 (Q,x,y)を seedという．Qの頂点 iから j に向かう矢印の本数を

λi,j と書く．また，λj,i = −λi,j により λi,j (1 ≤ i, j ≤ N)を定める．Qはループをもたないので λi,i = 0で

ある．クラスター代数の定義には，seedから新しい seedを得る操作である mutaionを用いる．1から N ま

での各番号に対する mutaion µk (k = 1, 2, . . . , N)を定義する．

定義 1.1 （mutation）µk : (Q,x,y) 7−→ (Q′,x′,y′) (k = 1, 2, . . . , N)を以下で定義する．

• 新しい quiver Q′ は Qに以下の操作を順に施した quiverとする．

1. λi,k > 0かつ λk,j > 0となるすべての (i, j)の組に対して，iから j に λi,kλk,j 本の矢印を加える．

2. 1. の操作で 2-サイクルが現れた場合は，2-サイクルを消去する．

3. 頂点 k と繋がる矢印の向きを反転する．

• 新しい係数の組 y′ = (y′1, y
′
2, . . . , y

′
N )は Qと y から以下の式で定義する:

y′k = y−1
k ,

y′i = yi
(
y−1
k + 1

)−λk,i
(λk,i > 0),

y′i = yi(yk + 1)λi,k (λi,k > 0),

y′i = yi (λk,i = 0).

(1.1)

1



• 新しいクラスター変数の組 x′ = (x′
1, x

′
2, . . . , x

′
N )は Q,x,y から以下の式で定義する:

x′
k =

1

(yk + 1)xk

 ∏
λk,j>0

x
λk,j

j + yk
∏

λj,k>0

x
λj,k

j

 ,

x′
i = xi (i ̸= k).

(1.2)

任意の seed (Q,x,y)に対して µ2
k(Q,x,y) = (Q,x,y)が成り立つ．

例 1.2 Qを図 1の左の quiver，x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3)とする．この seedにmutation µ2 を施す

と，新しい quiver Q′ は図 1の右の quiverとなり，新しい係数とクラスター変数は

y′1 = y1(y2 + 1), y′2 = y−1
2 , y′3 = y3

(
y−1
2 + 1

)−2
, x′

1 = x1, x′
2 =

x2
3 + y2x1

(y2 + 1)x2
, x′

3 = x3 (1.3)

となる．

図 1 mutationの例

定義 1.3 （クラスター代数）任意の seedを一つ固定し，それを初期 seedと呼ぶ．初期 seed (Q,x,y)に対し

てクラスター代数 A(Q,x,y)を

A(Q,x,y) = Z(y)[x|x ∈ X] ⊂ Q(y)(x) (1.4)

で定義する．ただし，X は初期 seed に mutation を繰り返して得られるすべてのクラスター変数の集合と

する．

例 1.4 N = 2の場合は初期 seed (Q,x,y)に対して mutationを繰り返すと，seedの列:

· · · µ2←→ (Q,x,y)
µ1←→ (Q′,x′,y′)

µ2←→ (Q′′,x′′,y′′)
µ1←→ · · · (1.5)

が得られる．mutation で得られたクラスター変数の集合を X = {. . . , x1, x2, x
′
1, x

′
2, x

′′
1 , x

′′
2 , . . . } とすると，

クラスター代数は A(Q,x,y) = Z(y1, y2)[x|x ∈ X] ⊂ Q(y1, y2)(x1, x2)となる．

quiverとクラスター変数の組 (Q,x)（これも seedという）と，その mutationを用いて係数なしクラスター

代数が定義される．mutation µk : (Q,x) 7−→ (Q′,x′) (k = 1, 2, . . . , N)の定義は，Q′ は係数付きの場合と

同様とし，x′ = (x′
1, x

′
2, . . . , x

′
N )は

x′
k =

1

xk

 ∏
λk,j>0

x
λk,j

j +
∏

λj,k>0

x
λj,k

j

 ,

x′
i = xi (i ̸= k)

(1.6)

で定義する．初期 seed (Q,x)に対して係数なしクラスター代数 A(Q,x)を

A(Q,x) = Z[x|x ∈ X] ⊂ Q(x) (1.7)

で定義する．ただし，X は初期 seed に mutation を繰り返して得られるすべてのクラスター変数の集合と

する．
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1.2 mutation-periodic quiver

本稿では mutation-period と呼ばれる性質をもつ quiver を初期 seed とするクラスター代数を考える．

i = (i1, i2, . . . , ih) (ij ∈ {1, 2, . . . , N})に対して，µi(Q) = µihµih−1
· · ·µi1(Q)とする．hは mutationの回

数である．また，N 文字の置換 ν ∈ SN に対して，ν(Q)を Qの頂点の番号を置き換えた quiverと定義する．

mutationの繰り返しが頂点の置き換えとなるような quiverをmutation-periodic quiverという．

定義 1.5 （mutation-periodic quiver）quiver Qがある iと ν ∈ SN に対して，µi(Q) = ν(Q)が成り立つと

き，iは Qの ν-周期であるといい，Qをmutation-periodic quiverという．

例 1.6 図 2 の左の quiver を QI とする．i = (1), ν : (1, 2, 3, 4) 7→ (2, 3, 4, 1) とすると，図 2 の中央

の quiver は µi(QI) = µ1(QI)，右の quiver は ν(QI) である．この二つは quiver として同じものであるの

で，iは QI の ν-周期である．また，図 3の左の quiverを QIII，右の quiverを QVI とする．i = (1, 2), ν :

(1, 2, 3, 4, 5, 6) 7→ (3, 4, 5, 6, 2, 1)とすると iはQIIIの ν-周期であり，i = (1, 2, 3, 4), ν : (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 7→
(5, 6, 7, 8, 4, 3, 2, 1)とすると iは QVI の ν-周期である．

図 2 mutation-periodic quiverの例 (1)

図 3 mutation-periodic quiverの例 (2)

mutation-periodic quiverのうち i = (i1)であるものはすべて求められている [3]．i = (i1, i2, . . . , ih) (h ≥ 2)

である mutation-periodic quiverを得る方法として，差分方程式の reductionと対応する quiverの変形によ

るものがある [4]．図 3の QIII と QVI は離散 mKdV方程式の reductionを用いて得られる．

2 クラスター変数と係数の満たす q-Painlevé方程式

初期 seedを (Q(1),x(1),y(1))とし，seedの列:

· · ·
µν−1(i)←→ (Q(1),x(1),y(1))

µi←→ (Q(2),x(2),y(2))
µν(i)←→ (Q(3),x(3),y(3))

µν2(i)←→ · · · (2.1)

を考える．ただし，x(j) = (x1(j), x2(j), . . . , xN (j)), y(j) = (y1(j), y2(j), . . . , yN (j)) であり，i は Q(1)

の ν-周期であるとする．このとき，xn(j), yn(j) はある差分方程式を満たすが，Q(1) の mutation-periodic

quiverを適当にとることで，xn(j)はある双線形方程式，yn(j)は q-Painlevé方程式を満たす．先行研究とし

て q-Painlevé I, II方程式 [4]とそれらの高階類似 [5]が得られている．本稿では q-Painlevé III, VI方程式が

得られることを紹介する．
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2.1 係数とクラスター変数の満たす q-Painlevé III方程式

初期 seedの quiverとして図 3の左の QIII をとり，seedの列:

· · · µ5µ6←→ (QIII, w1, x1, w2, x2, w3, x3, y1,1, z1,1, y2,1, z2,1, y3,1, z3,1)
µ2µ1←→ (Q′

III, x4, w4, w2, x2, w3, x3, z4,2, y4,2, y2,2, z2,2, y3,2, z3,2)
µ4µ3←→ (Q′′

III, x4, w4, x5, w5, w3, x3, z4,3, y4,3, z5,3, y5,3, y3,3, z3,3)
µ6µ5←→ (QIII, x4, w4, x5, w5, x6, w6, z4,4, y4,4, z5,4, y5,4, z6,4, y6,4)
µ1µ2←→ (Q′

III, w7, x7, x5, w5, x6, w6, y7,5, z7,5, z5,5, y5,5, z6,5, y6,5)
µ3µ4←→ · · ·

(2.2)

を考える．ただし，wn, xn はクラスター変数，yi,j , zi,j は係数である．mutationを施した番号に対応するクラ

スター変数と係数は wi → xi+3, xi → wi+3, yi,j → zi+3,j+1, zi,j → yi+3,j+1 と変化し，それ以外のものは

wi → wi, xi → xi, yi,j → yi,j+1, zi,j → zi,j+1 となっていることに注意する．係数 yi,j , zi,j を定義式 (1.1)

に従って計算すると
yn,n = yn,n−1(yn−1,n−1 + 1)

(
z−1
n−1,n−1 + 1

)−1
,

yn,n−1 = yn,n−2

(
y−1
n−2,n−2 + 1

)−1
(zn−2,n−2 + 1),

yn,n−2 = z−1
n−3,n−3,

zn,n = zn,n−1(zn−1,n−1 + 1)
(
y−1
n−1,n−1 + 1

)−1
,

zn,n−1 = zn,n−2

(
z−1
n−2,n−2 + 1

)−1
(yn−2,n−2 + 1),

zn,n−2 = y−1
n−3,n−3

(2.3)

が得られる．yn := yn,n, zn := zn,n とおき，yn, zn だけの式に書き換えると

yn+3 = (yn+2 + 1)
(
z−1
n+2 + 1

)−1 (
y−1
n+1 + 1

)−1
(zn+1 + 1)z−1

n ,

zn+3 = (zn+2 + 1)
(
y−1
n+2 + 1

)−1 (
z−1
n+1 + 1

)−1
(yn+1 + 1)y−1

n

(2.4)

となる．この差分方程式系は 4個の保存量:

A2
1 =

yn+2zn+2

ynzn
, A2

2 =
yn+2yn

(
z−1
n+1 + 1

)2
zn+2zn

(
y−1
n+1 + 1

)2 ,
A2

3 =
y2n+1z2n+1y2nz2n

A4n+1
1

, A2
4 =

A1y2nz2n
y2n+1z2n+1

(2.5)

をもつ．これらの保存量を用いて (2.4)の階数を落とし，yn と zn を分離すると

yn+1yn−1 = A2A
2
3A

2n
1

yn + 1

yn

(
yn +A3A

(−1)n

4 An
1

) ,
zn+1zn−1 = A−1

2 A2
3A

2n
1

zn + 1

zn

(
zn +A3A

(−1)n

4 An
1

) (2.6)

が得られる．これらの式は各々 q-Painlevé III方程式である．実際に，yn の式において従属変数および定数を

y2n = a−1
1 qnun, y2n+1 = a0q

nvn, A1 = q, A2 = qc2, A3 = a0a
−1
1 q−1/2, A4 = a−1

0 a−1
1 q1/2 (2.7)

とおくと

un+1un = qc2
1 + a0q

nvn
vn(a0qn + vn)

, vnvn−1 = qc2
a1q

−n + un

un(1 + a1q−nun)
(2.8)
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となる．これは q-Painlevé III方程式 [6]であり，坂井のMul.6系に対応する [7]．また，係数なしクラスター

代数において (2.2)と同様の seedの列を考える．クラスター変数 wn, xn を定義式 (1.6)に従って計算すると

wn+3xn = wn+1xn+2 + wn+2xn+1, xn+3wn = xn+1wn+2 + xn+2wn+1 (2.9)

が得られる．この双線形方程式と (2.6)の間の変数変換は

yn =
xn+1wn

xnwn+1
, zn =

wn+1xn

wnxn+1
(2.10)

で与えられる．

2.2 係数とクラスター変数の満たす q-Painlevé VI方程式

q-Painlevé VI 方程式も同様の手法で得ることができる．初期 seed の quiver として図 3 の右の QVI をと

り，seedの列:
· · · µ5µ6µ7µ8←→ (QVI, w1, x1,W1, X1, w2, x2,W2, X2,

y1,1, z1,1, Y1,1, Z1,1, y2,1, z2,1, Y2,1, Z2,1)
µ4µ3µ2µ1←→ (Q′

VI, X3,W3, x3, w3, w2, x2,W2, X2,

Z3,2, Y3,2, z3,2, y3,2, y2,2, z2,2, Y2,2, Z2,2)
µ8µ7µ6µ5←→ (QVI, X3,W3, x3, w3, X4,W4, x4, w4,

Z3,3, Y3,3, z3,3, y3,3, Z4,3, Y4,3, z4,3, y4,3)
µ1µ2µ3µ4←→ (Q′

VI, w5, x5,W5, X5, X4,W4, x4, w4,

y5,4, z5,4, Y5,4, Z5,4, Z4,4, Y4,4, z4,4, y4,4)
µ5µ6µ7µ8←→ · · ·

(2.11)

を考える．ただし，wn, xn,Wn, Xn はクラスター変数，yi,j , zi,j , Yi,j , Zi,j は係数である．係数を定義式 (1.1)，

クラスター変数を係数なしの場合の定義式 (1.6) に従って計算し，係数は yn := yn,n, zn := zn,n, Yn :=

Yn,n, Zn := Zn,n とおき，yn, zn, Yn, Zn だけの式に書き換えると

yn+2 = (yn+1 + 1)
(
z−1
n+1 + 1

)−1 (
Y −1
n+1 + 1

)−1
(Zn+1 + 1)Z−1

n ,

zn+2 = (zn+1 + 1)
(
y−1
n+1 + 1

)−1 (
Z−1
n+1 + 1

)−1
(Yn+1 + 1)Y −1

n ,

Yn+2 = (Yn+1 + 1)
(
Z−1
n+1 + 1

)−1 (
y−1
n+1 + 1

)−1
(zn+1 + 1)z−1

n ,

Zn+2 = (Zn+1 + 1)
(
Y −1
n+1 + 1

)−1 (
z−1
n+1 + 1

)−1
(yn+1 + 1)y−1

n ,

(2.12)

wn+2Xn = xn+1Wn+1 + wn+1Xn+1, xn+2Wn = wn+1Xn+1 + xn+1Wn+1,

Wn+2xn = Xn+1wn+1 +Wn+1xn+1, Xn+2wn = Wn+1xn+1 +Xn+1wn+1
(2.13)

を得る．差分方程式系 (2.12)は 6個の保存量:

A2
1 =

yn+1zn+1Yn+1Zn+1

ynznYnZn
, A2

2 =
z2n+1z2nYn+1Zn+1YnZn

Y2n+1Y2nyn+1zn+1ynzn
,

A2
3 =

y2n+1z2n+1y2nz2n

A4n+1
1

, A2
4 =

A1y2nz2n
y2n+1z2n+1

,

A2
5 =

y2n+1Y2n+1y2nY2n

A4n+1
1

, A2
6 =

A1y2nY2n

y2n+1Y2n+1

(2.14)
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をもつ．これらの保存量を用いて (2.12)の階数を落とし，yn, zn, Yn, Zn を分離すると

yn+1yn−1 = A−1
2 A3A5A

2n
1

(yn + 1)
(
A2A

(−1)n+1

4 A
(−1)n+1

6 yn + 1
)

(
yn +A3A

(−1)n

4 An
1

)(
yn +A5A

(−1)n

6 An
1

) ,
zn+1zn−1 = A2A

3
3A

−1
5 A2n

1

(zn + 1)
(
A−1

3 A5A
(−1)n+1

4 A
(−1)n

6 zn + 1
)

(
zn +A3A

(−1)n

4 An
1

)(
zn +A2A3A

(−1)n+1

6 An
1

) ,
Yn+1Yn−1 = A2A

−1
3 A3

5A
2n
1

(Yn + 1)
(
A3A

−1
5 A

(−1)n

4 A
(−1)n+1

6 Yn + 1
)

(
Yn +A2A5A

(−1)n+1

4 An
1

)(
Yn +A5A

(−1)n

6 An
1

) ,
Zn+1Zn−1 = A3

2A3A5A
2n
1

(Zn + 1)
(
A−1

2 A
(−1)n

4 A
(−1)n

6 Zn + 1
)

(
Zn +A2A5A

(−1)n+1

4 An
1

)(
Zn +A2A3A

(−1)n+1

6 An
1

)

(2.15)

が得られる．これらの式は各々 q-Painlevé VI方程式 [7]である．q-Painlevé VI方程式 (2.15)と双線形方程

式 (2.13)との間の変数変換は

yn =
Xnwn

Wnxn
, zn =

Wnxn

Xnwn
, Yn =

xnWn

wnXn
, Zn =

wnXn

xnWn
(2.16)

で与えられる．

3 まとめと今後の課題

本稿では，適当な mutation-periodic quiver を初期 seed にもつクラスター代数を考え，mutation により

seedの列に現れる係数たちが q-Painlevé III, VI方程式を満たすことを紹介した．今後の課題としては，現在

までに得られていない q-Painlevé 方程式や，それらの高階類似などを同様の手法で得ることを目標としてい

る．mutation-periodic quiverや係数の満たす関係式の保存量を見つける手法は，今のところ統一的な方法が

見つかっていないため，それも今後の課題としたい．
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