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概 要

本稿では, Newellが提案した時間遅れ微分方程式で記述される交通流モデルの離散化及び超離散化を

紹介する. 離散化及び超離散化で得られた差分方程式は時間遅れをもつことがわかった. また, それ

らの進行波解についても議論する.

1 はじめに

本稿では, Newellが提案し [1], Whithamが特殊な場合において進行波解を与えた [2]交通流モ
デル:

dxn
dT

(T + τ) = V (hn) (1.1)

を扱う. ただし, n ∈ Z, τ > 0, xn := xn(T ), T ≥ 0, hn := xn+1 − xn. このモデルは, xが車の位
置を表し, 車間距離 hに対して, 関数 V (h)が最適な速度を返すものとなっている. また, このモデ
ルは戸田格子との対応などから, 楕円関数解が存在することが知らている [2, 3, 4].

微分方程式の解の挙動を計算機で解析するために, 方程式の離散化を行う必要がある. また, 離
散化で得られた方程式を以下の極限公式 (A,B ∈ R):

lim
ε→+0

ε log

(
exp

(
A

ε

)
exp

(
B

ε

))
= A+B, lim

ε→+0
ε log

(
exp

(
A

ε

)
+ exp

(
B

ε

))
= max [A,B]

により,超離散化することが出来る. 超離散化によって,従属変数の値までもが離散化されたセルオー
トマトンが得られる. セルオートマトンは,従属変数の値が離散化されているので丸め誤差を考える
必要がなく,数値計算に適している. 超離散化によって得られるセルオートマトンとして代表的なも
のには, 箱玉系 [5, 6]と呼ばれる離散力学系が挙げられる. 一方で, 筆者らは微分方程式の解の構造
を保存した離散化及び超離散化に興味がある. この様な離散化及び超離散化は,ソリトン方程式に代
表される可積分系の方程式に対して様々なものが報告されている. そのうちの一つとして, modified

Lotka–Volterra方程式 (mLV)が挙げられる. (1.1)は, V (h) := tanh (h− c) + tanh c, c > 0の場
合, (mLV)との関連が指摘されており [7], 本稿では (mLV)の離散化及び超離散化の手法に倣って
[6, 8], この場合の (1.1)に対して, 変数変換: gn := tanh (hn − c)を行った方程式:

dgn
dT

= (1− g2n)(gn+1(T − τ)− gn(T − τ)) (NW)

の離散化及び超離散化について考察する. (NW)の離散化及び超離散化は, [7]でも報告されてい
る. しかし, [7]で提案されている方程式には時間遅れのパラメータが入っていない. これは, [7]の
最終目標が (1.1)と関連が指摘されているOVモデル:

d2xn
dT 2

=
1

τ

(
V (hn)−

dxn
dT

)
(OV)
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の離散化及び超離散化であったことに起因している. 実際に, [7]では, (OV)の二階微分を直接, 二
階差分に離散化してしまうのではなく, (1.1)を経由することで二階差分への離散化を行っている.

方程式に時間遅れのパラメータが含まれたものが, (NW)の離散化及び超離散化として適切である
と筆者らは考えている. この様な背景から, 本稿では時間遅れのパラメータも含んだ (NW)の離散
化及び超離散化について議論する.

(mLV)は,
drj
dT

= rj(1 + arj)(rj+1 − rj−1) (mLV)

で与えられる. ただし, j ∈ Z, rj := rj(T ), a ∈ R. (mLV) に対して, rj = −1/(2a) +√
−1ξs(T̃ ,X), X = (j − T/(2a))ξ, T̃ = ξ3T/3 として, 極限: ξ → +0 をとることにより,

s := s(T̃ ,X)が満たす方程式:
∂s

∂T̃
=

∂3s

∂X3
− ∂

∂X
(s3) (mKdV)

が得られる. この方程式は, modified Korteweg–de Vries方程式と呼ばれるソリトン方程式で, そ
のソリトン解を保存した離散化として, 次の差分方程式:

vt+1
j

1 + δvt+1
j+1

1 + avt+1
j

= vtj
1 + δvtj−1

1 + avtj
(d–mKdV)

が知られている [8]. ただし, t ∈ Z≥0, δ > 0. (d–mKdV)に対して, vtj = rj(−δt), T = −δtとし,

極限: δ → +0をとることにより, (mLV)が得られるので, (d–mKdV)は (mLV)の離散化でもある.

[7]で指摘されている様に, (NW)と (mLV)は一部の解を共有している. 実際に, (NW)に対し
て, 進行波解: gn = G(ϕ), ϕ := T + 2τnを課すと, 次の微差分方程式:

G′(ϕ) = (1−G(ϕ)2)(G(ϕ+ τ)−G(ϕ− τ)) (1.2)

が得られる. 一方で, (mLV)に対して, 変数変換: rj = −(1 + r̄j)/(2a)を施し, 進行波解: r̄j =

R̄(ψ), ψ := −T/(4a) + τjを課すと, R̄(ψ)が ψに関して (1.2)と同じ方程式を満たすことが従う.

このことから, (NW)と (mLV)は一部の解を共有していることが分かる.

2 (NW)の離散化と進行波解

2.1 (NW)の離散化

前節で述べた様に, (NW)は (mLV)と一部の解を共有していた. そこで, (d–mKdV)から出発し
て (NW)の離散化を行いたい. まず, (d–mKdV)に対して, 変数変換: vtj = −(1+ v̄tj)/(2a)を施し,

進行波解: v̄tj = V̄ (Ψ), Ψ := t+mj, m ∈ Z>0を課すと, Ψに関する差分方程式:

1− 2γ

γ

(
V̄ (Ψ + 1)− V̄ (Ψ)

)
=

(
1− V̄ (Ψ)

) (
1 + V̄ (Ψ + 1)

)
V̄ (Ψ + 1 +m)

−
(
1− V̄ (Ψ + 1)

) (
1 + V̄ (Ψ)

)
V̄ (Ψ−m)

が得られる. ただし, γ := δ/(4a). ここで, (NW)と (mLV)の解の対応を参考にし, 新しい従属
変数: U(Φ), Φ := t + 2mnを用意する. さらに, U(Φ)が Φに関して上記と同じ差分方程式を満
たすとする. Φ + 1 +m = (t −m + 1) + 2m(n + 1), Φ −m = (t −m) + 2mnであることから,

U(Φ + 1) → ut+1
n , U(Φ) → utn, U(Φ + 1 +m) → ut−m+1

n+1 , U(Φ−m) → ut−m
n という置き換えを

行うと,

1− 2γ

γ
(ut+1

n − utn) = (1− utn)(1 + ut+1
n )ut−m+1

n+1 − (1− ut+1
n )(1 + utn)u

t−m
n (d–NW)
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が得られる. 以下では, γ > 0とする. (d–NW)に対して, utn = gn(γt), γm = τ, γt = T とし, 極
限: γ → +0をとることにより, (NW)が得られるので, (d–NW)は (NW)の離散化と言える.

2.2 (d–NW)の進行波解

ここでは (d–NW)の進行波解を求める. (NW)と (mLV)は進行波解を共有していたので, (d–NW)

の解として以下の形をしたものが求まる.

utn =
M +NLtKn

1 + LtKn

解の形から L > 1とし, さらに (d–NW)の定数解を除くためにM ̸= N とし, 空間一様な解も除く
ためにK ̸= 1とする. この解を仮定すると, (d–NW)から以下の三つの関係式:

(LK − 1)M2 − 2Lm(L− 1)M + Lm(L− 1)∆− (LK − 1) = 0,

Lm(LK − 1)N2 − 2(L− 1)KN + (L− 1)K∆− Lm(LK − 1) = 0,

(L+ 1)(LK − 1)MN − (LK + 1)(L− 1)(M +N) + (LK + 1)(L− 1)∆− (L+ 1)(LK − 1) = 0

が得られる. ただし, ∆ := (1− 2γ)/γ. これらの関係式が両立するための条件として, 分散関係に
相当する以下の関係式:

(2M−∆)(L−1)(K−1)(L2K−1)[4L(L2m+K)−{2(L+1)(LK+1)−(L−1)(LK−1)∆}Lm] = 0

も得られる. この関係式において, 2M −∆ = 0の場合, 前述の三つの関係式からN = M が従っ
てしまい, 仮定に反してしまう. したがって, 以下に挙げる二種類の分散関係が成り立つ場合につ
いて考える. それぞれの場合における (d–NW)の解と連続極限は, 以下に挙げられる様になる.

• L2K − 1 = 0の場合:

utn =
Lm+1

(
−Lm+1 ±

√
D
)
+

(
−1±

√
D
)
Lt−2n

Lm+1(1 + Lt−2n)

ただし, D := L2m+2 +∆Lm+1 + 1. utn = gn(γt), γm = τ, γt = T とし, 極限: γ → +0を
とることにより, gn(T ) ≡ const. (T ≥ τ)が得られる. この解は, 離散系では進行波解である
が, 連続系に移すと定数解となって形が潰れてしまう離散系特有の解と言える.

• 4L(L2m +K)− {2(L+ 1)(LK + 1)− (L− 1)(LK − 1)∆}Lm = 0の場合:

utn =
Lm(−2Lm + LK + 1) + {−Lm(LK + 1) + 2LK}LtKn

Lm(LK − 1)(1 + LtKn)
(2.1)

もしくは,

utn =
Lm(2Lm+1 − LK − 1) + {Lm(LK + 1)− 2K}LtKn

Lm(LK − 1)(1 + LtKn)
(2.2)

この場合, 分散関係に差分パラメータ γが含まれているため, LをK及び γで定まる変数と
見なせる. したがって, 連続極限をとる際の Lの挙動に注意する必要がある. 分散関係から,

極限: γ → +0をとることにより, Lは 1もしくは 1/K のいずれかに近づくことが従う. し
かし, それぞれの解の分母に LK − 1があるので, L = 1 + βγ +O(γ2) (γ → 0)となる Lを
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採用する. さらに, K = eα, utn = gn(γt), γm = τ, γt = T とし, 極限: γ → +0をとること
により, [9]で報告されている (NW)の解:

gn(T ) = ±

(
β/2

1−e−βτ − 1
)
+

(
e−βτβ/2
1−e−βτ − 1

)
eβT+αn

1 + eβT+αn
. (2.3)

が得られる. また, 分散関係にも同じ変数変換及び極限を施すと, この (NW)の解の分散関係:

eα =
β/4 + 1− eβτ

β/4− 1 + e−βτ

も得られる. 以下に, (NW)及び (d–NW)の解を図示したものを挙げる. 連続及び離散の
それぞれの解に対して変数変換: hn := 1 + 0.5 ∗ log (1 + gn)/(1− gn), h

t
n := 1 + 0.5 ∗

log (1 + utn)/(1− utn)を施したものを図示している. これらの変数変換は, 車間距離に対応
する量を見るためのものである. 図 1及び図 2では, 車間距離の小さい層が左に伝搬する様
子, 即ち渋滞が左に伝搬している様子が確認できる.

図 1: (2.1)を図示したもの (L = 1.1, γ = 0.25, m = 3)

図 2: (2.3)でプラスの符号の解を図示したもの (β = 0.2, τ = 3/4)

ところで, utn は (NW) の gn(:= tanh (hn − c)) に対応する従属変数であった. すなわち,

|utn| < 1を満たす解が, 交通流に対応したものとなっている. この解において, |utn| < 1とな
るための必要十分条件は, Lが 1 − L + 4γ(L − L−m) > 0を満たすことである. これは, M

及びN の絶対値が 1より小さいか否かを調べることで得られる条件である. さらに, この条
件を満たす L > 1が存在するには, m及び γが

m >
1− 4γ

4γ

を満たすことが必要十分条件となる. この不等式は, 時間遅れmが十分に大きい, すなわち,

運転手たちの反応が悪いと, ここで得られた種類の渋滞が起こりうることを示唆している. ま
た, 連続極限をとることにより, この条件から τ > 1/4という不等式が得られる. この不等式
は, [9]で報告されている解 gnの絶対値が 1より小さくなる様な α, βが存在するための条件
となっている.
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3 (d–NW)の超離散化及びその解

3.1 (d–NW)の超離散化

[6, 7]を参考にして, (d–NW)に変数変換: utn = tanh
(
(Ht

n − C)/(2ε)
)
, ũtn := exp

(
(Ht

n − C)/ε
)

を施し, 超離散変数Ht
n及び C を導入する. (d–NW)を ũtnで書き直すと

(1− 4γ)ũt−m+1
n+1 + 1

ũt−m+1
n+1 + 1

ũt+1
n =

(1− 4γ)ũt−m
n + 1

ũt−m
n + 1

ũtn (3.1)

が得られる. ここで, 1− 4γ > 0として, 1− 4γ = exp (−G/ε)とする. 1− 4γ < 1であることから
G > 0. 以上の変数変換から, (3.1)は超離散化でき,

Ht+1
n +max [0,Ht−m+1

n+1 − C −G]−max [0, Ht−m+1
n+1 − C]

= Ht
n +max [0,Ht−m

n − C −G]−max [0, Ht−m
n − C]

(ud–NW)

が得られる.

3.2 (ud–NW)の解

この小節では, 前節で示した (d–NW)の解であって分散関係が 4L(L2m+K)−{2(L+1)(LK +

1)− (L− 1)(LK − 1)∆}Lm = 0である (2.1)及び (2.2)を超離散化することで (ud–NW)の解を構
成する. また, この小節でも (d–NW)を超離散化する際に仮定した様に 1− 4γ > 0とする. まず,

(d–NW)の解 (2.1)及び (2.2)をそれぞれ ũtnに対応する形に変数変換すると,

L1−mK − 1

1− L−m

1 + Lt−mKn

1 + Lt−m+1Kn+1
,
L− L−m

L−mK − 1

1 + Lt−mKn+1

L+ Lt−mKn

が得られる. 一方, 分散関係を用いると,

L1−mK − 1

1− L−m
=

L− 1

1− L+ 4γ(L− L−m)
,

L− L−m

L−mK − 1
=
L{1− L+ 4γ(L− L−m)}

(1− 4γ)(L− 1)
,

K =
1− L+ 4γLm(L− L−m)

{1− L+ 4γ(L− L−m)}L

が得られる. 1− L+ 4γ(L− L−m) > 0となるように Lをとることにすると, m > 0, L > 1及び
0 < 1− 4γ < 1から, 上記の四角で囲まれた二つの式及びK が正となり,

L1−mK − 1

1− L−m
= exp

(
B

ε

)
,
L− L−m

L−mK − 1
= exp

(
B′

ε

)
,

L = exp (Q/ε)及びK = exp (P/ε)と超離散変数B, B′, Q及び P が導入できる. また, L > 1と
していたことから, Q > 0とする. さらに, 分散関係から以下の三つが従う.

1. 分散関係から
L1−mK − 1

1− L−m

L− L−m

L−mK − 1
=

L

1− 4γ

が得られ, この等式に対して超離散極限をとることによって,

B +B′ = Q+G

が成り立つ.
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2. m ∈ Z>0であるから, 分散関係より,

Lm−1 + · · ·+ 1 = (1− 4γ)(Lm + · · ·+ 1) +
1− L−m

L1−mK − 1
Lm

が得られ, この等式を超離散化し, m,Q > 0を用いると,

Q = min [G,B]

が得られる.

3. 分散関係を
L1−mK − 1

1− L−m
L+

L

1− 4γ
=
L1−mK

1− 4γ
+
L1−mK − 1

1− L−m
L−m

と変形し, この等式を超離散化して整理すると, max [B,G]+Q = max [P +G+Q,B]−mQ
が得られる. この関係式と 2.で得られた関係式及びm,Q,G > 0から,

B = P + (1−m)Q, min [G−Q,P −mQ] = 0

が得られる.

(2.1)及び (2.2)を超離散化し, 前述の関係式を用いると, (ud–NW)の解について, 次の定理で纏め
られる.

定理

Ht
n = C + (1−m)Q+ P +max [0, (t−m)Q+ nP ]−max [0, (t−m+ 1)Q+ (n+ 1)P ]

Ht
n = C +mQ− P +G+max [0, (t−m)Q+ (n+ 1)P ]−max [Q, (t−m)Q+ nP ]

は (ud–NW)の解となる. ただし, P 及びQ > 0は, 分散関係:

min [G−Q,P −mQ] = 0

を満たす定数.

以下に, 定理で得られた解を図示したもの挙げる. 連続と離散の場合と同様に渋滞が左に伝搬する
様子が確認できる.

図 3: 定理の一つ目の解を図示したもの (Q = 1, G = 2, m = 3, C = 4)
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4 まとめと今後の課題

本稿では, (NW)の離散化及び超離散化を行った. さらに, 得られた離散化及び超離散化は時間
遅れをもつ方程式になっており, それぞれのある進行波解に対して具体形を与えた. 今回得られた
離散方程式 (d–NW)には恒等的に定数という解がある. この定数解の安定性を解析することで交
通流において渋滞が生じるか否かについて議論できる. (d–NW)の定数解の安定性解析を今後の課
題とし, さらには, (NW)と (d–NW)それぞれの定数解の安定性の対応について明らかにしていき
たい. また, (1.1)と (OV)は関連が指摘されていた. これは, (1.1)の左辺を τ = 0の周りで展開し,

τ の 2次以上の項を無視することで (OV)が得られるというものである. この関連から, (d–NW)

に対して何らかの極限操作を行うことで (OV)が得られると期待される. この予想から, (d–NW)

と (OV)との関連についても今後の課題としたい.
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