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第 1章 緒論 

第 1節 研究の背景および目的 

1946 年に真空管を論理素子とする ENIAC が登場して以来、コンピュータに使われる技術

は劇的に進歩してきた（Hwang, 1979; Fogel, 1998）。2016 年現在のスーパーコンピュータは

10 ペタ FLOPS（FLoating-point Operations Per Second ; 1 秒間の浮動小数点数演算回数）以上

の演算処理性能を有し（Liao et al., 2014; Shaw et al., 2014）、計算所要時間の問題により今ま

で困難と言われていた、分子 1 つ 1 つのブラウン運動を考慮した細胞のがん化機序の解明

（Takahashi et al., 2010）や細胞内のタンパク分子から心拍動の挙動までに至る網羅的な再現

（Hosoi et al., 2010）などの大規模な数理解析が可能となってきている。ここ日本において

も、理化学研究所が所有するスーパーコンピュータ京が 2011 年 6 月に LINPACK ベンチマ

ークで 8.162 ペタ FLOPS、実行効率 93.0％を達成し、当時の世界最速となるなどコンピュ

ータ技術は国内外で目覚しい発展を遂げている（Yokokawa et al., 2011; Hasegawa et al., 2011; 

Miyazaki et al., 2012）。これら最新のコンピュータの進歩に伴い、コンピュータシミュレーシ

ョン（理論的解析）の研究も同様に発展してきた。コンピュータシミュレーションは、何ら

かの仮説的状況をコンピュータ上に再現し、仮想実験を進める研究手法である（Roberts et 

al., 1997; Wilkins, 2013; Tomasula et al., 2014）。それゆえ、コンピュータシミュレーションは

コスト上容易に実験ができないもの、毒性により危険を伴うもの、地球上では実験できない

ものなど、実環境で解析が非常に困難な状況における検証を可能にする。その様なコンピュ

ータシミュレーションの研究分野の 1 つとしてシステム生物学が挙げられる。 

システム生物学は生命のメカニズムをシステムとして理解するという着想から生まれた

研究分野である（Hood, 2003; Kitano, 2002a; Kitano, 2002b; Liu, 2005; Papp and Pál, 2011）。こ

れは従来の工学分野、特に機械工学の分野で扱われてきたパーツの組み合わせからなるシ

ステムの同定、解析、制御および設計の手法を生物学の研究分野に持ち込んで、生命の理解
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を図るアプローチである（図 1.1）（Kitano, H., 2002a）。このようなアプローチが注目される

ようになった背景として、近年のマイクロアレイ（Castel et al., 2006）や質量分析器（Aebersold 

and Mann, 2003）などのハイスループットな生物学的実験技術の発展が挙げられる。これに

より、遺伝子発現、タンパク質合成、代謝流速、細胞間相互作用など多種多様な生物学的エ

ビデンス（オミックスデータ）を入手可能となった（Bleicher et al., 2003; Macarron et al., 2011; 

Fischer et al., 2004）。そして、単細胞生物からヒトにわたる多くの生物種における実験によ

り、生物を構成する要素の情報（パーツの情報）が蓄積された。これらオミックスデータと

パーツの情報の集積は、ゲノム、トランスクリプトーム、プロテオーム、メタボロームなど

の階層を跨ぐ相互作用や制御機構を組み込んだ数理モデル（マルチスケールモデル）の構築

（図 1.2）（Ge et al., 2003; Altaf-Ul-Amin et al., 2014）を可能にし、これらの数理モデルは生

命システムの高次機能を創出する機序の解明に適用されるに至っている（Hood, 2003; Kitano, 

2002a; Kitano, 2002b; Liu, 2005; Papp and Pál, 2011）。特に、遺伝子、代謝、細胞などの階層間

の時間スケールの相違を伴う数理モデルは時間マルチスケールモデルと呼ばれ、細胞周期

制御機構、細胞運命決定機構、免疫システムなどの細胞内シグナル伝達系の解析において有

効であることが報告されている（Yao et al., 2015; Bajikar and Janes 2012; Helikar et al., 2013; 

Stolarska et al., 2009）。生命システム内の階層間の状態遷移速度の相違を考慮した数理解析

は今後も、疾病機序の解明など生命システムの個体差の理解に深く関わると予想される。し

かしながら、現在、時間マルチスケールモデルを用いた生命システムの数理解析の実用化に

おいて、数値計算の効率化技術の構築という大きな課題に直面している（Hood, 2003）。 

時間マルチスケールモデルの数値解析では、階層間の時間スケールの違いに起因する stiff

問題が生じることが知られている（Curtiss and Hirschfelder, 1952; Sommeijer, 1993; Hairer and 

Wanner, 1999）。時間マルチスケールモデルは、状態変化が緩やかな階層（最大の時間スケー

ルの階層）と状態変化が急激な階層（最小の時間スケールの階層）を数理モデル中に含み、

これら時間スケールの異なる階層の混在により stiff現象が発生する（Young and Boris, 1977; 
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Prothero and Robinson, 1974）。そのため、従来の数値計算手法において時間マルチスケール

モデルを解析する場合、一般的に、計算精度の維持および計算の安定性確保のため、最小の

時間スケールの階層の時間発展の刻み幅が全階層のそれに適用される。その結果、多くの階

層の動的挙動が過分に縮小された時間発展の刻み幅を用いて数値的に解析され、それは計

算量の大幅な増大をもたらす（stiff 問題）。これまでに、安定性解析手法に着目した陰解法

（Gear, 1971; Hairer and Wanner, 1999）や Multi-core Central Processing Unit（CPU）資源の有

効活用に着目した並列化手法（Gear, 1988; Bellen et al., 1990; Pope et al., 2011）など、多数の

数値計算手法が stiff 問題を解消する手法として提案されてきた。しかしながら、未だ stiff

問題の解消には至っていない。このことは、新たな観点でソフトウェアとハードウェアの特

性を活かした stiff問題の処理効率化が必要とされていることを暗示している。 

従来の多くの数値計算手法は CPU のマルチプロセッシング技術の発展に伴う並列化を活

用するものであり（Shi et al., 2012; Singh et al., 2013）、主記憶装置（メインメモリ）を活用

する手法はほとんど存在しない。何故なら、コンピュータの性能向上の中で主記憶装置の進

歩は比較的緩慢であり、従来の数値計算分野では演算処理過程における主記憶装置へのア

クセス時間が数値計算におけるボトルネックと考えられていたためである（Williamson, 

1980; Kennedy et al., 2000; Stanescu and Habashi, 1998）。故に、これまで数値計算過程での主

記憶装置の使用量を減らす、省メモリ型の数値計算手法の研究が盛んに実施されてきた

（Carpenter and Kennedy, 1994；Brachet, 2008）。このような背景もあり、主記憶装置は数値計

算においてさほど有効に活用されてこなかった。ところが、本来、主記憶装置に保存されて

いるデータの呼び出しは、補助記憶装置に保存されているデータの呼び出しよりも高速で

ある。主記憶装置に時間スケールの異なる階層のデータを保存し、これを用いて全階層のダ

イナミクスの並列計算を実行すれば、時間マルチスケールモデルの数値計算の更なる効率

化が期待できる。 

本研究では、時間マルチスケールモデルの数値解析において、時間スケールの小さい階層
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の状態変化に基づいて時間スケールの大きい階層の時間刻み幅を動的に決定する方法を構

築し、階層間の時間スケールの差に起因する stiff 問題を改善する新奇の数値計算手法（提

案法）を設計および開発する。具体的には、数値解や微分値の推移データを主記憶装置に保

存し、保存されたデータを基に時間刻み幅の動的な制御を実現する。そして、階層間の相互

作用を伴う時間マルチスケールモデルの数値解析において提案法と従来法の計算性能を比

較し、提案法の計算コストと計算効率の関係を検証する。stiff問題に効果的な数値解法の構

築は数理モデルの大規模化および数値解析の精密化に貢献し、生命システムの機能制御お

よび創発事象などの解明を強力に推進するに違いない。 

 

第 2節 論文の構成 

本論文は以下の構成とした。第 2 章では、本研究において構築した新奇数値計算手法（提

案法）に用いる各種数値計算手法（常微分方程式計算手法、数値積分計算手法、補間法）の

アルゴリズムを述べる。第 3 章ではまず、提案法の詳細なアルゴリズムを説明する。そし

て、階層間の時間差に起因する stiff 現象を伴う 2 種のベンチマークモデルを構築し、提案

法と従来法をこのベンチマークモデルに適用することで計算性能（計算効率・計算精度・計

算速度）を検証する。第 4 章では、様々な特徴を持つ多様な時間マルチスケールモデルに対

して提案法を適用し、提案法の汎用性や特性を検証する。特に、階層数、階層内に含まれる

要素数、階層を跨ぐ反応数の異なる数理モデルを対象に、提案法の適用可能性を明らかにす

る。これまでの第 3 章および第 4 章の検証では、既存の常微分方程式計算手法 Runge-Kutta

法（竹之内, 1977; 洲之内と石渡, 1978, Flannery et al., 1993）に対して、刻み幅と計算手順を

最適化する提案法を『適用したもの』と『適用しなかったもの』の数値解や計算回数を比較

することで、提案法の有効性を確認する。第 5 章では、提案法を Runge-Kutta 法以外の既存

の数値計算手法に適用し、提案法が様々な既存の数値計算手法に数値計算モジュールとし

て汎用的に適用可能か検証する。第 6章では提案法の有効性について総合的な考察を行う。 
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図 1.1 システム生物学の研究概要. システム生物学の研究分野はシステム同定、システム解

析、システム制御およびシステム設計の大きく 4 つに分けられ、これら 4 つの研究を通し

て生物をシステムレベルで理解することを目指す。 

図 1.2 生命現象におけるマルチスケールモデルの概要. 階層を跨ぐ矢印は階層間の相互作

用を示す。生物のシステムは階層内および階層間の相互作用により調整されている。 
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第 2章 数値計算手法 

第 1節 緒言 

本論文で新奇の数値計算手法（提案法）を設計した（第 3 章参照）。提案法は常微分方程

式計算手法、数値積分計算手法、補間手法の 3 種を用いた動的な刻み幅制御と計算手順の変

更によって数値計算量の減少を実現する。また、提案法の有効性は提案法と既存の常微分方

程式計算手法をベンチマークモデルに適用し、それぞれの数値解や計算回数を比較するこ

とで検証した。本章では提案法の刻み幅制御や計算手順の変更、提案法の有効性の検証に用

いる、各種数値計算手法の基本計算原理について説明する。 

 

第 2節 常微分方程式計算手法 

第 1項 Euler 法 

常微分方程式を変数分離し、理論的に導出した解を解析解（厳密解）と呼ぶ。一方で、コ

ンピュータを用いた逐次計算により得た解を数値解（近似解）と呼ぶ（洲之内と石渡, 1978）。

Euler 法は常微分方程式の数値解を導出する最も基本的な数値計算手法である（竹之内, 

1977; 洲之内と石渡, 1978, Flannery et al., 1993; 宮下, 2002）。以下に Euler 法の数値計算アル

ゴリズムを示す。 

対象とする常微分方程式が以下の式（2.1）で表現されるとする。 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑦)                （2.1） 

𝑡は時間を、𝑦は従属変数をそれぞれ表す。初期条件を以下の式（2.2）で設定する。 

(𝑡, 𝑦) = (𝑡0, 𝑦0)                 （2.2） 

ここで、ある𝑖番目の状態(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)から、次の𝑖 + 1番目の状態(𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1)を算出したい。しかし

ながら、式（2.1）はコンピュータでは解析的に計算することが出来ない。そこで、このとき

の時間の差(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)の値をℎ（刻み幅）とし、コンピュータで計算可能な式（2.3）を導くこ
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とで数値計算を実施する（図 2.1）。 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖) ∙ ℎ               （2.3） 

式（2.3）を所定の時間まで繰り返し数値解を算出する。また、刻み幅ℎは各数理モデルに適

した値を設定する。ここで、𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)をℎまわりで Taylor 展開した以下の式（2.4）を考える。 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑡𝑖
∙

ℎ

1!
+

𝑑2𝑦𝑖

𝑑𝑡𝑖
2 ∙

ℎ2

2!
+ ⋯ ⋯ ⋯          （2.4） 

理論によって求められる解析解は Taylor 展開の式（2.4）の無限項を考慮した真の値である。

一方、コンピュータにおいてすべての無限項を計算することは不可能であり、数値解はある

一定の項で計算を打ち切った場合の誤差（打ち切り誤差）を含む値である。Euler 法は、Taylor

展開におけるℎの 1 次までの項を考慮する計算方法で、2 次以降の項は切り捨てられる。こ

のとき、𝑛次の項まで考慮する計算は𝑛次の常微分方程式数値解法と呼ばれ、Euler 法は 1 次

の常微分方程式数値解法である。次数の少ない計算手法は打ち切り誤差が大きくなるため、

一般的に、逐次計算の進行とともに誤差の顕著な蓄積が観られる。 

 

  

図 2.1 Euler 法の数値計算アルゴリズム. 𝑖番目の状態(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)から、次の𝑖 + 1番目の状態

(𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1)を算出する Euler 法の基本的計算原理を示す。ここで、ℎは刻み幅、𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)は座

標(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)における傾きを表す。 
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第 2項 Runge-Kutta法 

本項では、Runge-Kutta 法の数値計算アルゴリズムについて説明する。Runge-Kutta 法は前

項の Taylor 展開の式（2.4）におけるℎの 4 次までの項を考慮する 4 次の常微分方程式数値解

法である（竹之内, 1977; 洲之内と石渡, 1978, Flannery et al., 1993; 宮下, 2002）。数値計算手

法としては比較的簡単なアルゴリズムながら高精度の数値解が算出できるため、常微分方

程式の数値計算において最も広く利用されている。以下に Runge-Kutta 法の数値計算アルゴ

リズムを示す。 

Euler 法と同様の式（2.1）および初期条件の式（2.2）の下で、ある𝑖番目の状態(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)から、

次の𝑖 + 1番目の状態(𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1)を算出する。このとき、ℎ = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖として、式（2.5）~（2.8）

に従い 4 つの微分係数（図 2.2）を計算する。 

𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖) （2.5） 

𝑘2 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

ℎ

2
𝑘1) （2.6） 

𝑘3 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

ℎ

2
𝑘2) （2.7） 

𝑘4 = 𝑓(𝑡𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ𝑘3) （2.8） 

これら 4 つの微分係数を用いて、𝑦𝑖+1を算出する。 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
ℎ

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)           （2.9） 

式（2.9）の計算を所定の時間まで繰り返すことで数値解を算出する。また、刻み幅ℎは各数

理モデルにおいて適切な値を設定する。Runge-Kutta 法は Taylor 展開の式（2.4）における 4

次の項まで考慮するため、1 次の項までしか考慮しない Euler 法に比べ高精度な計算手法で

ある。本研究では、提案法の計算性能の検証（第 3 章および第 4 章参照）において Runge-

Kutta 法を従来法として適用した。 

  



第 2 章 数値計算手法 

9 

 

 

第 3項 Runge-Kutta-Fehlberg 法 

常微分方程式の数値計算において、刻み幅ℎと計算回数は負の相関、刻み幅ℎと計算誤差

は正の相関である（竹之内, 1977）。例えば、刻み幅ℎを大きくした場合、計算回数は減り、

計算誤差は大きくなる。一方、刻み幅ℎを小さくした場合、計算回数は増え、計算誤差が小

さくなる。つまり、常微分方程式の数値計算での計算刻み幅は、計算する数理モデルの解の

挙動に応じて適切な値に設定する必要がある。実際の常微分方程式の計算過程では、シミュ

レーションの時刻に応じて刻み幅が大きくとれる範囲（解の挙動が緩慢な範囲）と刻み幅を

小さくとらなければならない範囲（解の挙動が急速な範囲）が混在しており、Euler 法およ

びRunge-Kutta法では一定の計算精度を保証するために全シミュレーション時間の中で最も

小さな刻み幅にあわせて計算していた。そこで、Fehlberg はモデルの解の挙動に応じて適切

な刻み幅を動的に適用しながら計算が可能な数値計算手法（Runge-Kutta-Fehlberg 法）を提

案した（Flannery et al., 1993, Fehlberg, 1970）。この数値計算手法は Taylor 展開の式（2.4）に

おける次数差による打ち切り誤差に着目し、4 次の数値計算の打ち切り誤差と 5 次の数値計

算の打ち切り誤差の差異の大小により適切な刻み幅を動的に設定する。以下に Runge-Kutta-

図 2.2 Runge-Kutta 法における微分係数の計算原理. 𝑖番目の状態(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)から、次の𝑖 + 1番目

の状態(𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1)を算出する際に計算する𝑘1~𝑘4の式の原理を示す。ここで、ℎは刻み幅を表

す。 
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Fehlberg 法のアルゴリズムを示す。 

対象とする常微分方程式が式（2.1）、初期条件が式（2.2）とする。ある𝑖番目の状態(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)

から、次の𝑖 + 1番目の状態(𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1)を算出するとき、ℎ = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖として、以下の式（2.10）

~（2.15）に従い 6 つの微分係数を計算する。 

𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)                           （2.10） 

𝑘2 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
ℎ

4
, 𝑦𝑖 +

ℎ

4
𝑘1)                      （2.11） 

𝑘3 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
3

8
ℎ, 𝑦𝑖 +

3

32
ℎ𝑘1 +

9

32
ℎ𝑘2)                （2.12） 

𝑘4 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
12

13
ℎ, 𝑦𝑖 +

1932

2197
ℎ𝑘1 −

7200

2197
ℎ𝑘2 +

7296

2197
ℎ𝑘3)        （2.13） 

𝑘5 = 𝑓 (𝑡𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 +
439

216
ℎ𝑘1 − 8ℎ𝑘2 +

3680

513
ℎ𝑘3 −

845

4104
ℎ𝑘4)       （2.14） 

𝑘6 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 −

8

27
ℎ𝑘1 + 2ℎ𝑘2 −

3544

2565
ℎ𝑘3 +

1859

4104
ℎ𝑘4 −

11

40
ℎ𝑘5)    （2.15） 

これら 6 つの微分係数を用いて、4 次の数値解 𝑦𝑖+1 と 5 次の数値解 𝑦𝑖+1 を算出する。こ

こで、4 次の数値解 𝑦𝑖+1 を 𝑦(4)𝑖+1、5 次の数値解 𝑦𝑖+1 を 𝑦(5)𝑖+1 とする。𝑦(4)𝑖+1 は以

下の式（2.16）で表される。 

𝑦(4)𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ (
25

216
𝑘1 +

1408

2565
𝑘3 +

2197

4104
𝑘4 −

𝑘5

5
)     （2.16） 

また、𝑦(5)𝑖+1は以下の式（2.17）で表される。 

𝑦(5)𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ (
16

135
𝑘1 +

6656

12825
𝑘3 +

28561

56430
𝑘4 −

9

50
𝑘5 +

2

55
𝑘6) （2.17） 

𝑦(4)𝑖+1と𝑦(5)𝑖+1の差は Taylor 展開の式（2.4）における 5 次項以降の打ち切り誤差に等し

い。以下の式（2.18）は打ち切り誤差の評価値𝐸𝑟𝑘𝑓である。 

𝐸𝑟𝑘𝑓 = (
𝜀 ∙ ℎ

2 ∙ |(𝑦(5)𝑖+1 − 𝑦(4)𝑖+1)|
)

1/4

           （2.18） 

ここで、𝜀は 1 step 当たりの許容誤差を示す。打ち切り誤差が大きいほど、評価値𝐸𝑟𝑘𝑓は 0 に

漸近する。一方、打ち切り誤差が小さいほど、評価値𝐸𝑟𝑘𝑓は大きくなる。そして、𝜀によっ
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て定められる最適な刻み幅と実際に計算に用いた刻み幅の差が少ないほど評価値𝐸𝑟𝑘𝑓は 1.0

に漸近する。Runge-Kutta-Fehlberg 法は以下の式(2.19)により、評価値𝐸𝑟𝑘𝑓の値に応じて刻み

幅ℎを𝐸𝑟𝑘𝑓倍することで刻み幅を動的に制御する。 

ℎ́ = 𝐸𝑟𝑘𝑓 ∙ ℎ                （2.19） 

ここで、ℎ́は次の step の刻み幅を示す。Runge-Kutta-Fehlberg 法は打ち切り誤差が大きければ

解の挙動が急速であるとして刻み幅を小さく、打ち切り誤差が小さければ解の挙動が緩慢

であるとして刻み幅を大きく設定する。このような手続きを通して Fehlberg は解の挙動に

応じた動的な刻み幅制御を実現した。 

 

第 4項 Adams-Bashforth-Moulton法 

Adams-Bashforth-Moulton 法は予測子・修正子法と呼ばれる数値計算手法の１種である（洲

之内と石渡, 1978; Flannery et al., 1993）。この数値計算手法は Adams-Bashforth 法（予測子）

と Adams-Moulton 法（修正子）の 2 種の数値計算手法からなる。このとき、予測子によって

次の解を近似的に導出（陽的解法）し、修正子によりその近似値を修正する（陰的解法）と

いう計算過程を繰り返すことで数値解を計算する（図 2.3）。 

予測子は陽的解法により次のステップの計算結果を算出する方法である。Adams-

Bashforth 法では 4 点の確定値から次のステップの近似値を算出する。対象とする常微分方

程式が式（2.1）、初期条件が式（2.2）とする。ある𝑖番目の状態態(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖)から、次の𝑖 + 1番目

の状態(𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1)を算出するとき、ℎ = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖として、以下の式（2.20）により予測子𝑦𝑖+1
𝑝

を算出する。 

𝑦𝑖+1
𝑝 = 𝑦𝑖 +

1

24
ℎ(55 ∙ 𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖) − 59 ∙ 𝑓(𝑡𝑖−1, 𝑦𝑖−1) + 37 ∙ 𝑓(𝑡𝑖−2, 𝑦𝑖−2) − 9 ∙ 𝑓(𝑡𝑖−3, 𝑦𝑖−3))（2.20） 

この計算過程により𝑦𝑖+1の近似値を導出する。 

次に修正子により予測子の値の修正を行う。修正子とは予測子によって求めた近似値を

修正し、より良い近似値を得る陰的な計算ステップからなる。Adams-Moulton 法は予測子と
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して求められた𝑦𝑖+1
𝑝
と 3 点の確定値から以下の式（2.21）により確定値𝑦𝑖+1を計算する。 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

24
ℎ (9 ∙ 𝑓(𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1

𝑝 ) + 19 ∙ 𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖) − 5 ∙ 𝑓(𝑡𝑖−1, 𝑦𝑖−1) +∙ 𝑓(𝑡𝑖−2, 𝑦𝑖−2))  （2.21） 

 

 

 

第 5項 Gear 法 

前項の Adams-Bashforth-Moulton 法は固定刻み幅からなる数値計算手法であり、stiff な数

理モデルの数値計算において計算時間の増大や不安定性という問題（stiff問題）が生じてい

た（Young and Boris, 1977; Prothero and Robinson, 1974）。ここで stiffとは、刻み幅ℎからなる

数値計算の 1 計算 step 内において、解の挙動が急速な従属変数と緩慢な従属変数が混在す

ることを示す。つまり、stiffな数理モデルの数値計算では、計算精度の維持や計算の安定性

確保のために解の挙動が急速な従属変数に合わせた刻み幅での計算が必要となり、計算時

間の増大が生じる（Curtiss and Hirschfelder, 1952; Sommeijer, 1993; Hairer and Wanner, 1999）。

そのため、Gear は stiff な数理モデルにおいて高速に数値計算が可能な硬安定性を持つ陰的

多段階法（Gear 法）を提案した（Gear, 1971）。Gear 法は Adams-Bashforth-Moulton 法と同様

に予測子・修正子法に属する数値解法である。Gear 法の 4 次の公式は以下の式（2.22）およ

び（2.23）のとおりである。 

図 2.3 予測子・修正子法の数値計算アルゴリズムの概要. 予測子により確定値 4 点から補外

値（赤丸）を算出し、補外値と確定値 3 点から修正子（青丸）を算出している。 
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𝑦𝑛,(0) = ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑛−𝑖

4

𝑖=1

+ 𝜂1ℎ𝑦𝑛−1             （2.22） 

𝑦𝑛,(𝑚+1) = ∑ 𝛼𝑖
∗𝑦𝑛−𝑖

4

𝑖=1

+ 𝜂0
∗ℎ𝑓(𝑦𝑛,(𝑚), 𝑡𝑛)         （2.23） 

ここで数値計算の𝛼𝑖,𝛼𝑖
∗, 𝜂1, 𝜂0

∗はそれぞれ予測子・修正子法のパラメータを示している。また、

式（2.22）が予測子の計算、式（2.23）が修正子の計算となっている。Gear 法は𝑦𝑛に対する

予測子𝑦𝑛,(0)を決定するために以前に計算された値[𝑦𝑛−1, ℎ𝑦𝑛−1, 𝑦𝑛−2, ⋯ , 𝑦𝑛−𝑞]を利用する。計

算は、最初は明らかな𝑦0、ℎ𝑦0しか利用できないため、1 次で始められる。その後、計算が

進むにつれオーダーは増えていくが、硬安定性が保証されるのは 5 次以下までである。修正

子の収束解は、予測子において評価される𝑦𝑛,(0)からの繰り返しにより、Newton-Raphson 法

（洲之内と石渡, 1978; Flannery et al., 1993）を用いて求められる。 

𝑦𝑛,(𝑚+1) = 𝑦𝑛,(𝑚) + {𝚰 − ℎ𝜂0
∗𝐉(𝑦𝑛,(𝑚), 𝑡𝑛)} {∑ 𝛼𝑖

∗

4

𝑖=1

𝑦𝑛−1 + ℎ𝜂0
∗𝑓(𝑦𝑛,(𝑚), 𝑡𝑛) − 𝑦𝑛,(𝑚)}  （2.24） 

ここで、𝐈, 𝐉はそれぞれ単位行列、Jacobian 行列を示している。Gear 法では、ステップごとに

Jacobian 行列𝐉を評価することなく、式（2.24）の繰り返しで進んでいく。もし 3 回の繰り返

しで式（2.24）が収束しなければ、その時点で Jacobian 行列を再計算し、繰り返しが再開さ

れる。このようなアルゴリズムで計算され、Gear 法は相対的に大きな刻み幅でかつ stiff な

数理モデルに対しても安定な数値解を得られる数値解法となっている。 

 

上述のように Gear 法を含む陰解法では Jacobian 行列の計算など、モデル内の構成因子を

独立変数とする非線形連立方程式の解の導出が不可欠である。時間マルチスケールモデル

のように多数の構成因子から構成されるモデルにおいては、陰解法より計算される非線形

連立方程式も非常に大規模になる。そのため、Gear 法においても、適用するモデルの規模

によっては非線形連立方程式の数値計算に伴う計算量の大幅な増加が生じ、stiff問題を解消

できない場合がある（Johnson and Berney, 2014）。 
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第 3節 補間手法 

第 1項 Lagrange補間 

補間とは前後のデータから欠けているもしくは存在しない値を推測し近似する数値計算

手法である（洲之内と石渡, 1978, Flannery et al., 1993）。例えば、図 2.4 のような 3 点のデー

タがあり、これらを全て通る曲線の関数が得られたとする。このとき、データの範囲内の値

を推定することを補間、それ以外の範囲を推定することを補外という。最も単純な補間は線

形補間であり、データを直線で結んで補間をおこなうものである。一般的に、補間の近似精

度は良いことが知られており、適切な補間手法をデータに対して用いた場合、真の解と補間

値の相関は非常に高い。一方、補外の近似精度は不安定であり、真の解との相関は決して高

いとはいえない。 

本項では補間手法の 1 つである Lagrange 補間の説明を述べる（洲之内と石渡, 1978, 

Flannery et al., 1993; 宮下, 2002）。Lagrange 補間は以下の式（2.25）および（2.26）で表され

る。 

𝐿(𝑥) = ∑ 𝐿𝑘(𝑥)

𝑁

𝑘=0

𝑦𝑘               （2.25） 

𝐿𝑘(x) = ∏
𝑥 − 𝑥𝑗

𝑥𝑘 − 𝑥𝑗

𝑁(𝑗≠𝑘)

𝑗=0

               （2.26） 

ここで、𝐿(𝑥)は補間値、𝑘, 𝑗は補間に用いるデータにより決まる変数、𝑦は縦軸の値、𝑁は補

間する多項式の次数、𝑥は横軸の値である。求める補間値の座標は(𝑥, 𝐿(𝑥))で表される。 
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第 4節 数値積分計算手法 

第 1項 Simpsonの公式 

Simpson の公式（Simpson's rule）とは、数値解析の分野において、積分の近似値を得る方

法である（洲之内と石渡, 1978, Flannery et al., 1993）。求める関数を𝑓(𝑥)、積分区間を[𝑎, 𝑏], 

積分区間の中点を𝑚としたとき、𝑓(𝑥)の区間𝑎, 𝑚, 𝑏による値 3 点(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑚), 𝑓(𝑏))を計算し、

それぞれの値を用いて 2 次関数の近似式𝑃(𝑥)を得る。𝑃(𝑥)は Lagrange 補間（第 3節 第 1

項参照）を用いることで以下の式（2.27）で表される。 

𝑃(𝑥) = 𝑓(𝑎)
(𝑥 − 𝑚)(𝑥 − 𝑏)

(𝑎 − 𝑚)(𝑎 − 𝑏)
+ 𝑓(𝑚)

(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)

(𝑚 − 𝑎)(𝑚 − 𝑏)
+ 𝑓(𝑏)

(𝑥 − 𝑚)(𝑥 − 𝑏)

(𝑎 − 𝑚)(𝑎 − 𝑏)
 （2.27） 

このとき、式変形を行うことで次の Simpson の公式（2.28）が得られる。 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≈ ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=
(𝑏 − 𝑎)

6
{𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)}    （2.28） 

Simpson の公式は積分区間[𝑎, 𝑏]が小さい範囲であれば高精度に積分値を近似する。一方、

積分区間[𝑎, 𝑏]が大きい範囲であれば、積分区間[𝑎, 𝑏]を𝑁 個に分割し、分割された各区間の

総和により積分値を算出する。この数値計算手法は合成 Simpsonの公式（Composite Simpson's 

rule）である（洲之内と石渡, 1978, Flannery et al., 1993）。以下の式（2.29）および（2.30）に

図 2.4 補間と補外の基本原理. データの内部にある部分（青線部）が補間によって求められ

る値。データの外部にある部分（赤線部）が補外によって求められる値である。 
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合成 Simpson の公式を示す。 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=
(𝑏 − 𝑎)

6𝑁
∑{𝑓(𝑥2𝑘) + 4𝑓(𝑥2𝑘+1) + 𝑓(𝑥2𝑘+2)}

𝑁−1

𝑘=0

   （2.29） 

𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘 ∙ (
(𝑏 − 𝑎)

2𝑁
)               （2.30） 
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第 3章 新奇数値計算手法の設計および開発 

第 1節 緒言 

第 2 章で述べた Runge-Kutta 法や Runge-Kutta-Fehlberg 法などの既存の数値計算手法にお

いて時間マルチスケールモデルを解析する場合、計算精度の維持および計算の安定性確保

のため、最小の時間スケールの階層の時間発展の刻み幅が全階層のそれに適用される。その

結果、計算時間の増加（stiff問題）をもたらすことが報告されている（Curtiss and Hirschfelder, 

1952; Sommeijer, 1993; Hairer and Wanner, 1999）。特に、stiff問題はシステム生物学における

システム同定（System Identification）やシステム解析（System Analysis）（図 1.1）の数値最適

化の作業効率に大きな影響を及ぼす。例えば、実数値遺伝的アルゴリズム（AREX+JGG）に

よるシステム同定では 112 要素のパラメータ値の推定に約 2.0E+06 回の繰り返し計算を要

した（Komori et al., 2012）。数値最適化に要する時間は 1 回の数値計算に要する時間と計算

回数の積からなり、stiff問題が生じて 1 回の数値計算に要する時間が大幅に増加すると数値

最適化に要する時間も線形的に増加してしまう。また、stiff問題は、生命システムのみなら

ず気象状況のシミュレーションにおける『台風の動き』と『局地的な雲の動き』（Arakawa and 

Jung, 2011）、化学反応のシミュレーションにおける『化合物の動き』と『結合』（Duarte et al., 

2015）など、多くの自然現象の数値解析で生じる。つまり、stiff問題の解消は生命システム

を含む多種多様な数理解析の発展に大きく貢献する。 

これまでに、Gear 法（Gear, 1971） や Radau 法（Hairer and Wanner, 1999） に代表される

多数の陰解法（第 2 章 第 2 節 第 4 項及び第 5 項参照）が stiff 問題を解消する候補として

提案された。これら陰解法では、数値解はモデル内の構成因子を独立変数とする非線形連立

方程式の解を用いて計算される。陰解法で時間マルチスケールモデルを計算する場合、陰解

法の計算安定性が非常に高いため、最小の時間スケールの階層の時間発展の刻み幅よりも

大きな時間発展の刻み幅が全階層のそれに適用される。一方、時間マルチスケールモデルは
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多数の構成因子（従属変数）から構成されるため、陰解法により計算される非線形連立方程

式は非常に大規模になる。つまり、陰解法は過分に縮小された時間発展の刻み幅による計算

量の増加を抑制するが、非線形連立方程式の数値計算に伴う計算量の大幅な増加ももたら

すため、それは stiff問題を解消できていない。さらに、並列コンピューティングが時間マル

チスケールモデルの数値解析に適用されてきた（Gear, 1988; Bellen et al., 1990; Pope et al., 

2011）。ところが、時間マルチスケールモデルの解析における数値計算の大部分は逐次計算

過程からなるため、並列コンピューティングの時短への貢献はあまり高くなかった。 

本研究では、時間マルチスケールモデルにおける時間スケールの差による計算時間の増

大に焦点を絞り、この課題を克服する新奇数値計算手法の設計および開発を試みた

（Motomura et al., 2016）。具体的には、状態変数の微分値の変動に基づいて各階層の時間発

展の刻み幅を制御し、かつ計算時間を短縮する手法を提案する。 

 

第 2節 新奇数値計算手法のアルゴリズム 

第 1項 アルゴリズムの概要 

3 階層からなるシステム（図 3.1）の数値計算に従来法を適用すると、時間スケールが最

小の階層（下層）の時間発展の刻み幅が全階層に適用される。故に、従来法において、中層

および上層の計算 step 数は下層のそれと同数であった（図 3.2）。ここで、時刻𝑡における構

成因子𝑆の濃度𝑆(𝑡)に基づいて、時刻𝑡から時間発展の刻み幅∆𝑡進んだ時刻𝑡 + ∆𝑡における構

成因子𝑆の濃度 𝑆(𝑡 + ∆𝑡) を計算する過程を数値計算の 1 単位（1 step）と定義した。一般的

に、中層および上層の時間スケールに最適な時間発展の刻み幅は、従来法において適用され

た最小の階層の時間発展の刻み幅よりも大きい（図 3.2）。したがって、中層および上層の計

算に最適な時間発展の刻み幅を用いることが可能であれば、中層および上層の計算量を従

来法におけるそれよりも減少させることができる。そこで、従属変数の微分値の変動に基づ

いて各階層の時間発展の刻み幅を最適に制御する方策（提案法）を構築した。 
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提案法は Ahead Algorithm、Backward Algorithm、Cumulative Algorithm の 3 つからなる。

Ahead AlgorithmとCumulative Algorithmは各階層の時間発展の刻み幅を最適に制御すること

で計算 step 数を減少させ、Backward Algorithm が計算精度を保証する。提案法はこれら 3 つ

のアルゴリズムを上層の数値解を得るまで繰り返した。その結果、提案法の中層および上層

の時間発展の刻み幅は従来法のそれよりも大きい値が設定され、提案法の計算 step 数は従

来法のそれよりも減少した。さらに、提案法の中層および上層の時間発展の刻み幅は

Backward Algorithm により計算精度を維持可能な値に制御された。本節の第 2 項から第 5 項

は、3 階層からなるシステム（図 3.1）の数値計算における提案法のアルゴリズムの詳細で

ある。以下の式（3.1）~（3.3）は対象とするシステムの物質収支式である。 

𝑑𝑍𝑘

𝑑𝑡
= ℎ𝑘(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡)              （3.1） 

𝑑𝑌𝑗

𝑑𝑡
= 𝑔𝑗(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡)               （3.2） 

𝑑𝑋𝑖

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡)               （3.3） 

式（3.4）および（3.5）は初期条件である。 

(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡) = (𝑋(𝑡 = 𝑡0), 𝑌(𝑡 = 𝑡0), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡0)      （3.4） 

𝑡0 = 𝜏0 = 𝑇0                  （3.5） 

ここで、𝑋, 𝑌, 𝑍はそれぞれ、下層、中層、上層の構成因子濃度（従属変数）のベクトル、𝑖, 𝑗, 𝑘

は階層内の要素の識別、𝑡, 𝜏, 𝑇はそれぞれ、下層、中層、上層の時間である。 
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図 3.1 階層間を跨ぐ相互作用を含む 3 階層の時間マルチスケールモデルの概要. パラメー

タ𝑋, 𝑌, 𝑍は構成因子濃度（従属変数）のベクトル、𝑖, 𝑗, 𝑘は階層内の要素の識別、𝑡, 𝜏, 𝑇はそれ

ぞれ、下層、中層、上層の時間、𝑈𝑥𝑦 は layer 𝑥から layer 𝑦の制御変数、 𝑘𝑛𝑛 は layer 𝑛内

の速度定数のマトリクスを示す。このとき、各階層の時間の大小関係はt < τ < Tである。 
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図 3.2時間マルチスケールモデルに従来法を適用した場合の刻み幅の設定. 時間マルチスケ

ールモデルの数値計算に従来法を適用すると、時間スケールが最小の階層（下層）の時間発

展の刻み幅（緑線）が全層に適用される。故に中層や上層ではそれぞれの最適な刻み幅(青

線および橙線)ではなく、下層の刻み幅(緑線)により数値計算が実行される。この刻み幅の違

いにより、計算精度に寄与しない赤破線部分の計算が従来法では必要となる。 
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第 2項 Ahead Algorithm 

Ahead Algorithm は、時間スケールが最小の層（下層）の計算に『任意の従来法（Euler 法, 

Runge-Kutta 法, Runge-Kutta-Fehlberg 法など）』を適用し、𝑁𝑥 step（暫定計算区間）の繰り返

し数値積分を実行した（図 3.3）。このとき、𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧はそれぞれ下層、中層、上層の暫定計

算 step 数であり、暫定計算 step 数の初期値は 60 とした。また、本節の第 2 項から第 5 項の

説明は、Euler 法を適用した場合のアルゴリズムである。初期状態から𝑁𝑥 step までの暫定計

算区間における数値計算は以下の式（3.6）および（3.7）に基づいて陽的に算出した。 

𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝+1) = 𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝) + 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝), 𝑌(𝑡 = 𝑡0), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡𝑝) ∙ 𝑑𝑡𝑝       

(𝑝 = 0, 1, 2, … , 𝑁𝑥 − 1)                       （3.6） 

𝑡𝑝+1 = 𝑡𝑝 + 𝑑𝑡𝑝  (𝑝 = 0, 1, 2, … , 𝑁𝑥 − 1)                （3.7） 

ここで𝑑𝑡𝑝 は下層の 1 step 当たりの時間発展の刻み幅を示す。 

 

 

図 3.3 Ahead Algorithm の概要. Ahead Algorithm では下層（時間スケールが最小の層）の計算

のみを先に実施する。この計算時に用いる中層・上層の構成因子濃度の値は、各階層の初期

値（𝑌(𝑡 = 𝑡0)及び𝑍(𝑡 = 𝑡0)）とする。これは、階層間の時間スケールの差により、下層に比

べて中層・上層の構成因子濃度の微分値の変化が緩慢であり、下層の数値解への影響が少な

いことを利用する。 
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第 3項 Backward Algorithm  

Backward Algorithm は、Ahead Algorithm により求められた暫定計算区間における微分値の

変化量を監視し、この値が計算精度を維持可能な値以下となる範囲（確定計算区間）を決定

した。そしてそれを確定計算 step 数(𝐺𝑥)とした。つまり、Backward Algorithm は計算精度を

維持するために、暫定計算区間における従属変数の数値解の変化量が大きいときは確定計

算区間を少なく、暫定計算区間における従属変数の数値解の変化量が小さいときは確定計

算区間を多くした（図 3.4）。式（3.8）は計算精度保証の評価値 E である。評価値 E は暫定

計算区間における微分値の積分平均値𝑓̅と最終時刻における微分値𝐷𝑥_2の絶対値の差であり、

暫定計算区間における従属変数の微分値の変化量を示す。Ahead Algorithm では、『階層間の

時間スケールの差により中層や上層の従属変数の微分値の変化が緩慢であること(時間マル

チスケールモデルにおける仮定)】を数値計算に利用した。一方、暫定計算区間内の微分値

の変化量が大きい場合、下層から中層や上層の従属変数の微分値への相互作用の強度が大

きくなり、中層や上層の従属変数の微分値の変化は通常より急激であった。その結果として

時間マルチスケールモデルにおける仮定が成立せず、Ahead Algorithm にて計算誤差が発生

した。そこで Backward Algorithm では、この誤差を防ぐために暫定計算区間内の微分値の変

化量を評価値 E に設定し、この値が時間マルチスケールモデルにおける仮定を保証可能な

値以下となる範囲を以下の手続きを通して決定することで計算精度を維持した。 

𝐸 = | 𝑓̅ − 𝐷𝑥_2|      （3.8） 

ここで、時刻と微分値の座標点(𝐶, 𝐷)を Simpson の公式（第 2 章 第 4 節 第 1 項参照）に用

いて、暫定計算区間内の微分値の積分平均値𝑓̅を算出した。式（3.9）~（3.11）は時刻と微分

値の座標点(𝐶, 𝐷)を示す。 

(𝐶𝑥_0, 𝐷𝑥_0) = (𝑡0, 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡0), 𝑌(𝑡 = 𝑡0), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡0))   （3.9） 

(𝐶𝑥_1, 𝐷𝑥_1) = (𝑡1, 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡1), 𝑌(𝑡 = 𝑡0), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡1))  （3.10） 

(𝐶𝑥_2, 𝐷𝑥_2) = (𝑡𝑁𝑥
, 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡𝑁𝑥

), 𝑌(𝑡 = 𝑡0), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡𝑁𝑥
)) （3.11） 
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𝑡𝑁𝑥
は Ahead Algorithm により計算された下層の暫定計算区間(𝑁𝑥 step)の𝑁𝑥 step 目の時刻(最

終時刻)である。まず、式（3.12）と（3.13）に示される Lagrange 補間（第 2 章 第 3 節 第 1

項参照）を用いて暫定計算区間の中点𝐶𝑥_𝑀 = (𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0) 2⁄ における微分値𝐷𝑥_𝑀を算出した。 

𝐷𝑥_𝑀 = ∑ 𝐿𝑢(𝐶𝑥_𝑀)

2

𝑢=0

∙ 𝐷𝑥𝑢
            （3.12） 

𝐿𝑢(𝐶𝑥_𝑀) = ∏
𝐶𝑥_𝑀 − 𝐶𝑥_𝑣

𝐶𝑥_𝑢 − 𝐶𝑥_𝑣

2(𝑣≠𝑢)

𝑣=0

            （3.13） 

暫定計算区間内における微分値の積分平均値𝑓̅は時刻と微分値の座標点(𝐶, 𝐷)と微分値𝐷𝑥_𝑀

の値を Simpson の公式に用いて式（3.14）により得られた。 

𝑓̅ =
∫ 𝑓(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡)𝑑𝑡

𝑡=𝐶𝑥_2

𝑡=𝐶𝑥_0

𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0
                     

=

(
(𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0)

6 ∙ (𝐷𝑥_0 + 4𝐷𝑥_𝑀 + 𝐷𝑥_2))

𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0
              

=
𝐷𝑥_0 + 4𝐷𝑥_𝑀 + 𝐷𝑥_2

6
                  （3.14） 

評価値 E（式（3.8））は𝑓̅と最終時刻における微分値𝐷𝑥_2の差により算出された。評価値 E が

閾値（α）以下（𝐸 ≪ 𝛼）であれば下層の計算を確定した。ここで、評価値 E の閾値（α）は

要求される計算精度や計算効率に応じた任意の値を設定した。一方、評価値 E が閾値（α）

より大きければ（𝐸 > 𝛼）、式（3.11）の座標点(𝐶𝑥_2, 𝐷𝑥_2)を以下の式（3.15）に更新し、𝐷𝑥_𝑀 , 𝑓̅

及び評価値 E を再度計算した。 

(𝐶𝑥_2, 𝐷𝑥_2) = (𝑡𝑁𝑥−𝑆 , 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡𝑁𝑥−𝑆), 𝑌(𝑡 = 𝑡0), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡𝑁𝑥−𝑆)) 

(𝑆 = 1, 2, 3, … , 𝑁x − 2)          （3.15） 

S を順次増加させ、評価値 E が閾値（α）以下となれば下層の計算を確定した。また、評価

値 E が閾値（α）以下となった際の𝑁𝑥–  S値を確定計算 step数𝐺𝑥とした（式（3.16））。 

𝐺𝑥 = 𝑁𝑥 − 𝑆    （3.16） 

評価値 E が𝑆 = 𝑁𝑥 − 2の際も閾値（α）以下とならない場合は𝐺𝑥 = 2とした。確定計算 step
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数𝐺𝑥が決定した際の座標点(𝐶𝑥_2, 𝐷𝑥_2)を以下の式（3.17）に示す。 

(𝐶𝑥_2, 𝐷𝑥_2) = (𝑡𝐺𝑥
, 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡𝐺𝑥

), 𝑌(𝑡 = 𝑡0), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡𝐺𝑥
))  （3.17） 

図 3.5に Backward Algorithm の終了判定のフローチャートを示す。この終了判定のアルゴリ

ズムにより、Backward Algorithmは計算精度に応じた動的な確定計算区間の制御を実現した。 

また、Backward Algorithm の制御において評価値 E の閾値（α）の設定値は計算効率や計

算精度へ大きく影響した。例えば、評価値 E の閾値（α）を大きくすると計算効率は向上す

るものの計算精度は悪化する。一方、評価値 E の閾値（α）を小さくすると計算効率は悪化

するものの計算精度は維持される。このように、要求される計算性能に応じて適切な値を評

価値 E の閾値（α）に設定することが必要であった。本研究では、複数の値を評価値 E の閾

値（α）に設定し、その中から計算誤差が約 1%以下となり、かつ最も計算効率が高いものを

代表値として採用した。 
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図 3.4 Backward Algorithm の概要. Backward Algorithm は Ahead Algorithm により計算された

範囲（暫定計算区間）の微分値の変化量を監視し、計算精度を保証する区間（確定計算区間）

を導出する。Backward の数は図 3.5 のフローチャートに基づいて動的に制御する。 



第 3 章 新奇数値計算手法の設計および開発 

27 

 

  

図 3.5 Backward Algorithm の終了条件のフローチャート . Backward Algorithm は Ahead 

Algorithm により計算された暫定計算区間の微分値の変化量に基づき、計算精度を保証する

区間（確定計算区間）を導出する。この区間の導出には計算精度保証の評価値 E を用いる。

評価値 E が閾値（α）以下（𝐸 ≪ 𝛼）であれば確定計算区間を確定した。一方、評価値 E が

閾値（α）より大きければ（𝐸 > 𝛼）、評価値 E が閾値（α）以下となるまで座標点の更新と

暫定計算区間内における微分値の積分平均値𝑓̅および評価値 E の再計算を繰り返す。また、

評価値 E が閾値（α）以下とならない場合は確定計算 step 数𝐺𝑥を 2 に設定する。 



第 3 章 新奇数値計算手法の設計および開発 

28 

第 4項 Cumulative Algorithm  

第 3 項の Backward Algorithm により下層の確定計算区間が決定された。Cumulative 

Algorithm は下層の確定計算区間を中層の刻み幅𝑑𝜏0、下層の確定計算区間における時間積分

平均値を下層の従属変数の代表値𝑋̅として、中層の 1 step の計算を実行する（式（3.18）~式

（3.21））。また、式(3.18)における中層の 1 step の計算は『Ahead Algorithm で適用した従来

法』を用いた。 

Y(t = 𝜏1) = Y(t = 𝜏0) + 𝑔(𝑋̅, Y(t = 𝜏0), Z(t = 𝜏0), 𝜏0) ∙ 𝑑𝜏0        （3.18） 

𝑋̅ =
∫ 𝑋(𝑡)

𝑡=𝐶𝑥_2

𝑡=𝐶𝑥_0
𝑑𝑡

𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0
                             

=

(
(𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0)

6 ∙ (𝑋(t = 𝐶𝑥_0) + 4𝑋(t = 𝐶𝑥_𝑀) + X(t = 𝐶𝑥_2)))

𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0
         

=
𝑋(t = 𝐶𝑥_0) + 4𝑋(t = 𝐶𝑥_𝑀) + X(t = 𝐶𝑥_2)

6
             （3.19） 

𝑑𝜏0 = 𝐶𝑥_2 − 𝐶𝑥_0 = ∑ 𝑑𝑡𝑗

𝐺𝑥−1

𝑗=0

                   （3.20） 

𝜏𝑞+1 = 𝜏𝑞 + 𝑑𝜏𝑞      (𝑞 = 0,1,2, … , 𝑁𝑦 − 1)      （3.21） 

ここで、𝑋̅の計算は Simpson の公式、𝑋̅の計算に用いる𝑋(t = 𝐶𝑥_𝑀)は Lagrange 補間により求

められた。従来法では、中層の計算に時間スケールが最小の階層（下層）の時間発展の刻み

幅が適用されるが、Cumulative Algorithm では中層の計算に下層の確定計算区間（中層の刻

み幅）を適用する。その結果、提案法は中層の計算量を大幅に減少する。一方、中層の 1step

の計算では、下層の確定計算区間の微分値の変化を考慮した補正値(下層の確定計算区間に

おける時間積分平均値)を中層の計算に導入しており、また、上層の従属変数の微分値の変

化は階層間の時間スケールの差により緩慢である。その結果、提案法において中層の 1step

の計算における下層と上層の計算誤差への影響は小さく、計算精度は維持される。図 3.6 は

Cumulative Algorithm の概要を示す。 
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図 3.6 Cumulative Algorithm の概要. Cumulative Algorithm は Backward Algorithm により決定さ

れた区間（確定計算区間）を中層の刻み幅𝑑𝜏0、確定計算区間における積分の平均値を下層

従属変数の代表値𝑋̅として中層の 1step を計算する。 
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第 5項 統合アルゴリズム  

下層と中層の時刻𝜏1における数値解が第 4 項までの一連の計算により得られた。次に、こ

の計算過程を繰り返し中層の暫定計算区間及び確定計算区間を求めた。まず、Ahead 

Algorithm により、𝑌(𝑡 = 𝜏1)値を式（3.22）に用いて下層の(𝐺𝑥 + 1) step から(𝐺𝑥 + 𝑁𝑥) step

までの範囲（暫定計算区間）の構成因子濃度の数値解を得た（図 3.8）。 

𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝+1 + 𝜏1) = 𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝 + 𝜏1) + 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝 + 𝜏1), 𝑌(𝑡 = 𝜏1), 𝑍(𝑡 = 𝑡0), 𝑡𝑝 + 𝜏1) ∙ 𝑑𝑡𝑝 

(𝑝 = 0,1,2, … , 𝑁𝑥 − 1)             （3.22） 

その後、Backward Algorithm により下層の暫定計算区間における確定計算区間(𝐺𝑥  step)を決

定し、Cumulative Algorithm により中層の 2 区画目（𝑌(𝑡 = 𝜏2)）を計算した。そして、式（3.8）

~（3.22）と同様の操作を繰り返し、中層の暫定計算区間(𝑁𝑦  step)の構成因子濃度の数値解

を以下の式（3.23）および（3.24）に基づいて算出した（図 3.9）。 

𝑌(𝑡 = 𝜏𝑞+1) = 𝑌(𝑡 = 𝜏𝑞) + 𝑔(𝑋′̅̅ ̅, 𝑌(𝑡 = 𝜏𝑞), 𝑍(𝑡 = 𝜏0), 𝜏𝑞) ∙ 𝑑𝜏𝑞           

(𝑞 = 0,1,2, … , 𝑁𝑦 − 1)             （3.23） 

𝑋′̅̅ ̅ =
∫ 𝑋(𝑡)

𝑡=𝜏𝑞+1

𝑡=𝜏𝑞
𝑑𝑡

𝜏𝑞+1 − 𝜏𝑞
                            

=

(
(𝜏𝑞+1 − 𝜏𝑞)

6 ∙ (𝑋(𝑡 = 𝜏𝑞) + 4𝑋 (𝑡 = (
𝜏𝑞+1 − 𝜏𝑞

2
)) + 𝑋(𝑡 = 𝜏𝑞+1)))

𝜏𝑞+1 − 𝜏𝑞
     

=

𝑋(𝑡 = 𝜏𝑞) + 4𝑋 (𝑡 = (
𝜏𝑞+1 − 𝜏𝑞

2
)) + 𝑋(𝑡 = 𝜏𝑞+1)

6
         （3.24） 

ここで、𝑋′̅は下層の数値解の時刻𝜏𝑞から時刻𝜏𝑞+1の範囲の時間積分平均値である。𝑋′̅の計算

は Simpson の公式、𝑋′̅の計算に用いる𝑋 (𝑡 = (
𝜏𝑞+1−𝜏𝑞

2
))は Lagrange 補間により求められた。

その後、Backward Algorithm を中層の暫定計算区間に適用し、中層の確定計算区間及び確定

計算 step 数𝐺𝑦を決定した（図 3.10）。このとき、中層の Backward の区間に対応する下層の

数値解も中層と同様に破棄する。式（3.25）~（3.27）は中層における Backward Algorithm の
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評価値 E（式（3.8））の計算に必要な中層の時刻と微分値の座標点である。 

(𝐶𝑦_0, 𝐷𝑦_0) = (𝜏0, 𝑔(𝑋(𝑡 = 𝜏0), 𝑌(𝑡 = 𝜏0), 𝑍(𝑡 = 𝜏0), 𝜏0))  （3.25） 

(𝐶𝑦_1, 𝐷𝑦_1) = (𝜏1, 𝑔(𝑋(𝑡 = 𝜏1), 𝑌(𝑡 = 𝜏1), 𝑍(𝑡 = 𝜏0), 𝜏1)) （3.26） 

(𝐶𝑦_2, 𝐷𝑦_2) = (𝜏𝐺𝑦
, 𝑔 (𝑋 (𝑡 = 𝜏𝐺𝑦

) , 𝑌 (𝑡 = 𝜏𝐺𝑦
) , 𝑍(𝑡 = 𝜏0), 𝜏𝐺𝑦

))  （3.27） 

Cumulative Algorithmにより、下層及び中層の数値解を用いて上層の 1stepの計算を式（3.28）

~（3.32）により計算した（図 3.11）。また、式（3.28）における上層の 1step の計算は『Ahead 

Algorithm で適用した従来法』を用いた。 

𝑍(𝑡 = 𝑇1) = 𝑍(𝑡 = 𝑇0) + ℎ(𝑋′′̅̅̅̅ , 𝑌̅, 𝑍(𝑡 = 𝑇0), 𝑇0) ∙ 𝑑𝑇0   （3.28） 

𝑋′′̅̅ ̅̅ =
∫ 𝑋(𝑡)

𝑡=𝐶𝑦_2

𝑡=𝐶𝑦_0
𝑑𝑡

𝐶𝑦_2 − 𝐶𝑦_0
                            

=

(
(𝐶𝑦_2 − 𝐶𝑦_0)

6 ∙ (𝑋(𝑡 = 𝐶𝑦_0) + 4𝑋(𝑡 = 𝐶𝑦_𝑀) + 𝑋(𝑡 = 𝐶𝑦_2)))

𝐶𝑦_2 − 𝐶𝑦_0
        

=
𝑋(𝑡 = 𝐶𝑦_0) + 4𝑋(𝑡 = 𝐶𝑦_𝑀) + 𝑋(𝑡 = 𝐶𝑦_2)

6
            （3.29） 

𝑌̅ =
∫ 𝑌(𝑡)

𝑡=𝐶𝑦_2

𝑡=𝐶𝑦_0
𝑑𝑡

𝐶𝑦_2 − 𝐶𝑦_0
                             

=

(
(𝐶𝑦_2 − 𝐶𝑦_0)

6
∙ (𝑌(𝑡 = 𝐶𝑦_0) + 4𝑌(𝑡 = 𝐶𝑦_𝑀) + 𝑌(𝑡 = 𝐶𝑦_2)))

𝐶𝑦_2 − 𝐶𝑦_0
         

=
𝑌(𝑡 = 𝐶𝑦_0) + 4𝑌(𝑡 = 𝐶𝑦_𝑀) + 𝑌(𝑡 = 𝐶𝑦_2)

6
              （3.30） 

𝑑𝑇0 = 𝐶𝑦_2 − 𝐶𝑦_0 = ∑ 𝑑𝜏𝑗

𝐺𝑦−1

𝑗=0

                    （3.31） 

𝑇𝑟+1 = 𝑇𝑟 + 𝑑𝑇𝑟      (𝑟 = 0,1,2, … , 𝑁𝑧 − 1)    （3.32） 

ここで、𝑑𝑇0は中層の確定計算 step 数𝐺𝑦における刻み幅の総和に等しい。𝑋′′̅̅̅̅ は下層の従属変

数の数値解の時刻𝐶𝑦_0から時刻𝐶𝑦_2の範囲の時間積分平均値である。𝑌̅は中層の従属変数の

数値解の時刻𝐶𝑦_0から時刻𝐶𝑦_2の範囲の時間積分平均値である。また、𝑋′′̅̅̅̅ および𝑌̅の計算は
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Simpson の公式、𝑋′′̅̅̅̅ およびY̅の計算に用いる𝑋(t = 𝐶𝑦𝑀
), 𝑌（t = 𝐶𝑦_𝑀）は Lagrange 補間によ

り求められた。式（3.8）~（3.32）を繰り返し、上層の従属変数の𝑡 = 𝑇0から t = 𝑇𝑁𝑧
までの

数値解を得た（図 3.12）。その後、上層に Backward Algorithm を適用し上層の確定計算 step

数𝐺𝑧を決定した（図 3.13）。このとき、上層の Backward の区間に対応する中層および下層の

数値解も上層と同様に破棄する。図 3.14 に統合アルゴリズムのフローチャートを示す。上

層の計算が完了後、𝑌(𝑡 = 𝑇𝐺𝑧
)と𝑍(𝑡 = 𝑇𝐺𝑧

)の値を式（3.33）に用いて Ahead Algorithm によ

り下層の𝑁𝑥 step の繰り返し数値積分を実行した（図 3.15）。 

𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝+1 + 𝑇𝐺𝑧
) = 𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝 + 𝑇𝐺𝑧

) + 𝑓(𝑋(𝑡 = 𝑡𝑝 + 𝑇𝐺𝑧
), 𝑌(𝑡 = 𝑇𝐺𝑧

), 𝑍(𝑡 = 𝑇𝐺𝑧
), 𝑡𝑝 + 𝑇𝐺𝑧

) ∙ 𝑑𝑡𝑝  

(𝑝 = 0,1,2, … , 𝑁𝑥 − 1)       （3.33） 

そして、式（3.8）~（3.33）を所定の時間まで繰り返し、構成因子濃度の数値解を求めた。

上層の確定計算区間が決まると、その時刻までの全階層の従属変数の数値解が確定される。 
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図 3.8 Ahead Algorithm による下層の (𝐺𝑥 + 1) step から(𝐺𝑥 + 𝑁𝑥) step までの範囲（暫定計

算区間）の構成因子濃度の数値解の計算. Cumulative Algorithm によって中層を 1step 計算し

た後、下層に再度 Ahead Algorithm を適用し、暫定計算区間（𝑁𝑥 step）の数値解を求める。 

図 3.9 中層の暫定計算区間の数値解の算出. Ahead Algorithm, Backward Algorithm, Cumulative 

Algorithm を中層の暫定計算区間の数値解が求まるまで繰り返し実行する。 
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図 3.10 中層における Backward Algorithm の適用. 中層に Backward Algorithm を適用し、中

層の確定計算区間を求める。このとき、中層の Backward の区間に対応する下層の数値解も

中層と同様に破棄する。 

図 3.11 Cumulative Algorithm による上層の計算. Cumulative Algorithm により、中層の確定計

算区間を上層の刻み幅𝑑𝑇0、中層および下層の確定計算区間におけ時間積分平均値𝑋′′̅̅ ̅̅ , 𝑌̅を中

層及び下層の代表値として上層を 1 step 計算する。 
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図 3.12 上層の暫定計算区間の数値解の算出. Ahead Algorithm, Backward Algorithm, 

Cumulative Algorithm を上層の暫定計算区間の数値解が求まるまで繰り返し実行する。 

図 3.13 上層における Backward Algorithm の適用. 上層に Backward Algorithm を適用し、上

層の確定計算区間を求める。このとき、上層の Backward の区間に対応する中層および下層

の数値解も上層と同様に破棄する。 
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図 3.14 統合アルゴリズムのフローチャート. Ahead Algorithm、Backward Algorithm、

Cumulative Algorithm の 3 種を繰り返し用いることで構成因子濃度の数値解を求める。 
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図 3.15 Ahead Algorithm による下層の暫定計算区間の構成因子濃度の数値解の計算. 上層の

確定計算区間の算出までを一連の計算過程とし、下層の Ahead Algorithm による計算から順

次数値計算過程を繰り返すことで構成因子濃度の数値解を求める。 
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第 6項 Ahead Algorithm における暫定計算区間の制御 

提案法において、暫定計算 step 数（𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）は Ahead algorithm の計算 step 数であり、

その計算 step 数の範囲が暫定計算区間であった。暫定計算 step 数（𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）が過剰に多

い場合、Backward Algorithm が Ahead algorithm による計算を多く破棄することとなり、提案

法による計算量の減少効果が低下する。一方、暫定計算 step 数（𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）が過剰に少な

い場合、暫定計算区間が狭くなり、それに伴い確定計算区間も同様に狭くなる。そして、

Cumulative Algorithm が設定する上層および中層の刻み幅が小さくなるため、提案法による

計算量の減少効果が低下する。つまり、暫定計算 step 数（𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）は提案法の計算効率

に密接に関わる。そこで、暫定計算 step 数（𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）を確定計算 step 数（𝐺𝑥 , 𝐺𝑦 , 𝐺𝑧）に

基づいて動的に更新した（式（3.34））。 

(

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑧

) = (

𝐺𝑥

𝐺𝑦

𝐺𝑧

) + (

𝐴𝑥

𝐴𝑦

𝐴𝑧

)    （3.34） 

ここで、𝐴𝑥 , 𝐴𝑦 , 𝐴𝑧は暫定計算 step 数（𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）の増分である。 

また、提案法における最大メモリ使用量 Q は暫定計算 step 数（𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）を用いて式

（3.35）で表される。 

Q (MB) = 2 ∙
(Data Type Size) ∙ (𝑖 ∙ 𝑁𝑥 ∙ 𝑁𝑦 ∙ 𝑁𝑧 + 𝑗 ∙ 𝑁𝑦 ∙ 𝑁𝑧 + 𝑘 ∙ 𝑁𝑧)

220   （3.35） 

ここで、𝑖, 𝑗, 𝑘はそれぞれ下層、中層、上層内に含まれる要素数、Data Type Size はプログラ

ムにおける 1 変数の容量である。例えば、𝑖, 𝑗, 𝑘がそれぞれ 10 要素、Data Type Size を 8 byte 

（C 言語における double 型のサイズ）、暫定計算 step 数（𝑁𝑥 , 𝑁𝑦, 𝑁𝑧）の最大値がそれぞれ

300 とすると最大メモリ使用量 Q は 4.14 GB と求められる。故に、（3.34）式による制御に

おいて、暫定計算 step 数（𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）の最大値は使用するコンピュータに応じて適切な値

に設定された。 
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第 7項 従来法と新奇数値計算手法の計算量の割合 

提案法は下層の数値計算の結果を基に、中層・上層の数値計算の結果を積み重ねる

Cumulative Algorithm により時間マルチスケールモデルの数値解を算出する。このとき、提

案法の上層の確定計算区間までを決定する一連の計算過程において、下層の計算 step 数を

10000 ∙ 𝑖と仮定すると、中層の計算 step 数の最小値は
10000∙j

𝑁𝑥（MAX）
、上層の計算 step 数の最小値

は
10000∙k

𝑁𝑥（MAX）∙𝑁𝑦（MAX）
と表される。ここで、𝑖, 𝑗, 𝑘はそれぞれ下層、中層、上層内に含まれる要

素数、𝑁𝑥(MAX), 𝑁𝑦(MAX), 𝑁𝑧（MAX）はそれぞれ下層、中層、上層の暫定計算 step 数の最

大値である。また、従来法の同一区間における計算 step 数は10000 ∙（𝑖 + 𝑗 + 𝑘）と表され

る。つまり、提案法による計算効率が最大であった場合（理論最大値）における従来法の計

算量に対する提案法の計算量の割合は以下の式（3.36）となった。 

割合(%) =

10000 ∙ 𝑖 +
10000 ∙ j
𝑁𝑥(MAX) +

10000 ∙ k
𝑁𝑥(MAX) ∙ 𝑁𝑦(MAX)

10000 ∙ (𝑖 + 𝑗 + 𝑘)
. 100         

=

𝑖 +
j

𝑁𝑥(MAX)
+

k
𝑁𝑥(MAX) ∙ 𝑁𝑦(MAX)

(𝑖 + 𝑗 + 𝑘)
. 100             

=
𝑁𝑥（MAX） ∙ 𝑁𝑦（MAX） ∙ 𝑖 + 𝑁𝑦（MAX） ∙ j + k

𝑁𝑥（MAX） ∙ 𝑁𝑦（MAX） ∙（𝑖 + 𝑗 + 𝑘）
. 100   （3.36） 

図 3.16 は従来法の計算量に対する提案法の計算量の割合のヒートマップを示す。このと

き、𝑖, 𝑗, 𝑘はそれぞれ 5 に設定し、式（3.36）を計算に用いた。提案法の計算量は𝑁𝑥(MAX)

の増加に伴い減少した。一方、提案法の計算量における𝑁𝑦(MAX)の影響はほとんどなかっ

た。したがって、提案法のアルゴリズムにおいて下層の暫定計算 step 数𝑁𝑥が最も提案法の

計算性能に影響することが示唆された。 
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図 3.16 従来法の計算量に対する提案法の計算量の割合のヒートマップ. 縦軸は従来法の計

算量に対する提案法の計算量の割合を示す。下層、中層、上層内に含まれる要素数である

𝑖, 𝑗, 𝑘の値はそれぞれ 5 と設定する。また、𝑁𝑥(MAX), 𝑁𝑦(MAX)はそれぞれ下層および中層の

暫定計算 step 数の最大値である。 
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第 3節 新奇数値計算手法の評価 

第 1項 ベンチマークモデルの構築 

提案法の計算性能を評価するために 2 種のベンチマークモデル（Model A, Model B）を構

築した（図 3.17）。これらのベンチマークモデルは以下 2 点の時間マルチスケールモデルの

条件を満たした。 

1. 階層間を跨ぐ相互作用を有する 

2. 階層間の時間のスケールが異なる 

Model A 及び Model Bは、下層、中層、上層の 3 階層からなり、それらは、それぞれ second, 

minute, hour の時間スケールを持った。Model A は、代謝産物による同化酵素の発現抑制

（Herrero et al., 2001）や lacリプレッサータンパク質による遺伝子発現の負の制御（Lewis et 

al., 1996） に観られる抑制過程を含む（図 3.17 A）。一方、Model Bは、RNA ポリメラーゼ

及び σ 因子による転写や翻訳の制御（Gruber and Gross, 2003）や酵素タンパク質による代謝

流速制御（Suarez et al., 1997）に観られる活性過程を含む（図 3.17 B）。また、時間マルチス

ケールモデルによる解析が有効であることが報告されている細胞内シグナル伝達系におい

て、シグナル伝達系に関わるタンパク質の多くは生命現象の中で大きな役割を担うリン酸

化の協同効果により機能が制御される（Yao et al., 2015; Bajikar and Janes 2012; Helikar et al., 

2013; Stolarska et al., 2009）。そして、その制御は Hillの式を用いて表現される。故に、本研

究では、協同効果を説明する経験式である Hill の式（Goutelle et al., 2008）を Model A およ

び Model Bの抑制および活性過程に適用した。式（3.37）~（3.45）は Model A の物質収支式

を示す。 

𝑑[𝑋0]

𝑑𝑡
 =  0.0                       （3.37） 

𝑑[𝑋1]

𝑑𝑡
 =  𝑘0 ∙ [𝑋0] ∙

𝐵𝑥

(1 +  (
[𝑌5]
𝐾𝑥

)
𝑛𝑥

)

 – 𝑘1 ∙ [𝑋1]       （3.38） 
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𝑑[𝑋𝑖]

𝑑𝑡
 =  𝑘𝑖−1 ∙ [𝑋𝑖−1]  −  𝑘𝑖 ∙ [𝑋𝑖] (𝑖 = 2,3,4,5)       （3.39） 

𝑑[𝑌0]

𝑑𝑡
 =  0.0                      （3.40） 

𝑑[𝑌1]

𝑑𝑡
 =  𝑙0 ∙ [𝑌0] ∙

𝐵𝑦

(1 +  (
[𝑍5]
𝐾𝑦

)
𝑛𝑦

)

 – 𝑙1 ∙ [𝑌1]        （3.41） 

𝑑[𝑌𝑗]

𝑑𝑡
 =  𝑙𝑗−1 ∙ [𝑌𝑗−1]  −  𝑙𝑗 ∙ [𝑌𝑗] (𝑗 = 2,3,4,5)        （3.42） 

𝑑[𝑍0]

𝑑𝑡
 =  0.0                      （3.43） 

𝑑[𝑍1]

𝑑𝑡
 =  𝑚0 ∙ [𝑍0] ∙ 𝐵𝑧  – 𝑚1 ∙ [𝑍1]             （3.44） 

𝑑[𝑍𝑘]

𝑑𝑡
 =  𝑚𝑘−1 ∙ [𝑍𝑘−1]  −  𝑚𝑘 ∙ [𝑍𝑘] (𝑘 = 2,3,4,5)      （3.45） 

ここで、式（3.37）~ （3.39）は下層、式（3.40）~（3.42）は中層、式（3.43）~（3.45）は

上層の状態変化を示す。表 3.1 は式（3.37）~（3.45）の従属変数の初期値およびキネティッ

クパラメータ値を示す。式（3.46）~（3.54）は Model Bの物質収支式を示す。 

𝑑[𝑋0]

𝑑𝑡
 =  0.0                      （3.46） 

𝑑[𝑋1]

𝑑𝑡
 =  𝑘0 ∙ [𝑋0] ∙

𝐵𝑥

(1 +  (
[𝑋5]
𝐾𝑥

)
𝑛𝑥

)

 – 𝑘1 ∙ [𝑋1]      （3.47） 

𝑑[𝑋𝑖]

𝑑𝑡
 =  𝑘𝑖−1 ∙ [𝑋𝑖−1]  −  𝑘𝑖 ∙ [𝑋𝑖] (𝑖 = 2,3,4,5)       （3.48） 

𝑑[𝑌0]

𝑑𝑡
 =  0.0                       （3.49） 

𝑑[𝑌1]

𝑑𝑡
 =  𝑙0 ∙ [𝑌0] ∙

𝐵𝑦 ∙ [𝑋5]𝑛𝑦

(𝐾𝑦
𝑛𝑦 + [𝑋5]𝑛𝑦)

 – 𝑙1 ∙ [𝑌1]        （3.50） 

𝑑[𝑌𝑗]

𝑑𝑡
 =  𝑙𝑗−1 ∙ [𝑌𝑗−1]  −  𝑙𝑗 ∙ [𝑌𝑗] (𝑗 = 2,3,4,5)        （3.51） 

𝑑[𝑍0]

𝑑𝑡
 =  0.0                       （3.52） 

𝑑[𝑍1]

𝑑𝑡
 =  𝑚0 ∙ [𝑍0] ∙

𝐵𝑧 ∙ [𝑌5]𝑛𝑧

(𝐾𝑧
𝑛𝑧 + [𝑌5]𝑛𝑧)

 – 𝑚1 ∙ [𝑍1]       （3.53） 
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𝑑[𝑍𝑘]

𝑑𝑡
 =  𝑚𝑘−1 ∙ [𝑍𝑘−1]  −  𝑚𝑘 ∙ [𝑍𝑘] (𝑘 = 2,3,4,5)     （3.54） 

式（3.46）~（3.48）、式（3.49）~（3.51）、式（3.52）~（3.54）はそれぞれ下層、中層、上層

の状態変化を示す。表 3.2 は式（3.46）~（3.54）の従属変数の初期値およびキネティックパ

ラメータ値を示す。 

 

 

  

図 3.17 時間マルチスケールモデルに基づく 2 種のベンチマークモデル(Model A,Model B). 

Model A および Model Bは 18 要素からなる 3 階層モデルである。そして、各階層の時間ス

ケールはそれぞれ sec, min, hour に設定する。また、Model A は上層から下層への抑制反応、

Model Bは下層から上層への活性反応を含み、これらの抑制および活性反応は Hill の式を用

いて表現される。 
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Parameter Value Description 

[𝑋0], [𝑌0], [𝑍0] 5.0 Initial concentration （mM） 

[𝑋𝑖] (𝑖 = 1,2, … ,5) 0.0 Initial concentration （mM） 

[𝑌𝑗] (𝑗 = 1,2, … ,5) 0.0 Initial concentration （mM） 

[𝑍𝑘] (𝑘 = 1,2, … ,5) 0.0 Initial concentration （mM） 

𝑘𝑖 (𝑖 = 0,1, … ,5) 1.0 Rate constant （second scale） 

𝑙𝑗 (𝑗 = 0,1, … ,5) 1.0/60 Rate constant （minute scale） 

𝑚𝑘 (𝑘 = 0,1, … ,5) 1.0/3600 Rate constant （hour scale） 

𝐾𝑥, 𝐾𝑦 2.5 Repression coefficient 

𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧 5.0 Maximal expression 

𝑛𝑥, 𝑛𝑦 4.0 Hill coefficient 

表 3.1 Model A の従属変数の初期値およびキネティックパラメータ値. 
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Parameter Value Description 

[𝑋0], [𝑌0], [𝑍0] 5.0 Initial concentration （mM） 

[𝑋𝑖] (𝑖 = 1,2, … ,5) 0.0 Initial concentration （mM） 

[𝑌𝑗] (𝑗 = 1,2, … ,5) 0.0 Initial concentration （mM） 

[𝑍𝑘] (𝑘 = 1,2, … ,5) 0.0 Initial concentration （mM） 

𝑘𝑖 (𝑖 = 0,1, … ,5) 1.0 Rate constant （second scale） 

𝑙𝑗 (𝑗 = 0,1, … ,5) 1.0/60 Rate constant （minute scale） 

𝑚𝑘 (𝑘 = 0,1, … ,5) 1.0/3600 Rate constant （hour scale） 

𝐾𝑥 0.1 Repression coefficient 

𝐾𝑦 0.5 Activation coefficient 

𝐾𝑧 1.5 Activation coefficient 

𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧 5.0 Maximal expression 

𝑛𝑥, 𝑛𝑦 4.0 Hill coefficient 

表 3.2 Model Bの従属変数の初期値およびキネティックパラメータ値. 
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第 2項 ベンチマークモデルの数値解（Control）の算出 

従来法として固定刻み幅からなる 4 段 4 次の陽的 Runge-Kutta 法（第 2 章 第 2 節 第 2 項

参照）を用いて 2 種のベンチマークモデルの数値解を得た。計算条件については、シミュレ

ーション時間は上層の挙動が定常状態になる 36000 s、従来法の時間発展の刻み幅𝑑𝑡は 1.0E-

03 s とした。図 3.18 A, B, Cは Model A、図 3.18 D, E, F は Model Bの構成因子濃度の経時変

化を示す。また、図 3.18 A, D, 図 3.18 B, E, 図 3.18 C, F はそれぞれシミュレーション時間が

0～36000 s （0～10 h）、0～600 s （0～10 min）、0～10 s の区間の構成因子濃度の経時変化

を示す。下層、中層、上層の従属変数の動的挙動はそれぞれ、second, minute, hour の時間ス

ケールで観られた。提案法の計算性能の検討において、これらの計算結果を Control と定義

した。 
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図 3.18 従来法を用いた際のベンチマークモデルの数値解のタイムコース. 適用する従来法

は Runge-Kutta 法、刻み幅 dtは 1.0E-03 s とする。A), B), C)は Model A の数値解のタイムコ

ース、D), E), F)は Model Bの数値解のタイムコースを示す。また、A), D) のシミュレーショ

ン時間は 36000 s （10 h）、B), E) のシミュレーション時間は 600 s （10 min）、C), F)のシミ

ュレーション時間は 10 s とする。 
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第 3項 新奇数値計算手法の計算効率の評価方法 

提案法において、各階層の全シミュレーション時間における累積計算 step 数は、確定計

算 step 数𝐺𝑥の総和, 確定計算 step 数𝐺𝑦の総和, 確定計算 step 数𝐺𝑧の総和で示される。ま

た、全階層の累積計算 step 数は、計算精度を保証する Backward Algorithm によって計算

が破棄された step数の総和（Sの総和）と各階層の累積計算 step数の和（𝐺𝑥 + 𝐺𝑦 + 𝐺𝑧 + 𝑆）

で示される。したがって、計算効率は前項で求めた Control による計算回数と提案法におけ

る各階層の累積計算 step 数および全階層の累積計算 step 数を比較することで評価された。

また、全階層の累積計算 step 数と従来法の計算量に対する提案法のそれの割合(式(3.36))を

比較することで提案法の計算効率を検証した。 

 

第 4項 新奇数値計算手法の計算精度の評価方法 

提案法の計算精度を式（3.55）および（3.56）を用いて評価した。初めに、計算値の結果

の一致性を用いて全体の計算精度を評価した（式（3.55））。 

𝑉𝑎𝑣𝑒 =
1

𝑛𝑢𝑚
∑

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑎_𝑃𝑟𝑜𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑎_𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙

𝑛𝑢𝑚

𝑎=1

       （3.55） 

ここで、右辺は、各階層に含まれる要素の従来法に基づく数値解（𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑎_𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙）

に対する提案法に基づく数値解（𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑎_𝑃𝑟𝑜𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑）の割合の平均値である。𝑛𝑢𝑚は階層

内に含まれる要素数である。次に、従来法の数値解と提案法の数値解の間の標準偏差を用い

て局所の計算精度を評価した（式（3.56））。 

𝑉𝑆𝐷  = √
1

𝑛𝑢𝑚
∑ (

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑎_𝑃𝑟𝑜𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑎_𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙
− 𝑉𝑎𝑣𝑒)

2𝑛𝑢𝑚

𝑎=1

    （3.56） 

提案法の計算精度は𝑉𝑎𝑣𝑒と𝑉𝑆𝐷の 2 種を用いて評価した。𝑉𝑎𝑣𝑒が 1.0 かつ𝑉𝑆𝐷が 0.0 の場合、

提案法と従来法の解の一致が認められる。 
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第 4節 新奇数値計算手法の有効性の検証 

第 1項 新奇数値計算手法の計算条件 

本節では図 3.17に示した 2種の時間マルチスケールモデル（Model A, Model B）の提案

法に基づく数値解と従来法に基づくそれを比較し、提案法の計算性能（計算効率、計算精度、

計算速度）を検証した。Control として適用する従来法は 4段 4次の陽的 Runge-Kutta法

とした。提案法の数値計算には、Controlと同様に 4 段 4次の陽的 Runge-Kutta 法が適用

された。シミュレーション時間は上層の化学種の動的挙動が定常状態になる 36000 s, 従来

法と提案法の下層の時間発展の刻み幅 dt は 1.0E-03 s とした。表 3.3 は、提案法の制御パ

ラメータ値を示す。また、Backward Algorithm の評価値 E の閾値（α）は Model A では

1.0E-03, 5.0E-04, 1.0E-04、Model Bでは 1.0E-01, 5.0E-02, 1.0E-02のそれぞれ 3種とし

た。なお、双方のモデルの評価値 Eの閾値に相違を設けた理由は、第 5節で詳述する。 
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Parameter Value Description 

𝑁𝑥 60 下層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑦 60 中層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑧 60 上層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑥（MAX） 200 下層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑦（MAX） 200 中層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑧（MAX） 200 上層における暫定計算 step数の最大値 

𝐴𝑥 5 下層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑦 5 中層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑧 5 上層における暫定計算 step数の制御変数 

表 3.3 提案法のパラメータ. 
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第 2項 新奇数値計算手法の計算効率の検証 

Model A（図 3.17）において提案法の計算効率と従来法のそれを比較した。図 3.19 A, B, C

は階層ごとの累積計算 step 数の経時変化を示す。ここで、階層ごとの累積計算 step 数は、

全シミュレーション時間における、𝐺𝑥の総和, 𝐺𝑦の総和, 𝐺𝑧の総和である。提案法と従来法

の双方の下層の計算に同じ計算法を適用したので、提案法に基づく下層の累積計算 step 数

は従来法に基づくそれに等しかった（図 3.19 C）。さらに、上層および中層の階層ごとの累

積計算 step 数を比較した（図 3.19 A, B）。上層および中層の提案法に基づく累積計算 step 数

は従来法のそれよりも大幅に減少した。表 3.4 は 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）

における中層および上層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合を

示す。Backward algorithm の評価値 E の閾値（α）と中層および上層の提案法に基づく累積計

算 step 数は負の相関を持った。また、図 3.19 D は計算精度を保証する Backward Algorithm

によって計算が破棄された step 数の総和（S の総和）を示す。Backward Algorithm の評価値

E のいずれの閾値（α）においても、計算の破棄が計算初期に発生した。また、評価値 E の

閾値（α）が 1.0E-03, 5.0E-04の場合、計算の破棄が 12000 s時に発生した。図 3.19 Eは Backward 

Algorithm により破棄された step 数の総和を含む全階層の累積計算 step 数（𝐺𝑥 + 𝐺𝑦 + 𝐺𝑧 +

𝑆）と従来法の累積計算 step 数の経時変化を示す。表 3.5 は 36000 s 時（シミュレーション

の最終時間）の従来法の全階層の累積計算 step 数に基づく提案法の全階層の累積計算 step

数（𝐺𝑥 + 𝐺𝑦 + 𝐺𝑧 + 𝑆）の割合を示す。Backward Algorithm によって破棄された step 数の総和

（計算増加量）よりも提案法によって減少された中層および上層の累積計算 step 数（計算

減少量）が多いため、提案法の累積計算 step 数は大幅に減少した。そしてそれは、Backward 

Algorithm の評価値 E の閾値（α）に依存した。ここで、Model A における従来法の計算量に

対する提案法のそれの割合の理論最大値（式（3.36））は 33.5%であった。表 3.5 より、提案

法の全階層の累積計算 step 数は従来法の最大 36.7%に減少した。つまり提案法の全階層の

累積計算 step 数は Backward Algorithm の評価値 E の閾値（α）の上昇につれて理論値に漸近
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した。 

次に、Model B（図 3.17）において提案法の計算効率と従来法のそれを比較した。図 3.20 

A, B, C は階層ごとの累積計算 step 数の経時変化を示す。Model A の場合と同様に、提案法

に基づく下層の累積計算 step 数は従来法に基づくそれと差を示さなかった （図 3.20 C）。

次に、上層および中層の階層ごとの累積計算 step 数を比較した（図 3.20 A, B）。表 3.6 は

36000 s 時の上層および中層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合

を示す。上層および中層の提案法に基づく累積計算 step 数は従来法のそれよりも大幅に減

少した。そして、Backward algorithm の閾値（α）と負の相関を持った。また、図 3.20 D は計

算精度を保証する Backward Algorithm によって計算が破棄された step 数の総和（S の総和）

を示す。Model B では時間変化に応じて一定の割合で計算が破棄された。図 3.20 E は

Backward Algorithm により破棄された step 数の総和を含む全階層の累積計算 step 数（𝐺𝑥 +

𝐺𝑦 + 𝐺𝑧 + 𝑆）と従来法の累積計算 step 数の経時変化を示す。表 3.7 は 36000 s 時の従来法の

全階層の累積計算 step 数に基づく提案法の全階層の累積計算 step 数（𝐺𝑥 + 𝐺𝑦 + 𝐺𝑧 + 𝑆）の

割合を示す。提案法により累積計算 step 数は大幅に軽減し、そしてそれは、Backward 

Algorithm の評価値 E の閾値（α）に依存した。Model Aの場合と同様に、Backward Algorithm

によって破棄された step 数の総和（計算増加量）よりも提案法によって減少された中層お

よび上層の累積計算 step 数（計算減少量）が多いため、提案法の累積計算 step 数は大幅に

減少した。そしてそれは、Backward Algorithm の評価値 E の閾値（α）に依存した。ここで、

Model Bにおける従来法の計算量に対する提案法のそれの割合の理論最大値（式（3.36））は

33.5%であった。表 3.5 より、提案法の全階層の累積計算 step 数は従来法の最大 35.7%に減

少した。つまり提案法の全階層の累積計算 step 数は Backward Algorithm の評価値 E の閾値

（α）の上昇につれて理論値に漸近した。 
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図 3.19 Model A に提案法と従来法を適用した場合の計算効率の比較. 従来法と提案法の下

層の時間発展の刻み幅𝑑𝑡は 1.0E-03 s とする。また、Model A において、Backward Algorithm

の評価値 E の閾値（α）は 1.0E-03, 5.0E-04, 1.0E-04 の 3 種である。上層および中層の提案法

に基づく累積計算 step 数は従来法のそれよりも減少する。そして、提案法の全階層の累積

計算 step 数も従来法に比して大幅に減少する。 
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対象 

階層 

評価値 Eの 

閾値（α） 

従来法における 

累積計算 step数（A） 

提案法における 

累積計算 step数（B） 

割合 

（（B/A）*100%） 

中層 

1.00E-03 3.60E+07 1.13E+04 0.031 

5.00E-04 3.60E+07 1.78E+04 0.049 

1.00E-04 3.60E+07 6.22E+04 0.173 

上層 

1.00E-03 3.60E+07 1.86E+02 0.00052 

5.00E-04 3.60E+07 2.97E+02 0.00082 

1.00E-04 3.60E+07 8.02E+02 0.00222 

評価値 Eの 

閾値（α） 

従来法における 

累積計算 step数（A） 

提案法における 

累積計算 step数（B） 

割合 

（（B/A）*100%） 

1.00E-03 1.08E+08 3.96E+07 36.7 

5.00E-04 1.08E+08 4.01E+07 37.1 

1.00E-04 1.08E+08 8.24E+07 76.3 

表 3.4 Model A の 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における従来法に基

づく中層および上層の累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合. 

表 3.5 Model A の 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における

従来法に基づく全階層の累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合. 
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図 3.20 Model B に提案法と従来法を適用した場合の計算効率の比較. 従来法と提案法の下

層の時間発展の刻み幅 dtは 1.0E-03 s とする。また、Model Bにおいて、Backward Algorithm

の評価値 E の閾値（α）は 1.0E-01, 5.0E-02, 1.0E-02 の 3 種である。上層および中層の提案法

に基づく累積計算 step 数は従来法のそれよりも減少する。そして、提案法の全階層の累積

計算 step 数も従来法に比して大幅に減少する。 
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対象 

階層 

評価値 Eの 

閾値（α） 

従来法における 

累積計算 step数（A） 

提案法における 

累積計算 step数（B） 

割合 

（（B/A）*100%） 

中層 

1.00E-01 3.60E+07 1.67E+05 0.464 

5.00E-02 3.60E+07 2.31E+05 0.642 

1.00E-02 3.60E+07 7.09E+05 1.970 

上層 

1.00E-01 3.60E+07 1.39E+03 0.0039 

5.00E-02 3.60E+07 2.82E+03 0.0078 

1.00E-02 3.60E+07 1.88E+04 0.0522 

評価値 Eの 

閾値（α） 

従来法における 

累積計算 step数（A） 

提案法における 

累積計算 step数（B） 

割合 

（（B/A）*100%） 

1.00E-01 1.08E+08 3.86E+07 35.7 

5.00E-02 1.08E+08 3.96E+07 36.7 

1.00E-02 1.08E+08 5.00E+07 46.3 

表 3.6 Model Bの 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における従来法に基

づく中層および上層の累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合. 

表 3.7 Model Bの 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における

従来法に基づく全階層の累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合. 
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第 3項 新奇数値計算手法の計算精度の検証 

Model A（図 3.17）において提案法の数値解と従来法のそれを比較し、計算精度を検証し

た。図 3.21 A, B, Cは Model A の各階層の計算結果の一致性（評価値𝑉𝑎𝑣𝑒 （式（3.55）））の

経時変化、表 3.8 はその変動（評価値𝑉𝑎𝑣𝑒 （式（3.55））および評価値𝑉𝑆𝐷 （式（3.56）））を

示す。また、図 3.21 D, E, F は局所の計算精度の評価値𝑉𝑆𝐷（式（3.56））の経時変化を示す。

全ての階層において𝑉𝑎𝑣𝑒は 0.95~1.05 の範囲に収まった。𝑉𝑆𝐷も常に 0.01 以下であった。ま

た、全階層において、𝑉𝑎𝑣𝑒は評価値 E の閾値（α）の低下とともに 1.0 に漸近した。したがっ

て、提案法の数値解析の計算精度は従来法とそれとほぼ同程度であった。 

次に、Model B（図 3.17）において提案法の数値解と従来法のそれを比較し、計算精度を

検証した。図 3.22 A, B, C は Model Bの各階層の計算結果の一致性（評価値𝑉𝑎𝑣𝑒 （式（3.55）））

の経時変化、表 3.9 はその変動（評価値𝑉𝑎𝑣𝑒 （式（3.55））および評価値𝑉𝑆𝐷 （式（3.56）））

を示す。また、図 3.22 D, E, F は局所の計算精度の評価値𝑉𝑆𝐷 （式（3.56））の経時変化を示

す。全ての階層において𝑉𝑎𝑣𝑒の値は 0.99~1.01 の範囲に収まった。また、𝑉𝑆𝐷も常に 0.01 以下

であった。故に、Model Bにおいても提案法の数値解析の計算精度は従来法のそれとほぼ同

程度であった。 
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図 3.21 Model A に提案法と従来法を適用した場合の数値解の比較. 評価値𝑉𝑎𝑣𝑒は提案法と従

来法の計算の一致性を示し 1.0 に漸近するほど計算精度が良い。また、評価値𝑉𝑆𝐷は提案法

と従来法の数値解における標準偏差を示し 0.0 に漸近するほど数値解のばらつきが少ない。 
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評価値𝑽𝒂𝒗𝒆と𝑽𝑺𝑫 

（平均値 ± 標準偏差） 

変動係数 

((𝑽𝑺𝑫/𝑽𝒂𝒗𝒆) ∙ 𝟏𝟎𝟎%) 

評価値 Eの 

閾値（α） 

下層 中層 上層 下層 中層 上層 

1.0E-03 0.992 ± 0.016 1.010 ± 0.016 1.000 ± 0.002 1.587  1.553  0.214  

5.0E-04 0.995 ± 0.011 1.006 ± 0.010 1.000 ± 0.002 1.102  0.998  0.171  

1.0E-04 0.999 ± 0.002 1.001 ± 0.003 1.000 ± 0.001 0.234  0.280  0.087  

表 3.8 Model A に提案法と従来法を適用した場合の数値解の比較. 
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図 3.22 Model Bに提案法と従来法を適用した場合の数値解の比較. 評価値𝑉𝑎𝑣𝑒は提案法と従

来法の計算の一致性を示し 1.0 に漸近するほど計算精度が良い。また、評価値𝑉𝑆𝐷は提案法

と従来法の数値解における標準偏差を示し 0.0 に漸近するほど数値解のばらつきが少ない。 
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評価値𝑽𝒂𝒗𝒆と𝑽𝑺𝑫 

（平均値 ± 標準偏差） 

変動係数（%） 

((𝑽𝑺𝑫/𝑽𝒂𝒗𝒆) ∙ 𝟏𝟎𝟎%) 

評価値 Eの 

閾値（α） 

下層 中層 上層 下層 中層 上層 

1.0E-01 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.028 0.000 0.012 2.844 

5.0E-02 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.024 0.000 0.008 2.422 

1.0E-02 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.005 0.000 0.001 0.504 

表 3.9 Model Bに提案法と従来法を適用した場合の数値解の比較. 
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第 4項 新奇数値計算手法の計算速度の検証 

Model A および Model B（図 3.17）において提案法の数値解の算出に要した計算時間と従

来法のそれを比較した。表 3.10 に計算時間の測定に用いた計算機の諸元および使用ソフト

ウェアを示した。この計算機を用いた場合の Model Aおよび Model Bの計算所要時間は 18.2 

s であった。そして、この値を従来法の Control と設定した。表 3.11 は Model A の 36000 s 時

（シミュレーションの最終時間）における、従来法の計算所要時間(Control)に対する提案法

のそれの割合、表 3.12は Model Bの 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における、

従来法の計算所要時間(Control)に対する提案法のそれの割合をそれぞれ示す。いずれの場合

も計算時間は提案法による累積計算 step 数の割合に比例した。また、評価値 E の閾値（α）

の上昇とともに計算所要時間は減少した。したがって、Model A および Model Bにおいて計

算速度は提案法による計算量の減少に伴い向上した。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Operating System Ubuntu13.10 64-bit 

メモリ容量 12 GB 

CPU Intel® Core™-i7 950 （3.07 GHz） 

コンパイラ Intel® C++ Composer XE 2013 

表 3.10 計算時間の測定に用いた計算機の諸元および使用ソフトウェア. 
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評価値 Eの 

閾値（α） 

従来法の累積計算 step数に 

対する提案法のそれの割合

（%）（表 3.5） 

従来法の計算所要時間に 

対する提案法のそれの割合

（%） 

1.0E-03 36.7 51.6 

5.0E-04 37.1 54.1 

1.0E-04 76.3 108.2 

評価値 Eの 

閾値（α） 

従来法の累積計算 step数に 

対する提案法のそれの割合

（%）（表 3.7） 

従来法の計算所要時間に 

対する提案法のそれの割合

（%） 

1.0E-01 35.7 50.4 

5.0E-02 36.7 51.9 

1.0E-02 46.3 65.9 

表 3.11 Model A の 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における、従来法の計算所

要時間に対する提案法のそれの割合. 

表 3.12 Model Bの 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における、従来法の計算所

要時間に対する提案法のそれの割合. 
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第 5節 考察 

ベンチマークとして時間マルチスケールモデル（図 3.17）を 2 種（Model A, Model B）構

築し、提案法の計算性能および有用性を検証した。まず、提案法の階層ごとの累積計算 step

数に着目した。Model A, Model Bいずれの場合も、従来法と提案法の下層の累積計算 step 数

は同等であり、中層および上層の累積計算 step 数は従来法のそれと比較して大幅に減少し

た（図 3.19 A, B, C, 図 3.20 A, B, C）。つまり、提案法の Ahead Algorithm と Cumulative Algorithm

により中層および上層の刻み幅が最適に制御され、その結果として累積計算 step 数の減少

がもたらされた。 

次に、提案法の Backward Algorithm による計算破棄 step 数の総和に着目した。Backward 

Algorithm によって計算精度が維持されたとき、計算破棄 step 数の総和は増加する。Model 

A において、計算破棄 step 数の総和は計算初期及び 12000 s 付近で急激に増加した（図 3.19 

D）。計算初期の計算破棄 step 数の総和の増加は提案法のパラメータである𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧の初期

設定値に大きく影響された。提案法では、Ahead Algorithm が𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧の初期設定値まで計

算し、その後、計算精度を維持するために Backward Algorithm が計算を破棄した。つまり、

𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧の初期設定値が過剰に大きかったため、計算初期において Backward Algorithm が

大幅に計算を破棄したと考えられる。この問題は、適切な𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧の初期値を設定すれば克

服できる可能性がある。また、12000 s 時の計算破棄 step 数の総和の増加は、Model A の従

属変数の値の 12000 s 付近における急激な変動に影響された（図 3.18）。この変動は Z5の増

加による Z5の抑制過程の増強やY5による抑制過程の減退により生じた。Backward Algorithm

はこの変動による計算精度の悪化を防ぐために、各階層の刻み幅を従属変数の数値解の変

化量に応じた値に調整した。その結果、Backward Algorithm は 12000 s 時に大幅に計算を破

棄したと考えられる。一方、Model Bでは時刻に従って線形に計算破棄 step 数の総和は増加

した（図 3.20 D）。これは Model B が振動系のモデルであり、振動の周期に伴い Backward 

Algorithm が周期的に動作したためと考えられる。これらの解析結果は、Backward Algorithm
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が計算精度を維持する役割を十分に果たすことを暗示した。 

さらに、提案法の全階層の累積計算 step 数に着目した。Model A, Model B いずれの場合

も、Backward Algorithm による計算破棄 step 数の総和（図 3.19 D, 図 3.20 D）よりも提案法

によって減少された中層および上層の累積計算 step 数（図 3.19 A, B, 図 3.20 A, B）が多か

った。つまり、『計算精度の維持に必要な計算の増加量』より『提案法による計算の軽減量』

が多いため、提案法は Model A, Model Bにおいて数値計算の効率化を実現した（図 3.19 E, 

図 3.20 E）。 

また、提案法の計算精度に着目した。Model A において、Backward Algorithm の評価値 E

が 1.0E-03, 5.0E-04 のとき、下層の𝑉𝑎𝑣𝑒は 15000 sec付近において減少し（図 3.21 C）、中層の

𝑉𝑎𝑣𝑒は 25000 sec 付近において増加した （図 3.21 B）。この数値解の乖離は、以下の提案法

アルゴリズムの 2 つの特徴に起因した。 

1. Backward Algorithm において、『E の閾値(α)の増加とともに確定計算区間は暫定計算

区間に漸近し(Backward 数が減少)、中層や上層の刻み幅は E の閾値(α)の増加ととも

に大きくなる』 

2. 提案法の計算において、『上層の数値解が下層・中層に反映されるのは、上層の確定

計算区間が決定された後になる』 

1 の特徴により E の閾値（α）が高く上層の刻み幅が過剰に大きく設定されると、2 の特徴

により上層の従属変数の値の変化が下層のそれに反映される時刻に大幅に遅延が生じる。

そして、この反映時刻の遅延により、提案法は数値解に計算誤差を発生させた（図 3.21）。

Model A は上層から中層および中層から下層への相互作用（抑制過程）を含む。故に上層の

影響力が強く、遅延による計算誤差の影響が大きかった。一方 Model B は下層から中層お

よび中層から上層の反応のみしか存在せず、上層の影響力は弱いため遅延による計算誤差

の影響が小さかった。そのため、上層から中層および中層から下層への相互作用（抑制過程）

を含むモデルを計算するとき、それを含まないモデルよりも閾値（α）を低い値に設定する
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必要があった。故に、上層から中層および中層から下層の反応を含む Model A の閾値（α）

を Model Bの閾値（1.0E-01, 5.0E-02, 1.0E-02）より低い値（1.0E-03, 5.0E-04, 1.0E-04）に設

定した。Model A の E の閾値（α）が 1.0E-03, 5.0E-04のとき、中層および上層において計算

誤差が生じたが、E の閾値（α）をより低い 1.0E-04 に設定すると計算誤差の発生は回避でき

た。つまり、Model A, Model Bいずれの場合も、適用するモデルに応じて E の閾値（α）を

最適な値に設定することで提案法は従来法とほぼ同程度の計算精度を維持可能であった

（図 3.21, 図 3.22）。 

最後に、提案法の計算速度に着目した。Model A, Model Bにおける計算所要時間はいずれ

の E の閾値（α）の場合も、従来法の累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合（以下、

「累積計算 step 数の割合」）に比例した。これは、提案法の計算速度の高速化は計算 step 数

の効率化に起因することを暗示した。このとき、表 3.11, 表 3.12 より従来法の計算所要時間

に対する提案法のそれの割合（以下、「計算所要時間の割合」）は「累積計算 step 数の割合」

の約 1.5 倍程度であった。つまり、「累積計算 step 数の割合」が約 65%以下となる場合は、

常に「計算所要時間の割合」は 100%以下となり、提案法の計算所要時間は従来法に比して

減少する。一方、「累積計算 step 数の割合」が約 65%以上となる場合は、常に「計算所要時

間の割合」は 100%以上となり、提案法の計算所要時間は従来法に比して増加する。表 3.11, 

表 3.12 ではほとんどの条件において「累積計算 step 数の割合」は 65%以下であったため、

提案法が計算速度の向上にも寄与したと考えられる。一方、表 3.11 より、Model A において

評価値 E の閾値（α）を 1.0E-04 とした場合、提案法の計算所要時間は従来法に比して増加

した。これは Backward Algorithm による計算の破棄が計算初期に生じたことに起因する（図

3.19 D）。つまり、𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧の初期設定値が過剰に大きかったため、計算初期において

Backward Algorithm が大幅に計算を破棄した。そして、この計算の破棄による計算回数の増

加が計算所要時間の増加をもたらした。この計算初期の計算の破棄は、適切な𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧の初

期値を設定することで克服できる。 
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まとめると、ベンチマークモデルにおいて、提案法の Ahead Algorithm と Cumulative 

Algorithm は各階層の刻み幅を調整することで数値計算の効率化を実現し、stiff 問題を伴う

時間マルチスケールモデルの数値計算量を軽減した。また、提案法の Backward Algorithm が

時間マルチスケールモデルにおける計算精度を保証した。したがって、提案法はベンチマー

クモデルにおいて時間マルチスケールモデルの効率的な数値計算手法となりうることが示

された。 
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第 4 章 様々な特徴を持つモデルにおける新奇数値

計算手法の有効性の検証 

第 1節 緒言 

第 3 章において、新奇数値計算手法（提案法）が 2 種のベンチマークモデル（Model A, 

Model B）に適用され、提案法の計算効率が従来法のそれよりも高いことが示された。一般

的に、生命システムの数理モデルの構築において、階層数、階層内の構成因子数、階層内外

の相互作用の数などの自由度は極めて高い（Yao et al., 2015; Bajikar and Janes 2012; Helikar et 

al., 2013; Stolarska et al., 2009; Baldazz, 2012; Ghosh, 2013）。本章では、提案法の拡張性および

柔軟性の評価を目的に、『階層数が異なる場合』、『階層内の構成因子数が異なる場合』およ

び『階層を跨ぐ相互作用の数が異なる場合』の 3 つに焦点を絞り、多様な特徴を持つ時間マ

ルチスケールモデルに提案法を適用し、新奇数値計算手法の特性や汎用性を検証する。また、

これらの検証を通して提案法の適用が有効な数理モデルと有効でない数理モデルを精査し、

提案法の導入基準を構築する。 

 

第 2節 検証モデルの構築 

第 1項 階層数が少ないベンチマークモデル 

提案法は、Cumulative Algorithm の『下層の計算結果をもとに上層の数値計算を省力化す

る計算過程』を通して数値計算の効率化を実現している。そのため、階層数の多少が数値計

算の効率化に影響する可能性がある。そこで、階層数が異なる場合における提案法の計算性

能を評価するために、第 3 章において構築した 2 種のベンチマークモデル（Model A, Model 

B）（図 3.17）を基に 4 種類の 2 階層モデル（Model C, Model D, Model E, Model F）を構築し

た（図 4.1）。図 4.1 C, D は Model A の階層区分をそれぞれ変更したモデル（Model C, Model 

D）であり、図 4.1 E, Fは Model Bの階層区分をそれぞれ変更したモデル（Model E, Model 
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F）である。また、図 4.1 C, 図 4.1 E は minuteと hour の時間スケールの間で階層を区分した

2 階層のモデル、図 4.1 D, 図 4.1 F は second と minuteの時間スケールの間で階層を区分し

た 2 階層のモデルを示す。これらの数理モデルは以下の時間マルチスケールモデルの条件

を満たした。1. 階層間を跨ぐ相互作用を有する。2. 階層間の時間のスケールが異なる。物

質収支式及びキネティックパラメータ値は Model A, Model B と同一のものを用いた（第 3

章 第 3 節 第 1 項参照）。 

 

  

図 4.1 時間マルチスケールモデルに基づく 2 階層からなるベンチマークモデル. C), D)は

Model A の階層の区分方法をそれぞれ変更したモデル(Model C, Model D)であり、E), F)は

Model Bの階層の区分方法を変更したモデル(Model E, Model F)である。各階層の時間スケー

ルはそれぞれ sec, min, hour に設定する。 
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第 2項 階層内の要素数が異なるベンチマークモデル 

式（3.36）より、提案法による計算効率が最大であった場合(理論最大値)の従来法の計算

量に対する提案法のそれの割合は、階層内の要素数と密接に関連する可能性が高いことが

暗示された。そこで、階層内の要素数が異なる場合における提案法の計算性能を評価する

ために、第 3 章において構築したベンチマークモデル（Model A, Model B）（図 3.17）を基

に 6 種のベンチマークモデル（Model G, Model H, Model I, Model J, Model K, Model L）を構

築した（図 4.2, 図 4.3）。図 4.2 G, 図 4.3 J は下層の X1 から X2 の間に 5 段階からなる反応

を追加したモデル（Model G, Model J）、図 4.2 H, 図 4.3 K は中層の Y1 から Y2 の間に 5 段

階からなる反応を追加したモデル（Model H, Model K）、図 4.2 I, 図 4.3 Lは上層の Z1 から

Z2 の間に 5 段階からなる反応を追加したモデル（Model I, Model L）を示す。物質収支式

及びキネティックパラメータ値は Model A, Model Bと同一のものを用いた（第 3 章 第 3

節 第 1 項参照）。 

 

  



第 4 章 様々な特徴を持つモデルにおける新奇数値計算手法の有効性の検証 

71 

  

図 4.2 Model A を基にした階層内の要素数が異なるベンチマークモデル. G)は下層の X1 か

ら X2 の間に 5 段階からなる反応を追加したモデル(Model G)、H)は中層の Y1 から Y2 の間

に 5 段階からなる反応を追加したモデル(Model H)、I)は上層の Z1 から Z2 の間に 5 段階か

らなる反応を追加したモデル(Model I)を示す。 
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図 4.3 Model Bを基にした階層内の要素数が異なるベンチマークモデル. J)は下層の X1 から

X2 の間に 5 段階からなる反応を追加したモデル(Model J)、K)は中層の Y1 から Y2 の間に 5

段階からなる反応を追加したモデル(Model K)、L)は上層の Z1 から Z2 の間に 5 段階からな

る反応を追加したモデル(Model L)を示す。 
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第 3項 階層を跨ぐ相互作用の数が異なるベンチマークモデル 

階層間の相互作用は、stiff問題を引き起こす要因の 1 つと考えられる。そこで、階層を

跨ぐ相互作用の数と提案法の計算性能の関係を評価するために、第 3 章において構築した

ベンチマークモデル（Model A）（図 3.17 A）を基に 14 種のベンチマークモデル（Model M 

~ Model Z）を構築した（図 4.4）。これらは、Model A の階層を跨ぐ反応の個数を 1 個から

4 個まで変更したものである。Model M ~ Model P が階層を跨ぐ反応の個数が 1 個、Model 

Q ~ Model Uが 2 個、Model V ~ Y が 3 個、Model Zが 4 個の数値モデルである。また、階

層を跨ぐ反応は抑制過程からなり、それぞれ Hill の式 （Goutelle et al., 2008）を用いて表

現された。物質収支式及びキネティックパラメータ値は Model A と同一のものを用いた

（第 3 章 第 3 節 第 1 項参照）。 
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図 4.4 Model A を基にした階層間の相互作用の数が異なるベンチマークモデル. Model M ~ 

Model P が階層を跨ぐ相互作用の数が 1 個、Model Q ~ Model Uが 2 個、Model V ~ Y が 3

個、Model Zが 4 個の数値モデルである。 
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第 4項 新奇数値計算手法の計算条件 

従来法に 4 段 4 次の陽的 Runge-Kutta 法を適用し、これを Control とした。そして、提案

法の Ahead Algorithm の下層や中層および上層の数値計算にも 4 段 4 次の陽的 Runge-Kutta

法を適用した。シミュレーション時間は上層の化学種の動的挙動が定常状態になる 36000 s, 

従来法と提案法の下層の時間発展の刻み幅 dtは 1.0E-03 s とした。表 4.1 は、提案法のパラ

メータ値を示す。また、Backward Algorithm の評価値 E の閾値（α）は Model A を基にした

ベンチマークモデル（Model C, Model D および Model G, Model H, Model I 及び Model M ~ 

Model Z）は 1.0E-03、Model Bを基にしたベンチマークモデル（Model E, Model F 及び Model 

J, Model K, Model L）は 1.0E-01 とした。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Parameter Value Description 

𝑁𝑥 60 下層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑦 60 中層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑧 60 上層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑥（MAX） 200 下層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑦（MAX） 200 中層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑧（MAX） 200 上層における暫定計算 step数の最大値 

𝐴𝑥 5 下層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑦 5 中層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑧 5 上層における暫定計算 step数の制御変数 

表 4.1 提案法のパラメータ. 
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第 3節 階層分類数と新奇数値計算手法の計算性能の関係 

第 1項 階層数が少ないベンチマークモデルでの計算効率の検証 

図 4.1 のベンチマークモデル 4 種（Model C, Model D, Model E, Model F）を用いて、階層

数が少ない条件における提案法の計算効率を検証した。表 4.2 はベンチマークモデルごと

の、36000 s 時（シミュレーションの最終時間）の従来法に基づく全階層の累積計算 step 数

に対する提案法のそれの割合を示す。ここで、全階層の累積計算 step 数は、全シミュレーシ

ョン時間における 𝐺𝑥 , 𝐺𝑦 , 𝑆 の総和である。提案法により、いずれのベンチマークモデルに

おいても累積計算 step 数は従来法と比して軽減した。そして、計算量の減少割合は理論値

に漸近した。また、2 階層のモデルよりも 3 階層のモデルのほうが提案法の計算量の減少割

合は高かった。式（4.1）は 2 階層モデルで提案法による計算効率が最大であったと仮定し

た場合（理論最大値）の従来法と提案法の計算量比の割合（%）を示す。 

割合(%) =
10000 ∙ 𝑖 +

10000 ∙ j
𝑁𝑥(MAX)

10000 ∙ (𝑖 + 𝑗)
. 100               

=
𝑖 +

j
𝑁𝑥(MAX)

𝑖 + 𝑗
. 100                   

=
𝑁𝑥（MAX） ∙ 𝑖 + j

𝑁𝑥（MAX） ∙（𝑖 + 𝑗）
. 100           （4.1） 

式（4.1）は式（3.36）（第 3 章 第 2 節 第 7 項参照）を基に構築した。ここで、𝑖, 𝑗はそれぞ

れ下層、上層内に含まれる要素数、𝑁𝑥(MAX)は暫定計算 step 数の最大値である。図 4.5 は 2

階層モデルにおいて、提案法の計算効率が最大となる条件下（理論最大値）の、従来法と提

案法の計算量の割合（%）の理論値のヒートマップを示す。図 4.5 と式（4.1）は下層の要素

数𝑖より上層の要素数𝑗が多いほど提案法による計算量の計算効率が良くなることを示した。

つまり、Backward Algorithm により計算結果が廃棄される下層の要素が少ないほど計算効率

が高まる。これは、表 4.2 の結果と傾向が一致した。 
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評価値 E の 

閾値（α） 

適用 

モデル 

下層の 

要素数 

中層の 

要素数 

上層の 

要素数 

従来法と 

提案法の 

計算量比

（%） 

計算量比の

理論値

（%） 

1.0E-03 

図 3.16 A 

（Model A） 

5 5 5 36.7 33.5 

図 4.1 C 

（Model C） 

10 0 5 73.2 66.8 

図 4.1 D 

（Model D） 

5 0 10 45.1 33.7 

1.0E-01 

図 3.16 B 

（Model B） 

5 5 5 35.7 33.5 

図 4.1 E 

（Model E） 

10 0 5 71.4 66.8 

図 4.1 F 

（Model F） 

5 0 10 39.6 33.7 

表 4.2 階層数が異なるベンチマークモデルにおける、36000 s 時（シミュレーションの最終

時間）の従来法に基づく全階層の累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合. 



第 4 章 様々な特徴を持つモデルにおける新奇数値計算手法の有効性の検証 

78 

 

  

図 4.5 2 階層モデルにおける提案法の計算効率が最大となる条件下（理論最大値）の、従来

法の計算量に対する提案法のそれの割合（%）の理論値のヒートマップ. 𝑖, 𝑗はそれぞれ下層、

上層内に含まれる要素数である。このとき、 𝑁𝑥(MAX) の値は 200 と設定する。縦軸は 36000 

s 時（シミュレーションの最終時間）の従来法の計算量に対する提案法のそれの割合（%）

を示す。 
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第 2項 階層数が少ないベンチマークモデルでの計算精度の検証 

提案法と従来法を用いて、図 4.1 のモデル 4 種（Model C, Model D, Model E, Model F）の

数値解を求め、提案法と従来法の計算精度を検証した。表 4.3 は式（3.55）および（3.56）を

用いて、提案法と従来法の計算結果の一致性を評価した結果を示す。いずれのベンチマーク

モデルでも全階層において、𝑉𝑎𝑣𝑒は約 1.000 であり、従来法と提案法で数値解の差異はほと

んど生じなかった。したがって、提案法の数値解析の計算精度は従来法とそれとほぼ同程度

であった。また、2 階層の数理モデルの計算精度は 3階層の数理モデル(Model A, Model B)の

結果(表 3.8, 表 3.9)よりも高かった。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 評価値𝑽𝒂𝒗𝒆と𝑽𝑺𝑫 

（平均値 ± 標準偏差） 

適用 

モデル 

評価値 Eの 

閾値（α） 

下層 上層 

図 4.1 C 

（Model C） 

1.0E-03 

1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 

図 4.1 D 

（Model D） 

0.999 ± 0.001 1.000 ± 0.002 

図 4.1 E 

（Model E） 

1.0E-01 

1.000 ± 0.001 1.000 ± 0.000 

図 4.1 F 

（Model F） 

1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 

表 4.3 階層数が異なるベンチマークモデルにおける、ベンチマークモデル 4 種（Model C, 

Model D, Model E, Model F）に提案法と従来法を適用した場合の数値解の比較. 
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第 4節 階層内の要素数と新奇数値計算手法の計算性能の関係 

第 1項 階層内の要素数が異なるベンチマークモデルでの計算効率の検証 

図 4.2, 図 4.3 のモデル 6 種（Model G, Model H, Model I, Model J, Model K, Model L）を用

いて、階層内の要素数が異なる条件における提案法の計算効率を検証した。表 4.4 は 36000 

s 時（シミュレーションの最終時間）の従来法に基づく全階層の累積計算 step 数に対する提

案法のそれの割合を示す。提案法により、いずれのベンチマークモデルにおいても累積計算

step 数は従来法に比して軽減した。そして、中層や上層の要素数が多くなるにつれ提案法の

計算量は従来法のそれより大幅に減少した。特に、上層の要素数が最大であるとき提案法の

計算量は従来法の 30%以下となった。また、提案法の計算量の減少割合と理論値を比較す

ると、下層や上層の要素数が多いとき提案法の計算量の減少割合は式（3.36）に基づく理論

値に漸近した。一方、中層の要素数が最大であるとき、提案法の計算量は従来法より減少し

たものの、理論値との乖離が大きかった。 
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評価値 E の 

閾値（α） 

適用 

モデル 

下層の 

要素数 

中層の 

要素数 

上層の 

要素数 

従来法と 

提案法の 

計算量比

（%） 

計算量比の

理論値

（%） 

1.0E-03 

図 3.16 A 

（Model A） 

5 5 5 36.7 33.5 

図 4.2 G 

（Model G） 

10 5 5 52.7 50.1 

図 4.2 H 

（Model H） 

5 10 5 44.8 25.3 

図 4.2 I 

（Model I） 

5 5 10 27.6 25.1 

1.0E-01 

図 3.16 B 

（Model B） 

5 5 5 35.7 33.5 

図 4.3 J 

（Model J） 

10 5 5 55.7 50.1 

図 4.3 K 

（Model K） 

5 10 5 42.3 25.3 

図 4.3 L 

（Model L） 

5 5 10 28.8 25.1 

表 4.4 階層内の要素数が異なるベンチマークモデルにおける、36000 s 時（シミュレーショ

ンの最終時間）の全階層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合.  
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第 2項 階層内の要素数が異なるベンチマークモデルでの計算精度の検証 

提案法と従来法を用いて、図 4.2 及び図 4.3 のモデル 6 種（Model G, Model H, Model I, 

Model J, Model K, Model L）の数値解を求め、提案法と従来法の計算精度を検証した。表 4.5

は、式（3.55）および（3.56）を用いて、提案法と従来法の計算結果の一致性を評価した結

果を示す。いずれのベンチマークモデルでも、全階層において、𝑉𝑎𝑣𝑒は 0.99~1.01 の範囲に

収まり、提案法の数値解析の計算精度は従来法とそれとほぼ同程度であった。また、それぞ

れの要素数に着目すると、下層の要素数が多いときに比べ中層・上層の要素数が多いほうが

計算精度は悪化した。つまり、提案法は時間スケールの短い事象を多く含む数理モデルの計

算精度を高める。 
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 評価値𝑽𝒂𝒗𝒆と𝑽𝑺𝑫 

（平均値 ± 標準偏差） 

適用 

モデル 

評価値 Eの 

閾値（α） 

下層 中層 上層 

図 4.2 G 

（Model G） 

1.0E-03 

0.994 ± 0.012 1.007 ± 0.016 1.000 ± 0.002 

図 4.2 H 

（Model H） 

0.991 ± 0.017 1.009 ± 0.018 1.000 ± 0.002 

図 4.2 I 

（Model I） 

0.990 ± 0.020 1.010 ± 0.019 1.000 ± 0.003 

図 4.3 J 

（Model J） 

1.0E-01 

1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.026 

図 4.3 K 

（Model K） 

1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.001 ± 0.026 

図 4.3 L 

（Model L） 

1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.001 ± 0.030 

表 4.5 階層内の要素数が異なるベンチマークモデルにおける、ベンチマークモデル 6 種

（Model G, Model H, Model I, Model J, Model K, Model L）に提案法と従来法を適用した場合の

数値解の比較. 
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第 5 節 階層を跨ぐ相互作用の数と新奇数値計算手法の計算性能の

関係 

第 1 項 階層を跨ぐ相互作用数が異なるベンチマークモデルでの計算効率の検

証 

図 4.4 のモデル 15 種（Model M ~ Model Z）を用いて、階層を跨ぐ相互作用の数が異なる

条件での提案法の計算効率を検証した。表 4.6 は階層を跨ぐ相互作用の数が異なるベンチマ

ークモデルにおける、36000 s 時（シミュレーションの最終時間）の従来法に基づく全階層

の累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合を示す。提案法により、いずれのベンチマ

ークモデルにおいても累積計算 step 数は従来法に比して軽減した。そして、提案法は階層

を跨ぐ相互作用の数に関わらず、すべての条件でほぼ同等の計算効率を有した。つまり、階

層を跨ぐ相互作用の数と計算性能の間に相関は確認できなかった。 
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評価値 Eの 

閾値（α） 

適用 

モデル 

階層を 

跨ぐ相互

作用の数 

階層を跨ぐ相互作用の種類 

従来法と 

提案法の 

計算量比（%） 

計算量比

の理論値

（%） 

1.0E-03 

図 4.4 M 

（Model M） 
1 Z5→Y5    36.7 33.5 

図 4.4 N 

（Model N） 
1 Y5→X5    34.8 33.5 

図 4.4 O 

（Model O） 
1 Z5→Y1    34.8 33.5 

図 4.4 P 

（Model P） 
1 Y5→X1    34.2 33.5 

図 4.4 Q 

（Model Q） 
2 Z5→Y1 Y5→X5   35.0 33.5 

図 4.4 R 

（Model R） 
2 Y5→X5 Z5→Y5   34.4 33.5 

図 4.4 S 

（Model S） 
2 Z5→Y5 Z5→Y1   34.8 33.5 

図 4.4 T 

（Model T） 
2 Y5→X5 Y5→X1   34.7 33.5 

図 4.4 U 

（Model U） 
2 Z5→Y5 Y5→X1   36.5 33.5 

図 3.17 A 

（Model A） 
2 Z5→Y1 Y5→X1   36.7 33.5 

図 4.4 V 

（Model V） 
3 Y5→X1 Z5→Y1 Z5→Y5  34.5 33.5 

図 4.4 W 

（Model W） 
3 Z5→Y1 Y5→X5 Z5→Y5  35.5 33.5 

図 4.4 X 

（Model X） 
3 Y5→X5 Z5→Y5 Y5→X1  35.0 33.5 

図 4.4 Y 

（Model Y） 
3 Y5→X1 Z5→Y1 Y5→X5  34.6 33.5 

図 4.4 Z 

（Model Z） 
4 Y5→X1 Z5→Y1 Y5→X5 Z5→Y5 35.1 33.5 

表 4.6 36000 s 時の全階層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合.  
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第 2 項 階層を跨ぐ相互作用数が異なるベンチマークモデルでの計算精度の検

証 

提案法と従来法を用いて、図 4.4 のモデル 15 種（Model M ~ Model Z）の数値解を求め、

提案法と従来法の計算精度を検証した。表 4.7 は、式（3.55）および（3.56）を用いて、提案

法と従来法の計算結果の一致性を評価した結果を示す。提案法の計算精度はいずれのベン

チマークモデルの全階層においても𝑉𝑎𝑣𝑒は 0.990~1.010 の範囲に収まった。つまり、提案法

では階層を跨ぐ相互作用の数に関わらず、すべての条件でほぼ同等の計算精度を示した。 
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表 4.7 階層を跨ぐ相互作用の数が異なるベンチマークモデルにおける、モデル 15 種

（Model M ~ Model Z）に提案法と従来法を適用した場合の数値解の比較. 

 

 

 評価値𝑽𝒂𝒗𝒆と𝑽𝑺𝑫（平均値 ± 標準偏差） 

評価値 Eの 

閾値（α） 
適用モデル 下層 中層 上層 

1.0E-03 

図 4.4 M 

（Model M） 
0.994 ± 0.013 1.004 ± 0.014 1.000 ± 0.002 

図 4.4 N 

（Model N） 
0.992 ± 0.015 1.006 ± 0.017 1.000 ± 0.002 

図 4.4 O 

（Model O） 
0.993 ± 0.012 1.006 ± 0.015 1.000 ± 0.002 

図 4.4 P 

（Model P） 
0.991 ± 0.015 1.008 ± 0.016 1.000 ± 0.002 

図 4.4 Q 

（Model Q） 
0.990 ± 0.020 1.010 ± 0.019 1.000 ± 0.003 

図 4.4 R 

（Model R） 
0.991 ± 0.018 1.009 ± 0.019 1.000 ± 0.003 

図 4.4 S 

（Model S） 
0.994 ± 0.012 1.006 ± 0.015 1.000 ± 0.002 

図 4.4 T 

（Model T） 
0.991 ± 0.017 1.009 ± 0.018 1.000 ± 0.002 

図 4.4 U 

（Model U） 
0.990 ± 0.017 1.010 ± 0.017 1.000 ± 0.002 

図 3.17 A 

（Model A） 
0.992 ± 0.016 1.010 ± 0.016 1.000 ± 0.002 

図 4.4 V 

（Model V） 
0.993 ± 0.013 1.009 ± 0.015 1.000 ± 0.002 

図 4.4 W 

（Model W） 
0.994 ± 0.012 1.007 ± 0.015 1.000 ± 0.002 

図 4.4 X 

（Model X） 
0.991 ± 0.017 1.010 ± 0.017 1.000 ± 0.002 

図 4.4 Y 

（Model Y） 
0.992 ± 0.020 1.009 ± 0.019 1.000 ± 0.003 
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第 6節 考察 

本章では『階層数が異なる場合』と『階層内の構成因子数が異なる場合』、『階層を跨ぐ反

応の個数が異なる場合』の 3 つの条件下における提案法の有効性を検証した。まず、階層数

が異なる 4 種のベンチマークモデル（Model C, Model D, Model E, Model F） （図 4.1）を構

築し、このモデルを用いて階層数が提案法の計算効率におよぼす影響を検証した。2 階層モ

デルの 4 種いずれの場合も、提案法の計算回数は従来法のそれよりも減少した（表 4.2）。一

方、階層数と計算効率の関係性を検証すると、階層数の多い 3 階層モデルに提案法を適用し

た場合のほうがより顕著に計算量を減少させた。これは Cumulative Algorithm の下の階層の

計算結果をもとに上の階層の数値計算を省力化する計算過程による計算の効率化が、階層

数と正の相関を持つことを暗示した。つまり、同一の数理モデルに提案法を適用する場合、

階層をより多く分割し、階層数を増加させたほうが提案法の計算効率は向上する。次に階層

数が異なるベンチマークモデル（図 4.1）において提案法と従来法の計算精度を検証した。

2 階層モデルの 4 種いずれの場合も提案法は高い計算精度を維持した（表 4.3）。したがっ

て、2階層モデルの場合も Backward Algorithmが提案法の数値計算の計算精度維持に寄与し、

階層数に依存せず高精度な数値解の算出を実現したと考えられた。 

さらに、階層内の構成因子数が異なる場合の提案法の計算効率への影響を検証した。6 種

のベンチマークモデル（Model G, Model H, Model I, Model J, Model K, Model L） （図 4.2, 図

4.3）において、提案法はいずれの要素数の条件でも数値計算の効率化を実現した（表 4.4）。

また、提案法は上の階層の要素数が多いほど、より顕著に計算回数を減少させた。つまり、

提案法の計算効率は階層内の要素数と密接に関連し、上の階層が多いほど提案法の計算効

率への寄与が高いことが示唆された。一方で、中層の要素数が多い場合は計算効率の理論値

と実測値との間に相違が見られた。これは、中層において要素数が増加した結果、1) 階層

内における時間スケールの差が生じやすくなったこと、2) 下層や上層との時間スケールの

差が減少し、3 階層間での時間スケールが混合したことの 2 つが生じ、提案法が数値計算を
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効率化できなかったと考えられる。上層の要素数が多い場合においても同様に 1)は生じる

が、時間スケールの差の混合は中層としか発生しなかったために計算効率に影響がなかっ

た。次に、階層内の構成因子数が異なる条件における、提案法と従来法の計算精度を検証し

た。提案法では、要素数と計算精度について関係性はみられず、いずれのベンチマークの場

合も提案法は高い計算精度を維持した（表 4.5）。 

最後に、階層を跨ぐ相互作用の数が異なる場合の提案法の計算効率への影響を検証した。

15 種のベンチマークモデル（Model C, Model D, Model E, Model F） （図 4.4）において、提

案法は階層を跨ぐ相互作用の数に依存せず、全ての条件で数値計算の効率化を実現した（表

4.6）。また、計算精度は階層を跨ぐ反応の個数にかかわらず、すべての条件でほぼ同等であ

った（表 4.7）。したがって、階層を跨ぐ相互作用の数は提案法の計算性能に影響を及ぼさな

いことが示唆された。 

まとめると、提案法は『階層数が異なる場合』と『階層内の構成因子数が異なる場合』、

『階層を跨ぐ反応の個数が異なる場合』いずれのベンチマークモデルにおいても、計算精度

を維持しつつ従来法と比して計算の効率化を実現した。そしてそれは、提案法が汎用的に導

入可能な数値計算手法であり、様々な時間マルチスケールモデルにおいて計算の効率化を

実現できる可能性が高いことを示唆した。また、本章での計算結果より、提案法の特性とし

て以下の 5 つが示された。 

1. 階層数が増加するほど提案法の計算効率は向上する, 

2. 上の階層の要素数が増加するほど計算効率は向上する 

3. 下層の要素数が多いほど計算精度が高くなる 

4. 階層を跨ぐ相互作用の数が提案法の計算性能におよぼす影響は少ない 

5. いずれの条件においても提案法の Backward Algorithmが一定の計算精度を維持する 

これらの特性を満たす数理モデルに対し提案法を適用することで、提案法は更なる計算性

能の向上が期待できる。一方、提案法による計算性能向上のデメリットとして主記憶装置の
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使用量が挙げられる。提案法は主記憶装置を利用した数値計算手法であり、計算の効率化に

比例して主記憶装置の使用量は大幅に増加する（式（3.35））。例えば、同一の物質収支式、

パラメータからなる Model A（3 階層で、下層・中層・上層の要素数が 5.0）と Model C（2

階層で、下層・上層の要素数がそれぞれ 10.0と 5.0）において、暫定計算 step 数（𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧）

の最大値が 200 であるとき、式（3.35）より最大使用メモリはそれぞれ 613 MBと 6 MBで

あった。このように、同一の数理モデルの階層数を増加させると計算効率は向上するが、メ

モリの使用量もそれに伴い 100 倍以上増加する。そのため、提案法を導入する場合、メモリ

使用量の上限値と計算効率のバランスを考え、階層数と各階層の要素数を適正化する必要

があることが示唆された。今回、4 階層モデルにおける提案法の計算性能はメモリ使用量の

問題で算出することができなかったが、メモリ技術の進歩により使用可能なメモリが増量

すれば、より多階層のモデルに提案法を適用でき、更なる計算効率の向上が期待できると考

えられる。 
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第 5章 新奇数値計算手法の汎用性の検証 

第 1節 緒言 

これまでの第 3 章及び第 4 章の検証より、新奇数値計算手法は、下層の数値解に Ahead 

Algorithm、Backward Algorithm および Cumulative Algorithm を適用し、中層および上昇の刻

み幅を最適化することで数値計算の効率化を実現した。このとき、従来法と提案法の違いは

中層および上層の刻み幅と計算手順のみであり、各 1stepの計算は同一の手順で計算された。

そしてそれは、新奇数値計算手法が種々の差分法の計算手順を最適化する能力を有するこ

とを示唆した。これまでの結果により、Runge-Kutta 法では数値計算モジュールとして機能

することが確認できた。本章では提案法を Runge-Kutta 法以外の既存の数値計算手法に適用

し、提案法が様々な既存の数値計算手法に数値計算モジュールとして汎用的に適用可能で

あるか検証する。 

 

第 2節 Adams-Bashforth-Moulton 法への適用 

第 1項 新奇数値計算手法の計算条件 

本節では Adams-Bashforth-Moulton 法に対して、新奇数値計算手法を適用したもの（提案

法）と適用しなかったもの（従来法）の数値解や計算回数を比較することで有効性を確認す

る。ここで Adams-Bashforth-Moulton 法は、予測子・修正子法に属する固定刻み幅からなる

数値計算手法（第 2 章 第 2 節 第 4 項参照）である。Adams-Bashforth-Moulton 法を適用す

るモデルは第 3章において構築した 2種のベンチマークモデル（Model A, Model B）（図 3.17）

とした。また、シミュレーション時間は上層の化学種の動的挙動が定常状態になる 36000 s、

従来法と提案法の下層の時間発展の刻み幅 dtは 1.0E-03 s とした。表 5.1 は、提案法のパラ

メータ値を示す。そして、Backward Algorithm の評価値 E の閾値（α）は Model A は 1.0E-03, 

5.00E-04, 1.0E-04、Model Bは 1.0E-01, 5.00E-02, 1.0E-02 とした。 
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第 2項 新奇数値計算手法の計算効率の検証 

表 5.2は 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）の従来法に基づく全階層の累積計算

step 数に対する提案法のそれの割合を示す。ここで、全階層の累積計算 step 数は、全シミュ

レーション時間における 𝐺𝑥 , 𝐺𝑦 , 𝐺𝑧 , 𝑆 の総和である。提案法により、いずれのベンチマーク

モデルにおいても累積計算 step 数は従来法と比して軽減した。そして、Backward algorithm

の評価値 E の閾値（α）と全階層の累積計算 step 数は負の相関を持った。これらの結果は

Runge-Kutta 法を適用した場合の提案法の計算性能（第 3 章, 第 4 章）とほぼ同等であった。 

Parameter Value Description 

𝑁𝑥 60 下層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑦 60 中層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑧 60 上層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑥（MAX） 200 下層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑦（MAX） 200 中層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑧（MAX） 200 上層における暫定計算 step数の最大値 

𝐴𝑥 5 下層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑦 5 中層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑧 5 上層における暫定計算 step数の制御変数 

表 5.1 提案法のパラメータ. 
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対象 

モデル 

評価値 Eの 

閾値（α） 

Runge-Kutta 法適用時の 

従来法と提案法の 

計算量比（%） 

（表 3.5, 表 3.7） 

Adams-Bashforth-

Moulton 法適用時の 

従来法と提案法の 

計算量比（%） 

計算量比の 

理論値（%） 

Model A 

1.00E-03 36.7 36.6 33.5 

5.00E-04 37.1 37.1 33.5 

1.00E-04 76.3 76.2 33.5 

Model B 

1.00E-01 35.7 35.7 33.5 

5.00E-02 36.7 36.6 33.5 

1.00E-02 46.3 46.3 33.5 

表 5.2 Adams-Bashforth-Moulton 法を適用した場合における、36000 s 時（シミュレーション

の最終時間）の全階層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合. 
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第 3項 新奇数値計算手法の計算精度の検証 

表 5.3 は、式（3.55）および（3.56）を用いて、提案法と従来法の計算結果の一致性を評価

した結果を示す。提案法のいずれのベンチマークモデルの全階層において、計算精度𝑉𝑎𝑣𝑒は

0.990~1.010 の範囲に収まった。つまり、Adams-Bashforth-Moulton 法を用いた場合の提案法

の数値解析の計算精度は従来法のそれとほぼ同程度であった。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  評価値𝑽𝒂𝒗𝒆と𝑽𝑺𝑫（平均値 ± 標準偏差） 

対象モデル 

評価値 Eの 

閾値（α） 

下層 中層 上層 

Model A 

1.00E-03 0.994 ± 0.016 1.009 ± 0.016 1.000 ± 0.002 

5.00E-04 0.995 ± 0.010 1.006 ± 0.010 1.000 ± 0.002 

1.00E-04 0.999 ± 0.001 1.001 ± 0.002 1.000 ± 0.000 

Model B 

1.00E-01 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.027 

5.00E-02 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.001 ± 0.025 

1.00E-02 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.001 ± 0.004 

表 5.3 Adams-Bashforth-Moulton 法を適用した場合における、計算結果の一致

性の評価. 
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第 3節 Runge-Kutta-Fehlberg法への適用 

第 1項 新奇数値計算手法の計算条件 

常微分方程式の数値解法に、時間発展における独立変数の刻み幅を変動させ、計算精度を

高める手法（変動刻み幅手法）がある。本節では既存の変動刻み幅手法に対して、新奇数値

計算手法を適用したもの（提案法）と適用しなかったもの（従来法）の数値解や計算回数を

比較することで、提案法の有効性を確認する。数理モデルは第 3 章において構築した 2 種

のベンチマークモデル（Model A, Model B）（図 3.17）を用いた。このとき、Control として

適用する従来法は変動刻み幅からなる Runge-Kutta-Fehlberg 法（第 2 章 第 2 節 第 4 項参

照）とした。提案法も Control と同様に Ahead Algorithm の下層の数値計算に変動刻み幅か

らなる Runge-Kutta-Fehlberg 法を適用した。本節の解法に限り、提案法の上層と中層の数値

計算に Runge-Kutta-Fehlberg 法を適用せず、Runge-Kutta 法を適用する。図 5.1 A に従来法に

おける計算 step の推移、図 5.1 Bに提案法における計算 step の推移の概要を示す。シミュレ

ーション時間は上層の化学種の動的挙動が定常状態になる 36000 s, 従来法と提案法の下層

の時間発展の刻み幅 dt の初期値は 1.0E-03 s、Runge-Kutta-Fehlberg 法の 1 step 当たりの許容

誤差𝜀は 1.0E-06 とした（式（2.18））。表 5.4 は、提案法のパラメータ値を示す。また、Backward 

Algorithm の評価値 E の閾値（α）は Model A は 1.0E-02, 5.00E-02、Model Bは 1.0E-01, 5.00E-

02 とした。 
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図 5.1 変動刻み幅手法を適用時の提案法と従来法の計算 step の推移の概要. A が従来法にお

ける計算 step の推移、B が提案法における計算 step の推移である。従来法では、全階層が

同一の刻み幅で計算される。一方、提案法では、中層と上層の刻み幅は下層の計算値に基づ

いて制御される。 
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Parameter Value Description 

𝑁𝑥 60 下層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑦 60 中層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑧 60 上層における暫定計算 step数の初期値 

𝑁𝑥（MAX） 200 下層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑦（MAX） 200 中層における暫定計算 step数の最大値 

𝑁𝑧（MAX） 200 上層における暫定計算 step数の最大値 

𝐴𝑥 5 下層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑦 5 中層における暫定計算 step数の制御変数 

𝐴𝑧 5 上層における暫定計算 step数の制御変数 

表 5.4 提案法のパラメータ. 
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第 2項 新奇数値計算手法の計算効率の検証 

表 5.5は 36000 s 時（シミュレーションの最終時間）の従来法に基づく全階層の累積計算

step 数に対する提案法のそれの割合を示す。表 5.5 及び図 5.2 より、Model A では、提案法

は従来法より累積計算 step 数が増加した。そして、提案法の累積計算 step 数は評価値 E の

閾値（α）が大きくなるにつれて従来法のそれに漸近した。また、表 5.5 および図 5.3 より、

Model Bでは、提案法の計算量は従来法のそれより減少した。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

対象モデル 評価値 Eの閾値（α） 

従来法と提案法 

の計算量比（%） 

計算量比の 

理論値（%） 

Model A 

1.00E-02 101.3 33.5 

5.00E-02 102.7 33.5 

Model B 

1.00E-01 48.8 33.5 

5.00E-02 67.5 33.5 

表 5.5 Runge-Kutta-Fehlberg 法を適用した場合における、36000 s 時（シミュレーションの最

終時間）の全階層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割合. 
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図 5.2 Model A における全階層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割

合のタイムコース. 評価値 E の閾値（α）に関わらず、提案法の計算量は従来法のそれより

増加する。また、提案法の計算量は評価値 E の閾値（α）が大きくなるにつれて従来法のそ

れに漸近する。 

図 5.3 Model Bにおける全階層の従来法に基づく累積計算 step 数に対する提案法のそれの割

合のタイムコース. 提案法の計算量は従来法のそれより減少する。 



第 5 章 新奇数値計算手法の汎用性の検証 

100 

表 5.6 Runge-Kutta-Fehlberg 法を適用した場合における、36000 s 時（シミュレーションの最

終時間）の計算結果の一致性の評価 

第 3項 新奇数値計算手法の計算精度の検証 

表 5.6 は、36000 s 時（シミュレーションの最終時間）における提案法と従来法の計算結

果の一致性（式(3.55)）を評価した結果を示す。提案法の計算精度は Model A 及び Model B

の全階層において𝑉𝑎𝑣𝑒は 0.999~1.001 の範囲に収まった。つまり、提案法の数値解析の計算

精度は従来法とそれとほぼ同程度であった。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  評価値𝑽𝒂𝒗𝒆 

対象モデル 

評価値 Eの 

閾値（α） 

下層 中層 上層 

Model A 

1.00E-02 0.999 1.001 1.000 

5.00E-02 0.999 1.000 1.000 

Model B 

1.00E-01 1.000 1.000 1.000 

5.00E-02 1.000 1.000 1.000 
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第 4節 考察 

提案法における Ahead Algorithm の下層や中層および上層の計算に、Runge-Kutta 法以外の

既存の数値計算手法を適用し、提案法が汎用的な数値計算モジュールとして利用可能であ

るか検証した。本章では特に、Adams-Bashforth-Moulton 法と Runge-Kutta-Fehlberg 法の 2 種

を Ahead Algorithm の下層の計算に用いた場合の提案法の計算性能を検証した。 

まず、Adams-Bashforth-Moulton 法を Ahead Algorithm の下層の計算に適用した場合の計算

効率と計算精度を評価した。Model A および Model B のいずれのベンチマークモデルにおい

ても、提案法の計算性能はRunge-Kutta法を適用した場合とほぼ同等であった（表5.2,表5.3）。

つまり、固定刻み幅の数値計算手法に提案法を適用したとき、多くの場合で計算の効率化が

なされることが示された。 

次に Runge-Kutta-Fehlberg 法を Ahead Algorithm の下層の計算に適用した場合の計算効率

と計算精度を評価した。まず、Model A に提案法と従来法を適用すると、評価値 E の閾値

（α）によらず提案法の計算回数は従来法のそれより増加した（表 5.5, 図 5.2）。これは、

Runge-Kutta-Fehlberg 法の刻み幅制御に用いた許容誤差の値𝜀と提案法の評価値 E の閾値（α）

との関係に起因すると考えられる。Model A において、提案法の評価値 E の閾値（α）は許

容誤差の値𝜀よりも厳しい条件が設定された。その結果、Runge-Kutta-Fehlberg 法による刻み

幅の変動に対して過剰に Backward Algorithm が作用し計算を破棄したため、提案法の計算回

数は増加したと考えられる。次に、Model Bに提案法と従来法を適用すると、評価値 E の閾

値（α）が 1.00E-01 及び 5.00E-02 の場合、提案法の計算回数は従来法のそれよりも減少した

（表 5.5, 図 5.3）。つまり、変動刻み幅の数値計算手法に提案法を適用したときも計算の効

率化がなされることが示された。また、Runge-Kutta-Fehlberg 法を Ahead Algorithm の下層の

計算に用いた場合の計算精度はいずれの場合も提案法は高い計算精度を維持した（表 5.6）。

したがって、Runge-Kutta-Fehlberg 法を適用した場合も Backward Algorithm が提案法の数値

計算の計算精度維持に寄与し、高精度な数値解の算出を実現したと考えられる。 
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まとめると、提案法に固定刻み幅の数値計算手法を組み込む場合、数値計算の効率化を実

現した。また、提案法に変動刻み幅の数値計算手法を組み込む場合も計算効率を高めること

が示唆された。そして、いずれの場合も Backward Algorithm が計算精度を維持した。Model 

A の解析例で示したように提案法に変動刻み幅手法を組み込んだ場合に数値計算の効率化

が達成できない場合もあったが、提案法の計算量は従来法のそれに漸近し、また、計算効率

の悪化ももたらさなかった。故に、新奇数値計算手法は汎用的な数値計算モジュールとして

利用可能であると考えられる。また、従来法と提案法の違いは中層および上層の刻み幅と計

算手順のみである。そのため、1) 既存の高速化手法(並列化手法や Gear 法)に対する提案法

の適用による相乗効果、2) 数値計算の途中で stiff 現象が生じた場合にのみ提案法を有効に

し、その他の場合は無効にする提案法の適用区間を絞る利用法も想定でき、提案法の利用は

多岐にわたるものと考えられる。 
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第 6章 総括・展望 

同時に多数のサンプルを処理できるハイスループットな実験機器の出現により、我々は

生物のゲノム、トランスクリプトーム、プロテオーム、メタボロームなどの網羅的なデータ

を一括で入手できるようになった（Castel et al., 2006; Aebersold and Mann, 2003; Bleicher et al., 

2003; Macarron et al., 2011; Fischer et al., 2004）。その結果、時間マルチスケールモデルを用い

て生命システムを俯瞰する理論解析の機運が高まっている（Yao et al,2015; Bajikar and Janes, 

2012, Helikar et al, 2013; Stolarska et al, 2009）。これら階層間の反応系を有する時間マルチス

ケールモデルの理論解析において、階層間の時間スケールの違いによる stiff 問題が生じる

ことが知られており（Curtiss and Hirschfelder, 1952; Sommeijer, 1993; Hairer and Wanner, 1999）、

そしてそれは生命システムの時間マルチスケールモデルの理論解析の発展を妨げる一因に

なっている。本研究では、時間マルチスケールモデルにおける時間スケール差による計算時

間の増大（stiff問題）に焦点を絞り、この問題を克服する新奇数値計算手法（提案法）の設

計および開発を試みた（Motomura et al., 2016）。 

提案法は Ahead Algorithm、Backward Algorithm、Cumulative Algorithm の 3 つからなった。

ここで、Ahead Algorithm と Cumulative Algorithm が計算 step 数を減少し、Backward Algorithm

は計算精度を保証する。まず、Ahead Algorithm は時間スケールが最小の下層の計算に任意

の従来法を適用し、任意の step 数（暫定計算区間）の繰り返し数値積分を実行した。次に、

Backward Algorithm は、Ahead Algorithm における暫定計算区間の微分値が一定である範囲

（確定計算区間）を決定した。このとき、Backward Algorithm で決められた下層の範囲を中

層の時間発展の刻み幅、Backward Algorithm で決められた下層の確定計算区間の従属変数の

数値解の時間積分平均値を下層の従属変数の代表値とした。そして、Cumulative Algorithm は

1 step の中層の動態を計算した。提案法はこれら 3 つのアルゴリズムを上層の数値解を得る

まで繰り返した。これらの計算過程において、提案法の中層および上層の時間発展の刻み幅

は Cumulative Algorithm により従来法のそれよりも大きい値が設定された。結果として、提
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案法の計算 step 数は従来法のそれより大幅に減少した。さらに、提案法の中層および上層

の時間発展の刻み幅は Backward Algorithm により計算精度を維持可能な値に制御された。つ

まり、提案法が時間マルチスケールモデルの効率的な数値計算手法となりうることが示唆

された。 

本論文では、第 3 章において提案法が時間マルチスケールモデルの数値計算に有効な手

法であるか、2 種の 3 階層からなるベンチマークモデル（Model A, Model B）により検証し

た。まず、各階層単位の累積計算 step 数に着目すると、Model A, Model Bのいずれの場合も

従来法と提案法の下層の累積計算 step 数は同等であり、中層および上層の累積計算 step 数

は従来法のそれと比較して大幅に減少した（図 3.19 A, B, C, 図 3.20 A, B, C）。次に、提案法

の計算破棄 step 数と全階層の累積計算 step 数に着目すると、Model A, Model B いずれの場

合も、Backward Algorithm による計算破棄 step 数の総和（図 3.19 D, 図 3.20 D）よりも提案

法によって減少された中層および上層の計算 step 数（図 3.19 A, B, 図 3.20 A, B）の方が多

かった。つまり、『計算精度の維持に必要な計算の増加量』より『提案法による計算の軽減

量』が多いため、提案法は Model A, Model Bにおいて数値計算の効率化を実現した(図 3.19 

E, 図 3.20 E)。さらに、提案法の計算精度に着目すると、全階層において提案法と従来法の

計算結果の一致性は極めて高かった。以上の結果より、提案法の Ahead Algorithm と

Cumulative Algorithm が各階層の刻み幅を調整することで数値計算の効率化を実現し、また、

提案法の Backward Algorithm が時間マルチスケールモデルにおける計算精度を保証した。そ

して、提案法はベンチマークモデルにおいて時間マルチスケールモデルの効率的な数値計

算手法となりうることが示された。 

次に、第 4 章において、提案法の汎用性を検証した。一般的に、時間マルチスケールモデ

ルにおける階層数、階層内の構成因子数および階層内の相互作用の数は様々な条件に設定

される（Yao et al., 2015; Bajikar and Janes 2012; Helikar et al., 2013; Stolarska et al., 2009; Baldazz, 

2012; Ghosh, 2013）。そこで、『階層数が異なる場合』、『階層内の構成因子数が異なる場合』
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および『階層を跨ぐ相互作用の数が異なる場合』の 3つに焦点を絞り、提案法の有効性を検

証した。提案法は『階層数が異なる場合』、『階層内の構成因子数が異なる場合』および『階

層を跨ぐ相互作用の数が異なる場合』のいずれのベンチマークモデルにおいても、計算精度

を維持しつつ従来法と比して計算の効率化を実現した（表 4.2 ~ 表 4.7）。そしてそれは、提

案法が多様な数理モデルの数値計算に適用可能であること、そして、様々な時間マルチスケ

ールモデルにおいて計算の効率化を実現できる可能性が高いことを示唆した。また、本章で

の計算結果より、提案法の特性として以下の 5 つが示された。1. 階層数が増加するほど提

案法の計算効率は向上する（表 4.2）。2. 上の階層の要素数が増加するほど計算効率は向上

する（表 4.4）。3. 下層の要素数が多いほど計算精度が高くなる（表 4.4）。4. 階層を跨ぐ反

応の提案法の計算性能への影響は少ない（表 4.6, 表 4.7）。5. いずれの条件においても提案

法の Backward Algorithm が一定の計算精度を維持する（表 4.3, 表 4.5, 表 4.7）。これらの特

性を有するモデルに提案法を適用すれば、提案法の効果が一層発揮される。 従来法と

提案法の違いは中層および上層の刻み幅と計算手順のみであり、各 1step の計算は同一の手

順で計算された。そしてそれは、新奇数値計算手法が差分法の計算手順を最適化する数値計

算モジュールとして様々な既存の数値計算手法に適用可能であることを示唆した。これま

での第 3 章および第 4 章の検証により、Runge-Kutta 法では数値計算モジュールとして機能

することが確認できた。第 5 章では提案法の計算に、Adams-Bashforth-Moulton 法と Runge-

Kutta-Fehlberg 法を適用し、提案法が汎用的な数値計算モジュールとして利用可能であるか

検証した。Adams-Bashforth-Moulton 法を適用した場合、Runge-Kutta 法を適用した場合とほ

ぼ同様の計算性能を実現した（表 5.2, 表 5.3）。つまり、固定刻み幅の数値計算手法に提案

法を組み込むことが有効であることを示した。次に、提案法の計算に Runge-Kutta-Fehlberg

法を適用した場合の計算性能を検討した。Model A に提案法を適用した場合、提案法の計算

量は従来法のそれに漸近した（図 5.2）。一方、Model Bに提案法を適用した場合、提案法に

よる計算の効率化がなされた（図 5.3）。また、Runge-Kutta-Fehlberg 法を提案法の計算に用
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いた場合、提案法はいずれの場合も高い計算精度を維持した（表 5.6）まとめると、提案法

に固定刻み幅の数値計算手法を組み込む場合、数値計算の効率化を実現した。また、提案法

に変動刻み幅の数値計算手法を組み込む場合も計算効率を高めることが示唆された。Model 

Aに Runge-Kutta-Fehlberg法を適用した場合のように提案法による効率化ができない条件も

存在したが、その場合も提案法の計算量は従来法のそれに漸近し、計算効率の悪化はもたら

さなかった（図 5.2, 表 5.6）。故に、新奇数値計算手法は汎用的な数値計算モジュールとし

て利用可能であると確認できた。 

以上より、提案法は階層間の時間スケールの差に起因する stiff 問題を解消する汎用的で

かつ有効な数値計算手法であることが示された。さらに、提案法は簡単なアルゴリズムから

なり、また、提案法は目的に応じて様々な既存の数値計算手法に適用できる。つまり、提案

法は「導入の簡易性」・「高効率」・「適用範囲の柔軟性」の特徴を持つスケーラビリティーの

堅い数値計算モジュールであることが示された。 

提案法を用いて stiff 問題を解消し、計算量の減少を実現することは数理モデルの大規模

化および精密化を伴う数理解析や汎用的なコンピュータでの時間マルチスケールモデルの

コンピュータシミュレーションの実現可能性をもたらす。例えば生命現象では、遺伝子層の

各要素は遺伝子間ネットワークにより複雑に制御されており、そして遺伝子層で生じる摂

動は複雑な制御を通じて代謝活性や表現型など様々な階層に影響を与える。しかしながら、

従来の多くの数理解析では計算所要時間の問題からこれらの現象を考慮してこなかった。

提案法により stiff 問題が解消されることで数理モデルの精密化が実現されると、これまで

考慮されてこなかった現象をも組み込む解析が可能となることが期待できる。また、stiff問

題は、生命システムのみならず気象状況のシミュレーションにおける台風の動きと局地的

な雲の動き(Arakawa and Jung, 2011)、化学反応のシミュレーションにおける化合物の動きと

結合(Duarte et al., 2015)など、多くの自然現象の理論解析で生じる。つまり、stiff問題を解消

する提案法は生命現象に限らず多種多様な数理解析の実用化に貢献しうる。このようなこ
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とから、提案法はシステム生物学を含む時間マルチスケールを伴う数理解析において必要

不可欠な手法となると考えられる。 

ここまで、本研究において設計・開発した新規提案計算手法が時間マルチスケールモデル

において有効であることを示したが、時間マルチスケールモデルにおける一般的な数値計

算手法として確立されるためにはいくつか課題が残されている。 

1 つ目の課題として計算安定性や詳細な計算精度の検証が挙げられる。本研究において、

提案法は stiff 問題を解消して計算効率を向上させること、そして、提案法と従来法の数値

解が一致していることを確認した。また、提案法は多くのマルチスケールモデルの数値計算

に有効であることが示唆された。一方で、1) カオス理論に代表される安定条件でない場合

で数値計算が困難な数理モデル、2) 非常に高精度な計算が必要な工学的製品におけるシミ

ュレーションなど、計算の数値安定性や詳細な計算精度の検証が必要な条件における提案

法の有効性は定かではない。そのため、上記 2 つに該当する多様な条件に対しても汎用的に

提案法が有効であることを示すために、安定性領域の解析による数値安定性の評価やテー

ラー級数法の解を解析解(Control)とした場合の提案法の数値解の計算精度(有効桁数)の評価

が必要になると考えられる。また、有効桁数を含む詳細な計算精度の検証では、提案法と従

来法の数値解の乖離ではなく提案法と従来法の解析解に対するそれぞれの絶対誤差を導出

可能であるため、提案法と従来法のいずれの手法の計算精度が高いか明確にできる。つまり、

提案法の計算安定性や詳細な計算精度を評価することは、提案法が汎用的な手法であるこ

との証明や提案法の計算精度の評価の断定に不可欠だと考えられる。 

2 つ目の課題として階層の区分方法の制御が挙げられる。提案法は階層間の時間スケール

に差があることを前提に設計した。一方、実際の時間マルチスケールモデルでは、階層間の

時間スケールだけでなく階層内の構成要素間で時間スケールの差が存在する場合など、個

別の要素に着目すると時間スケールによる区分が難しい場合が存在する（Yao et al., 2015; 

Bajikar and Janes 2012; Helikar et al., 2013; Stolarska et al., 2009; Baldazz, 2012; Ghosh, 2013）。
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また、数値計算の途中で動的に時間スケールが切り替わることも考えられる。提案法は時間

スケールの差を利用した数値計算手法であるため、階層の区分と計算性能には密接な関係

があり、これらの問題に柔軟に対応することが望まれる。解決策としては構成要素に対する

クラスタリング手法（宮本,1999; 斎藤と宿久, 2006）の導入が挙げられる。ある一定の時間

区間単位で全階層内の構成要素に対し微分値を基にしたクラスタリングを実施し、階層間

の時間差を最大化する区分を設定する。また、階層数も動的に最適化することで計算の効率

化も図ることができる。例えば階層間で時間スケールの差がない計算区間（stiff現象を伴わ

ない区間）は階層数を 1 にして従来法と同様の計算を実施し、階層間で時間スケールの差が

多く発生する場合（stiff現象を伴う区間）は階層数を増やし、提案法による計算効率化を実

現するといった方策が考えられる。これら動的なクラスタリングによる制御は実際に提案

法を時間マルチスケールモデルに適用する場合に必要不可欠な重要な課題だと考えられる。 

3 つ目の課題として、常微分方程式以外の数理モデルへの提案法の適用が挙げられる。本

研究では最も一般的である一般質量作用則方式に基づく常微分方程式からなる数理モデル

に焦点を絞った。しかしながら、実際の生命現象や気象変動などのコンピュータシミュレー

ションでは、一般質量作用則方式に基づく常微分方程式モデルだけでなく、ニューラルネッ

トワーク方式や S-system 方式の常微分方程式モデル、そして、確率微分方程式モデルや偏

微分方程式モデルなどの各階層で異なる方式の数理モデル表記（マルチフィジックスモデ

ル）がなされていることも多い（Iwamoto, 2014; 和田, 2005; Zwart, 2009）。このような階層

間で数理モデル表記と時間スケールが異なる数理モデル（マルチスケール・マルチフィジッ

クスモデル）での有効な数値計算手法は未だ確立されておらず、効率的で且つ汎用的な計算

手法の開発が強く求められている（Hood, 2003）。故に、提案法をマルチフィジクスモデル

に応用し、このモデルにおける数値計算手法の性能を検証する必要があると考えられる。こ

れまでのマルチフィジクスモデルの数値計算は、両階層に共通する因子の計算結果を一定

の時間間隔（刻み幅など）ごとに受け渡す手法で行われてきた（Iwamoto, 2014; 和田, 2005; 
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Zwart, 2009）。このときの値の受け渡しのために、全階層の中の最少の時間スケールに合わ

せた計算刻み幅が必要であり、計算時間の増加を引き起こしていた。この問題は本質的には

stiff問題と同様であり、提案法の計算刻み幅と計算手順の制御を用いることで解決すること

が出来る。つまり、提案法をマルチフィジクスモデルに応用することは種々のマルチスケー

ル・マルチフィジックスモデルに対応できる高効率な汎用的数値計算モジュールへの開発

に繋がる。 

このように提案法において検証すべき課題が残されている。真に本研究で設計および開

発した新規提案計算手法の有効性を示し、より一般的に使用される手法となるにはこれら

の課題を解消することが必要であると考えられる。 
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