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イオン音波ソリトンの反射

金森康 夫＊・渡 辺 達・男＃・矢 嶋 信 男
  （昭和63年5月31日 受理）

Reflecti6n of Ion・Acoustic Waves and Solitons

Yasuo KANAMORI＊， Tatsuo WATANABE＃and Nobuo YAJIMA

  Stationary structure of ion sheath around a negatively biased grid inserted in a homogeneous plasma and

the gharacteristic of propergation of ion－acoustic waves in its neighborhσod are studied with the theory of co1・

1isionless plasmas． The reductive perturbation method applies to obtain the reflective coefficient of ion－

acoust童。 waves from the grid． The results are shown to be in good agreement with the experiments by Nishida

and Nagasawa．

1．序 論

 これまで多くの理論的ならびに実験的研究がイオン

音波ソリトンについてなされているが，それらのほと

んどは無限プラズマに関するものであって．境界の影

響は考慮されていない．しかしながら，有限のプラズ

マ内をイオン音波が伝播する場合には，境界の効果を

無視することはできない．境界が在ればそこで波は反

射される．その反射率や位相の変化は，波が境界のと

ころで満たすべき境界条件を知っていれば，理論的に

導き出すことが可能である．このことはプラズマにお

いても同じである．しかし，プラズマの場合には，境

界のところでどのような境界条件を用いるべきかはそ

れほど自明ではない．それは，プラズマの境界では準

中性仮定が成立せず，独特の構造を持ったシースを形

成するからである．そこではシースに特有の静電ポテ

ンシャルが存在するので，反射のようすは境界の性質

によって左右される．たとえば，プラズマに金属グリ

ッドを挿入するとき，その電位を正負いずれに保つか

によって反射は全く異なるし，負の場合でもその電位

の大きさによって反射率は違ってくる．また，反射板

の素材が金属か誘電体かで結果は異なるし，たとえ同

じ金属であってもその構造が板状かグリッド状かでも

異なる．それらはすべてシースの性質が場合ごとに異
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なっているからである．

 こめようにして，イオン音波の反射問題は昔からプ

ラズマシースの構造との関連において研究されてきて

いる1）一14）．なかでも，Popa－Oert1は正電位の金属板を

負電位の金属メッシュで覆うことによって2二極構造

の静電ポテンシャル配位のシースを作り出し，それに

よりイオン音波が効果的に反射されることを見いだし

ている7）．これに関連したより徹底した研究が

Raychaudhuri－Trieu－Tsikis－Lonngrenによって行われ

ている13）．それによれば，イオン音波の反射は，波に

ともなうイオン粒子が正電位の金属板で反射され，再

び負電位のメッシュを通過するときにイオン音波を再

放出することによって起こるものとされている．また，

Noda－Nakamura－Kawai－Akazaki達の最近の仕事でも，

イオン音波の反射はイオンビームの反射と結び付いて

いることが示されている14）．

 これに反して，Nishid3－Nagasawaはプラズマ中に

負の大電位のグリッドを挿入することによってもイオ

ン音波の反射が起こり得ることを観測している10）12）．

この場合には，波にともなうイオン粒子はグリッドを

通過するので，反射イオンは存在しない．したがって，

Lonngren達とは別の反射機構を考える必要がある．

 反射現象は線形イオン音波だけでなくソリトンに対

しても観測されている．とくに，Nishida達によると，

負電位グリッドによるソリトンの斜め反射では，線形

波におけるスネルの法則において位相速度の代わりに

ソリトン速度を用いた公式が成立していることが示さ



一182一 イオン音波ソリトンの反射

れているユ2）．このようなソリトンの反射のメカニズム

はまだ理論的に明らかにされていない．

 この論文では，無限に広がった一様プラズマ内に負

の大電位グリッドを挿入したときのグリッド周辺の

シース構造とそれによるイオン音波の反射を無衝突プ

ラズマの理論を用いて調べることにしよう。
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Fig． 1 Sheath structure around a negatively

    biased grid．

 われわれが考えている状況はFig．1のとおりであ

る．グリッドGの電位を一7（F＞0；プラズマの電位

を0とする）に保つ．図に示すように，グリッドの周

辺の負のポテンシャル領域のところでイオンの一部は

捕捉される．この捕捉イオンを以下ではシースイオン

と呼ぶ．プラズマ内部のイオンはこのシースポテンシ

ャルで捕捉されることなく，グリッドを通過して自由

に系内を動くことができる．これをプラズマイオンと

名付けておく．われわれは低周波波動を考えているの

で，電子はボルツマン分布に従うものと考えられる．

 ここでは問題を空間1次元に制限して，グリッドの

右側（κ＞0）の十分遠方から入射したイオン音波がグ

リッド（κ＝0）のところで散乱されて，透過波および

反射波として，それぞれ左側と右側の領域に伝播する

状況を考えよう．このような系では次の方程式が適用

される：

 みと五をそれぞれプラズマイオンならびにシースイ

オンの分布関数とすると，

が成立する．ここでん，∫はそれぞれしおよび6、／乙（L

』・特性長；o。＝音速＝V7γル1；7洪電子温度；ル1＝イオ

ン質量）で規格化されている．速度変数。は，プラズ

マイオンに対しては％＝V7｝／ルfで，シースイオン

に対しては。、ニV7ソMで規格化してある．ここで，

男，7｝はそれぞれプラズマおよびシースイオンの温度

である．また，φは無次元化された静電ポテンシャル

で処／6で規格化してある．分布関数ゐ，．4はそれぞれ

ηpん0，〃、ん0で規格化してある．ここでη0はプラズマ

の十分内部における電子密度である。τρ，τ、は規格

化された温度で，

讐＋唖誓一

巫＋Vて。∂爺

      ∂κ∂‘

1 ∂φ

Vτ∂。万「＝o（2）

Vτρ ∂・

1 ∂φ

並＿o（1）

∂び

∂匹

・ρ＝z／℃，・。＝匹／冗 （3）

で定義されている．電子はボルツマン分布に従うとし

ているので，静電ポテンシャルφは

・・ l一・・一撃一罪

を満足している．ここで

ε＝λD／五

（4）

（5）

である．λD＝V7ソ（4πηo～）はデバイの長さである．

§2で示すように，シース幅△はλDのオーダーであ

るので，△／五～0（ε）と考えられる．以下の議論で

は，△がしに比べて十分に小さいとして，ε《1が

仮定されている．

 この論文では，基本方程式として（1），（2），（4）

式を用いて，イオン音波のグリッドによる反射を考察

しよう．§2では，第1図の状況に対応してシース構

造を表す定常解を求める．シース幅は温度パラメータ

τρ，τ、に依存するが，一般にグリッド電圧Fととも

に増加して，7が十分大きいところでは飽和値に達す

ることが示される．§3ではイオン音波の伝播特性が

調べられる．逓減摂動法を用いることによって15），

シース領域から十分はなれたところでは，左右に伝わ

る波はそれぞれKorteweg－de Vries方程式で記述され

ることが示される．一方，シース内部では負電位のた

めプラズマイオンは負の圧力特性を持つこととなり，

そのため波は伝播しなくなる．このような伝播特性を

考慮して，§4ではイオン音波の反射問題が調べられ

る．とくに，ε《1の極限でシース領域はグリッド
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の左右をつなぐ境界条件で置き換えられ，反射率と透

過率が求められる．結果はNishida達の実験：をよく説

明している．§5はまとめにあてられている．

2．定常解とシースの構造

 ここでは，平衡状態におけるシースの構造を調べる

ために，（1），（2），（4）の定常解を求める．それらを

ろ伝。），瓦（κ，η），Φ（κ）と書いておく．ここでΦ（κ）＜

0に注意しておく．κ→±・。における境界条件を

    ＋・ρK（一Φ／τρ）一・。τ。κ（一Φ／・。）

                  （11）

κ（・）一丁V÷虐ヶ㌔  （・2）

を得ている．（10）から判るように，σ（Φ）＜0のと

きにのみ定常解が存在することができる．

 （11），（12）でiΦ1《1とおいて暴開する．G《

1にたいして，1（駕（4／3Vπ）03／2と近似できるので，

Φ（±一）一購（±…の一 鮪Q沖（6）

のようにとる．すなわち，プラズマの十分内部でイオ

ンはMaxwell分布に従うとする．また，シースイオ

ンはグリッド（FO）でやはりMaxwe11分布になるも

のとして，

細一 ?m沸θ礁一号（7）

とする．ここで，θ（ζ）は階段関数で，ζ＞0でのみ

θ＝1となり，それ以外では0である．レ、はシース

イオンの個数パラメータである．

 方程式（1），（2）の定常解はエネルギー変数

尺一72／2＋Φ（・）／・ブ9一ρ，・） （8）

の関数であることは明らかであるが，境界条件（6）

を考慮すると

     1
ろ（κ，o）＝ 麻秩[動θ（場）

      1
晦）＝ソ・v7一島θ（一E∫）

（9a）

（9b）

を得る．ここでθ関数は，プラズマイオンおよびシー

スイオンがそれぞれ非捕捉または捕捉粒子であること

を表している．これらの解はそれぞれ境界条件（6），

（7）を満足していることは，容易に判る．

 （9）を（4）式に代入して，4Φ／ぬをかけて積分

する．κ→±・。でΦとその微分が消えることを使うと，

（ε2／2）（4Φ／4κ）2＋σ（Φ）一〇

σ（Φ）一一・Φイ〆一Φ／τ・＋（1＋・，）

（10）

σ（Φ）駕 R毒（六÷）（一二

を得る．定常解が存在するには，右辺が負でなければ

ならないので，

・。〉（・、／τρ）1／2 （13）

という条件式を得る．この式は，定常シースが存在す

るための条件を与えているので，イオンが存在するた

めのBohmの条件式に対応するものである． Bohmの

条件はシース近傍における負の電位で加速されたイオ

ンビームの速度の下限を与えていたが，われわれの場

合もそれに相当して（13）式はVτρの下限を与えて

いる．しかし，Bohmの場合と異なって，この値をそ

れほど大きくとらなくてもよい．むしろ，イオン音波

がプラズマ内をイオン粒子によるランダウ減衰を受け

ずに伝播するためには，τρ＝7γ乃《1でなければな

らない．すぐ後で見るように，シース領域で捕捉され

たシースイオンを考慮したために，このような小さな

％に対しても（13）が成立することができて，定常

シースが形成されるのである．

 条件式（13）をグリッド（κ罵0）におけるシースイ

オン密度罵（0），

瓦（・）一・y一悪摂一州・（14）

を使って書き換えたものをFig．2に示しておく．図

ではτρ＝O．1としたときの瓦（0）とグリッド電圧7

との関係がτ、をパラメータとして描かれている．τ、

を決めると，定常シースはこの曲線より上側で可能で

ある．τ。はシースイオンの温度を表しているのであ

るから，その値がグリッド電圧Fより十分小さけれ

ば，Maxwell分布に従うイオン粒子の大部分がポテン
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Fig．2 The condition for formation of stationary

    sheath．

シャルの中に捉えられていることを意味している．こ

りときには，（14）式の積分の上限は・。にまで伸ばす

ことができて，条件式（13）は

瓦（o）＞V・。／・ノτ・ （13’）

と近似できる．一方，シース温度が十分大きくてτ、

》7のときには，（14）の積分は近似的に評価できて

（13）は

凡（o）＞2V砂（・・，） （13”）

となって，臨界曲線はτ、に依らなくなる．何れにし

ても，プラズマ温度τρが低くても，シースイオンが

存在することによって定常シースが形成され得ること

が示された．

 （10）式の平方根をとると，

ε4Φ／ぬ＝±［一2σ（Φ）］1／2

となる．右辺を1Φ1《1として展開すると，

（15）

（18）

ε4Φ／4κ初（一Φ）3／4 （16）

を得る．ただし，複号のうち正符号のみを採る．五は

正の定数で

五一
m3羨（ y∫  1Vτ、 Vτρ）P （・7）

これを積分すれば，

が得られる．ここでは，シースの端でシース電位が消

えるとして，Φ（△）＝0となるように境界条件をおい

てある．こ，の解から出発して，（15）をκの負の方向

に積分してΦを求め，それによりシース内部のポテン

シャル配位を決めるこ’とができる．このようにして得

られたグリッド電圧7とシース幅△の関係をF嬉3に

示す．そこでは，パラメーターはソ，＝4．0，％＝0．1

にとられている．これを（13）に入れると，τ。＜1．6

でなければならないことが判る．図では，τ、＝0．1～

1．0の範囲でシース幅△とグリッド電圧の関係が描か

れている．シース幅△はシースイオンの温度τ、によ

って大きく変るが，いずれもグリッド電圧7が大き

くなるとτ、で決まる一定値に漸近的に近付いてゆく

シース幅△は，τ、が大きいほど大きくなる．これは，

τ、の増加とともにシースイオンの圧力が増加し，

シース幅を押し広げるためであると考えられている．

3

2

1

0
0．

△

τs＝1．0

0．8

O．6

0．4

りs冑4．0

ﾑP＝Oj

0．2

V

Fig・3

2    4    6    8   10

The re監ation between sheath width and

grid voltage．

 Fig．3のようなシース構造を特徴づけているパラ

メーターはいったい何であろうか．とくにF》τ、の

ときの△の飽和値は何で決まるのであろうか．それを

定性的に調べてみよう．いま，グリッド電圧7がイ

オンの温度に比べて十分大きいとレよう．グリッドに

近いところでは，σ（Φ）における電子やプラズマイ

オンの効果はシースイオンの効果に比べて無視できて

（（11）式でiΦ【》1とせよ），（10）式は

÷［2蝋一÷）P （19）
            ∫
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と書くことができる．これをシースイオンの寄与が効

いている範囲で積分する．この領域の幅を△1として，

この点におけるΦの値をΦ（△1）＝一巧のようにお

く．（19）を積分して

△・一

4ζ

・1／・、V21（（ζ）

（20）

を得る．ここで〃τ、》1を考慮して，積分の上限を

。。までのばした．これが正しいことはζ》1でん（之）

～〆となることから判る．

 一方，グリッドから離れたところ，すなわちシース

の端では，プラズマイオンとシースイオンの両方の寄

与が効く．ポテンシャルが負であるから電子の寄与は

小さいとして再び無視する．このとき近次的に（16）

式が成立する．これをΦについて（0，一昭）の範囲で

積分すると，この領域の幅△2は

  ど
△2駕一711／4

と評価できる．

実際のシース幅は△1と△2を加えあわせて，

△一
ｪ［・午β（1一÷蜘

（21）

（22）

となる．ここでα，βは7i／τ、にのみ依存する定数

で，

「α一Z
4ど

／・、V21（（ζ）

，β一（3｛π罷工（23）

と与えられる．7はプラズマイオンとシースイオンの

寄与が等しくなるところでの電位であって，一般には

㌧τ。，τρに複雑に依存するが，F》τ、》巧》τρ

のときには比較的簡単に評価できる．このとき，プラ

ズマイオンおよびシースイオンの密度，1％，助は

鱗一V÷晦備ピ％爺暗

砺w÷〆イ四∵妬

      崇吟

防一V・，τ。／（2・。） （24）

を得る．

 （22）から，シース幅はグリッド電圧が大きいとき

には一定の飽和値に近付き，その幅はτ、とともに増
                       加することが判る．τ、が（13）で決まる臨界値り。τρ

に近ければβに比例した項が支配的となり，シース幅

は限りなく大きくなる．これらはFig，3の傾向に合

致する．        ・

3． 非線形イオン音波の伝播特性

 ここでは，逓減摂動法の助けによりFig，1の状況

のもとでの非線形イオン音波を記述する方程式を求め

よう．前節で示したように，シース領域の外側には負

の静電ポテンシャルは浸み出していない．したがって，

問題を國〉△のプラズマ領域と1κ1＜△のシース領域

に分けて考えることができる．

 （A）プラズマ領域

 この領域にはシースイオンは存在していないので，

（4）式は

 ∂2φ
ε2

∂κ2

一・“一ｾ・ （25）

となる．この式を（1）式と連立させればよい，

いま，波の振幅が小さいとして，ゐ，φをパラメー

タεで展開して，

》彦 （κ，o；の＝代り （o）十ε％1）十ε協2）十。・・    （26a）

φ（κ，∫）＝ε2φ（1）十ε4φ（2）十．．．         （26b）

とする．Φはシース領域の外側では0であるから，静

電ポテンシャルにはφ（0）は存在しない．乃は（9a）

でΦ＝0とおいたもの，すなわちMaxwell分布

卿）一v漫歩・ （27）

に等しい．

 いま，逓減摂動法の一般的手法にしたがって，緩や

かに変化する時間変数σを

σ＝ε2彦 （28）

と評価できるから，邸駕凡とおいて

で導入しておく．
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 （26），（28）を（1）および（25）に代入すると，

ε2の項は

∂霧1＋肺馨 1 ∂φ（1）

Vτρ ∂κ

∂ろ
  ＝0
∂o

（29a）

らびに（32）を使うと，プラズマイオンの状態方程式

として

φ（1L
氏E）ど・一〇

（29b）

となる．（29a）に1および〃をかけて，モーメント

方程式をつくる．

∂η ∂π

一十一二〇
∂彦 ∂κ

∂駕 ∂φ（1） ∂ρ

      十一＝0一十∂‘  ∂κ  ∂κ

ここで，η，π，ヵは

（30a）

（30b）

∂肋  ∂2η
∂、・＝3τ・∂。・ （33）

が得られる．ヵ＝0（τρ）であるから，（30b）の圧力項

を無視して，

∂π ∂η

一十一＝0∂‘ ∂κ

が得られる．あるいは，πを消去して

∂2η  ∂2π

     ＝0
∂’2  ∂κ2

を得る．

 （34＞の一般解は，特性線座標

（31c）

（34）

・一
B1）4・

・一V写∫む1）4・

戸，∫朔Dぬ

（31a）

（31b）

（31c）

ξ＝κ一’， η＝κ十’

を用いて

η（κ，’；σ）＝9（ξ，σ）十乃（η，σ）

（35）

（36a）

で定義されていて，それぞれプラズマイオンの密度，

流れ速度，圧力の揺動部分を表する。 （29b）は

（31a）により

φ（1Lη （32）

となる．

 圧力ヵに関する表式を求めておこう．ここではτρ

《1の状況を想定して入るので，圧力をτρのべキ展

開で求める．（29）を’で微分して逐次代入法を使う．

すなわち，

∂男1） 1 ∂2φ（1）

∂’2Vτρ∂・∂∫

    1 ∂2φ（1）

誰鴫〃諜）

Vτρ∂・∂∫∂・

∂2φ（1） ∂ろ
       ＋o（Vτρ）〃

∂κ2  ∂o

これにτバ2をかけて。について積分する．（27）な

と書くことができる．ここでg（ξ，σ）および乃（η，

σ）は，それぞれ右向き（κの正方向）ならびに左向

き（κの負方向）に伝わる波を表している．これに

（31c）を考慮すると

π（κ，’；σ）ニ＝8（ξ，σ）一乃（η，σ）

となる．

 次に高次項にすすむ．

から

∂拶2）

∂∫

 ＋Vτρ・

 ∂拶1）

十    一

 ∂σ

一∂拶2）

（36b）

（1）および（25）のε4の項

1 ∂φ（2）∂ろ

∂κ 〉τρ ∂・

1 ∂φω ∂踏1）

      Vτρ ∂κ ∂ひ

φ②一鍵・伽＋1郭一計

∂o

＝0 （37a）

（37b）

を得るて，（37a）に1および。をかけ， oについて積分

してモーメント方程式をつくる・さらに，∫脇（2）4・を

消去して（37b）を考慮すると，
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  （詳券）φ②一％券∫雌・ぬ

     ∂2η   ∂2π
   十     一
    ∂σ∂’  ∂σ∂κ

    1 ∂2  1 ∂2   ∂4η
   一一  η2十一  π2一    ＝0
    2 ∂κ2  2 ∂‘2   ∂∫2∂κ2
                    （38）

が導かれる．

 イオンの圧力変動の2次の成分は（33）を導いたや

り方で求めることが出来る．すなわち，

  ∂％2） 1 ∂2φ（2）∂ろ

  ∂‘2V・ρ∂・ひ∫∂〃

   ＋針音（∂美ω∂裟））

     ∂男1） ’∂2φ（2） ∂ろ

                     ひ
    ∂σ∂‘  ∂κ2  ∂0

   一〃箭（∂ぎ。ω∂il；11）＋o（V万）

であるから，τρ02をかけてηについて積分して，

  詳矩撫一一2蕃←∂まω）＋・（9

を得る．φ（1）をηで書き換えて，（31c）を使うと，

・，∫・％21ぬ一・2＋・（・，） （39）

が得られる．

 （38）に（35），（36），（39）を入れると，最終的に

   ∂ξ∂η［φ（2）一万∂ξH（η）

   一去・（ξ）81｝

   一一2∂～［81＋・奏＋音藷

   ＋2∂馬［81一乃81一÷募］

が導かれる．ここで，

  ∂2     1
4

∂8

・（ξ，・）一∫ξ・（ξ～・）4ξ’

H（η，・）一∫η乃（η～・）4η’

（40）

（41a）

（41b）

とした．右辺の8（もしくはのを含む項はξ（もし

くはη）の関数であるので，φ（2）が永年項を含まな

いためには，それらがゼロでなければならない．すな

わち，gおよび乃は

          1 ∂39  ∂9       ∂9
             ＝0    （42a）    十9        十一
      ∂ξ 2∂ξ3  ∂σ

  ∂ぬ    ∂乃   1 ∂3ぬ
    一」ら     一一      ＝0         （42b）

           ∂η3  ∂σ      ∂η          2

を満たさなければならない．これを（40）にいれて，

積分すると

  φ・・）＝■H∂9＋⊥o∂乃

     2 ∂ξ 2 ∂η

    十P（ξ，σ）十q（η，σ）        （43）

が得られる．ここでp（ξ，σ），q（η，σ）は未知関

数で，その方程式は次のオーダーで決められる．

 （36）と（43）とから判るように，シース領域の外

側では，イオン音波はε2の次数では右向きの波と左

向きの波との重ね合わせで記述され，しかもそれらは

Korteweg－deVries方程式に従う．そこで，これらの

左右に伝播する波を，Fig．1に示したように，κ＞o

においては入射波と反射波にκ＜0においては透過波

に対応させて反射問題を解けばよい．反射係数や透過

係数は波の接続条件にシース領域での波の振舞いを考

慮することによって求められる（§4を見よ）．

（B）シース領域
 この領域においてもεのべキ展開法を用いる．プラ

ズマイオンの分布関数乃は（26a）と同様に展開でき

るが，乃は（27）ではなく（9a）で与えられる．

シース内ではΦ7ζ0であるから，φは

φ＝Φ＋ε2φ（1）＋ε4φ（2）＋…

と書かれる．鴻／0であるから，

二一F。十ε弱1）＋ε援（2）＋…

と展開する．

 ε2のオーダーで（1）ほ

（44a）

（44b）



一188一 イオン音波ソリトンの反射

∂寡1＋暉

  ＿ 1

∂が1） 1 ∂Φ∂．拶1）

∂・ Vτρ∂・∂・
∂φ（1）∂ろ

となる．

  Vτρ ∂κ ∂・

これからモーメント方程式をつくると

＝0 （45）

  ∂π ∂π
  一十一＝0                       （46a）

  ∂’ ∂κ

  ∂π  ∂φω ∂Φ  ∂ρ
  7＋擁∂。＋∂。・＋一51＝0（46b）

が得られる．η，π，ヵは（31）で与えられている．1協

はシース内の定常プラズマイオン密度で，

耐肋一修蜘儀争

と定義される．1Φ［》τρのときには

脇一V一議（1＋0（τρ））

と近似できる．

（47）

（47’）

ρを求めるのに準静的近似を使う．§2で見たよう

に，シース幅はεのオーダーであるから，（45）にお

いて（∂／∂κ）＝0（ε｝1）である．波の振動数は0

（εo）であるから（∂／∂の～0（1）である．．これから

峰馨．去～雲∂罪

      1 ∂φ（1）∂ろ

    一V耳∂κ∂。＝o

とすることができる．すなわち，シースイオン粒子が

負の大振幅ポテンシャルを何度も往復運動している間

に，波にともなった緩やかなポテンシャルの変化にそ

の分布関数が馴染んでしまうのである．

 エネルギー変数（8）を使って上式を書き換えると

  ∂拶1L⊥∂φω∂ろ  （48）
      τρ ∂κ ∂E  ∂κ

となるので，ただちに

        ∂・ら
 拶1）一・’1φ（1）                    （49）
        ∂E

と書くことができる．これをつかってη，ρを計算す

ると

・一

ｼV÷（一Φ）覗φω，

ク一一

u÷（一Φ）覗φ・・
（50）

と書くことができる．これを組み合わせて（47’）を

考慮すると，

ρ一一（2・ρ／π）・／邸2 （51）

という状態方程式を得る．これは通常の気体における

圧力と密度の関係と異なって，密度ηの増加ととも

に圧力ヵが減少するという性質を示している（負の

圧力特性）．このことは，シース領域における負の大

振幅ポテンシャルによってプラズマイオンが加速され

る結果として理解できる．加速ポテンシャルが大きい

とプラズマイオンはビームのように振る舞って，ビー

ム速度0は密度の逆数N－1に比例する．プラズマイ

オンは左右からシース領域を通過するので，それは±

σの2つのビームからなる気体と考えられる．そこ

で，圧力Pは

P～2Vσ2～」V一1

となる．これからδP～一δM2V2，すなわち（51）を

得る，

 シースイオンについても準静的近似を使えば，（49）

で添字‘ψ”から“5”に換えた式を得る．1Φ1》τ、の

もとにこれを積分すると

μD4・一一現φ（1・／も

耐油一ぬV÷垢

  駕レ。6一Φ／τ・

V－2Φ／τ∫

  8－E物

（52a）

（52b）

が得られる．この結果は，シースイオンがポテンシャ

ルφの中でボルツマン分布をしていると仮定して導い

たものと同じになっている．このときには，

2＞＝リ、θ一φ／τ・

となるから，δ2V＝一Nδφ／τ。となって（52）を得

る．
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（4）式に（44）と（52）’をいれてε2の項をとると

（θΦ＋亙／τ、）φ（1Lη＝0 （53）

を得る．これを使って（46b）からφ（1）が消去できて，

書＋宅雲・＋壕［試／司

     2身妾（毒一・ （54）

が得られる．この左辺第3項と第4項において，Φは

負で絶対値が大きいことを考慮するとプラズマイオン

の寄与だけが残る．すなわち，

書＋宅雲・一興畜（ η邸2）一・
（55）

 この式をもっとコンパクトな形に書き直すことがで

きる．（47’）を使って（55）の第2項のΦを賜で表

すと

警一2許擶（ η弗3）一・
（56）

を考察しよう．そのためには，シース領域をはさんで

波がどのように接続するかを知る必要がある．§2で

示したように，シース幅は波長に比べてεのオーダー

であるので，波の振舞いがシース領域の詳細な状況に

依存することはないであろうと考えられる．したがっ

て，以下では，シース領域をある境界条件で置き換え

て取り扱うことにする．（58）式から判るように，

シース内ではイオン音波は波として伝播しない．ただ，

外部の変動に対応した応答がシースを通して反対側に

現れるだけである．このようすを見るためには（58）

を解かねばならないが，それは一般には複雑なので，

ここでは階段関数的なシースを考えて，妬＝一定と

して取り扱うことにする．そこで，（46a）と（56）の

かわりに

∂π  ∂記    ∂π    ∂η

一十一＝0， 一一γ2一＝＝0
        ∂∫   ∂κ∂彦   ∂κ

を用いる．γは

  2τρ
   妬一4＝定数γ＝

  π

で定義する．このとき，（58）式は

（60）

（61）

が得られる．さらに，
∂2π ∂2π

ρ一鵡ζ一∫舞 （57）

によって変数ρとζを導入すると，（46’）と（56）は

まとめて

∂2ρ

∂‘2

＋2τρ
ﾊ一・

 π

∂2ρ

  ＝0
∂ζ2

（58）

と書くことができる．

 （58）式は楕円型であって伝播現象を表さない．す

なわち，状態方程式（51）が示すように，シース領域

ではプラズマイオンが：負の圧力特性をもつために波の

位相速度‘、が

イー一
剿 （59）

  十γ2  ＝0，
    ∂κ2∂‘2

∂2π   ∂2π
  十γ2  ＝0
∂‘2   ∂κ2
        （62）

となる．定性的な結果を得るためには，この近似で十

分であることが後で判る．

（A）線形波の反射

 プラズマ領域（囲〉△）では，ηは（34）を満足

するので振動数んの波を考えて，

潮一
o窮避］謎ご送）（63）

とする．ここでR，7はそれぞれ反射波および透過波

の振幅である．また，入射波の振幅は1とした．シー

ス内では（62）から，

のように虚数になるのである．

4． イオン音波の反射と透過

ここではグリッドを通して波がどのように振舞うか

・（・，’）＝［漣〆・ノγ＋β9酬γ］・一’た’ （64）

を得る．これらの解をκ＝士△で滑らかにつないで，

反射係数および透過係数を求める，すなわち，
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R一
?i1＋表）

       ・i・h（夢△）押

…h（2ん  △γ）一÷（1÷）・i・h（挙△）

        8 2沃△

T＝
…h（髪△）一肇（1÷・i・h（挙△）

（65a）

（65b）

ここでん△《1を仮定すると，εの1次のオーダーで

            6－2玩△
  1～＝一εん△θ一2fκ△，  7「＝                   （66）

           1－2ん△

となる．このとき反射波の振幅は0（ん△）＝0（ε）

のオーダーで小さく，波の大部分は透過している．反

射係数は波の振動数んに比例し，γに依存していな

い．このことは，グリッド電圧が大きくイオン音波の

波長が長い場合には反射係数はシース幅と波長の比だ

けで決まり，シースの細かな構造には依存しないこと

を意味している．

 半無限プラズマの端に負電位グリッドを置いた場合

の反射問題も同じようなやり方で調べられる．いま，

κ＜0で波は存在しないとする．このとき，κ＝0で固

定端の境界条件（η＝0）をおくと（64）からA＝一β

となるので，

R一一1一（孝△）即 （6σ）

     hγ・anh（7△）

が得られる．もし，κ＝0で自由端（∂η／∂κ＝0）であ

れば，（66’）の全体の符号を＋に換えておけばよい．

何れの場合も，入射波は完全に反射することになる．

この状況はプラズマ内に2重極構造のグリッドを挿入

したときの状況に似ている．文献7），13），14）で示

されているように，このとき大きな反射係数が観測さ

れている．しかしモデルの適否を結論するには入射波

と反射波の位相差など詳細な検討を必要とする．

（B）ソリトンの反射

 テーラー展開を使えば，密度ηのシースの両端に

おける値は

  ・（△）一義［（2途）π詳・ωトー・

で関係づけられている．ここで（60）一（62）を用い

てκ微分を∫微分に書き直すと，

        2△ ∂

         γ ∂‘

         2△ ∂

         γ ∂∫

となる．同じ操作をπ（κ，‘）について行って

・（△・の一…（2ヂξ、）・（一△・・）

    一γ・i孟（2△∂γ ∂‘）・（一△，・）

・（△・の一…（一一）・（一△・・）

  ＋γ一1si・（一一）・（一△・’） （67a）

（67b）

が得られる．κ＝±△で，πとπが連続であることを

使って，これらの式の両辺の量をプラズマ領域の量で

置き換える．κ〉△においては波は入射波ψoと反射

波ψRから成り立っている．ψoは左向きに進む波で

あるから（36）の乃（η，σ）に相当している．これは

透過波ψ7についても同じである．反射波ψRは右向

波8（ξ，σ）に相当する．このことを考慮すると，κ

〉△では

η（κ，’）＝ψo（η，σ）＋ψR（ξ，σ）   （68a）

π（κ，∫）＝＿ψo（η，σ）十ψR（ξ，σ）  （68b）

κ＜一△では

  η（κ，’）＝ψT（η，σ），π（κ，’）＝一ψT（η，σ）（69）

を得る．これらを（67）に入れて，ψRおよびψ7と

ψoの関係から反射および透過条件を求めることがで

きる．一般的にこの手続きを実行するのは面倒なので，

以下ではεの最低次のみに着目して（67）における△

の高次の項を無視することにする．ψ7を消去して，

            1  ∂
 ψR（△一6，σ）＝一（1＋一）△一ψo（△＋’，σ）
           γ2               ∂∫

が得られる．ここで，’＝△一ξと書く．σの定義

（28）を使って，σ＝ε2Fε2（△一ξ）～0およびγ

》1を考慮して

           ∂
  ψR（ξ，0）＝一△［            ψo（η，0）］η＿2△＿ξ
          ∂η
                    （70a）
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が得られる．同じようにして

          ∂
            ，）ψ。（η’，0）］η’＿2△＋η ψτ（η，0）＝［（1一△

          ∂η
                    （70b）

を得る．

 ここで，（65）式でσ＝0とおいたことについて注

意しておこう．われわれのの規格化では，・音速は1の

オーダーであるので，グリッドに接近したイオン音波

がシース領域を通り抜けてしまう時間は0（1）であ

ると考えられる．したがってここでの近似は，反射も

しくは透過過程においてゆるやかな時間変数σの経過

は殆どゼロであると見なしていることに相当している．

これはシース幅がせまくイオン音波の波長が長い場合

には正しいと考えられる．

ψT ρψ。

’1

，、

’ 覧

ψR
’ 、   、’  、

’   、

ノ   、
！ 、

一XO＋2△ 一△ 0 △ XO－2△ XO X

G

Fig．4 Wave forms of the reflected and the

   trallsmitted waves．

 シース領域での波の接続条件（70）はψR（ξ，σ）

とψT（η，σ）のσ＝0の値を決めている．したがっ

て，反射波ψRおよび透過波ψTは，それぞれが従う

べきKorteweg－deVries方程式，（42）を（70）の初期

条件のもとに解くことによって得られることになる．

これらの状況をFig．4に示す．図では，’＝oにおい

て入射波がκ＝κoに在るものとしている．このとき，

反射波の初期波形は入射ソリトン解を微分してグリッ

ド（κ；0）に対して反転したものになっている．この

とき，位相は対称位置から2△だけグリッド寄りにな

っている．また，透過波の初期波形は入射ソリトンと

ほぼ同じであるが，その位置はやはり2△だけグリッ

・ドに寄っている．これはシースがイオン音波に対して

無限大の速さで応答したことを意味している．このこ

とは，すでに§3で示したように，イオン音波がシー

ス内部では非伝播型の特性を持っていたことと関連し

ている．ちょうど量子力学におけるトンネル効果と同

じように，イオン音波は非伝播媒質内をくぐり抜けて

いるにすぎないのである．

 Fig．4で示した初期値からどのような反射波が発生

するかは，（42）式を逆問題法によって解くことによ

って明らかにされる．しかし，ここでは詳しいことに

立ち入らずに，たんに反射波がイオン音波ソリトンに

なるための条件だけを考えておこう．いま，入射波が

振幅8のソリトンであったとして

ψo＝εsech2［V3／6（η十3σ／3一ηo）］

とすると，反射波の初期条件は（70a）から

（71）

ψR（ξ）＝一V2／3△乎／2 sech2［V5／6（ξ十ηo－2△）］

   ×tanh ［V5「／6 （ξ＋ηo－2△）］      （72）

で与えられる．Korteweg・deVries方程式（42）の解8

に対して，Sturm－Liouville型の固有値方程式

42／ 9
7戸＋万ノ＝λノ

（73）

を考えると，その離散固有状態がちょうどgに含ま

れるソリトンに対応する．いまソリトン解を

3（ξ，σ）＝30sech2［V30／6 （ξ一30σ／3）］（74）

とすると，その振幅3と固有値λは

30＝6λ （75）

で結び付ている16）．したがって，反射波が果してソリ

トンを含み得るか否かは，初期値（73）に対して離散

固有値λが存在するか否かを調べれば判る．この条件

を定性的に評価するために（72）を深さσ，幅αの

井戸型関数を反対称的に2つつないだもので近似して

みよう．このとき，反射ソリトンの形成条件として

σα2＞（5π／4）2が得られる．（72）の表現から，σ＝V2

（ε／9）3／2，α＝2V3／3とできるので，これは

  3＞～2π2                 （76）

と見積もることができる．もちろん，この条件式は大

きさのオ憎ダー程度の意味しか持っていないが，反射

波がソリトンになるためには入射ソリトンの振幅に下

限が存在するという興味深い結果を与えている．入射

ソリトンの振幅がこの下限以下では，反射波は分散波
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として分解してしまうのである．

5． ま  と  め

 この論文において，負の大電圧を印加したグリッド

によるイオン音波ならびにソリトンの反射を理論的に

調べた．反射の様子はグリッド近傍におけるシースの

性質に強く依存するので，われわれは無衝突プラズマ

の理論を用いてシースの構造とその内部でのイオン音

波の伝播特性を導き，それにより反射と透過の性質を

明らかにした．§3と§4で得られた結果によれば，入

射ソリトンと反射ならびに透過ソリトンは，非線形波

でありながら，シース領域をはさんで線形の境界条件

によって接続される．この結果を用いて，イオン音波

の反射係数ならびに透過係数が求められた．得られた

結果は次のようにまとめられる．

 （1）プラズマ内に挿入された負電位グリッド周辺の

シース幅は，グリッド電圧が大きいときにはその電圧

に依存せず，シース近傍に捕捉されたイオン粒子の密

度とエネルギーで決まる飽和値に近付く（Fig．3）．こ

のようなシースモデルがどれだけ現実のシースに適用

できるかは，観測事実との詳しい比較が必要であるが，

このモデルによって波動領域とシース領域を統一した

立場によって取り扱うことが可能となった．

 （2）シース内部では強い負電位ポテンシャルのため，

イオンは負の圧力特性を示すことが明らかになった．

このため，イオン音波はシース内を伝播しない．シー

スの一方の端でキャッチされたイオン音波は，量子力

学のトンネル効果に似た効果によって反対側に伝達さ

れる．この効果はNishidalo）12）達によって実験的に確

認されている．

 （3）プラズマ内に2重極構造のグリッドを挿入した

場合は，われわれの場合でグリッドの片側のプラズマ

密度をゼロとしたものに相当するが，このとき入射波

は完全に反射される．この傾向は文献7），13），14）

においても観測されているが，モデルの当否について

は，位相差のチェヅクなどまだ十分な検討を必要とす

る．

 （4）ソリトンの反射問題についての定性的な議論に

よれば，反射波は入射ソリトンの振幅がある臨界値を

超えたときのみソリトンとして伝わることができる．

それ以下では，反射波は分散効果により拡散する．

 この論文ではシース内での粒子と波の共鳴相互作用

を取り入れていない．このことは考えている波が長波

長の場合には正しい．何故なら，このとき波は共鳴効

果が起こる以前にシース幅を乗り越えてしまうことが

できるからである．しかし，波の波長がシース幅と比

較できる程度に短くなると，負のポテンシャルで加速

されたイオン粒子による共鳴効果は無視できない．実

験においても，Mshida達は短波長領域で反射係数が

異常に大きくなる現象を見出している．この現象に関

する計算機シミュレーションについては別の機会に報

告したい．

 また，ここでは1次元的な現象だけを考えた．ここ

で得られたシースの取り扱いを2次元に拡張すると，

非線形スネルの法則が調べることができるが，これに

ついても別の機会に報告する予定である．
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