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Abstract

  This paper is concerned with the optimal start－up control for one－point approximate

nuclear reactor systems described by homogeneous bilinear differential equations． This

problem can be formulated as a bilinear regulator problem with a constraint． But it is

usually impossible to obtain the optimal control from the theoでetical and computational

vlewpolnts．

  The proposed method is composed of two steps：in the丘rst step， the optimal regu－

1ator problem is solved with the performance index on the only controlled variable， in the

second， the optimal regurator problem is solved in order to determine the control

which stabilizes all state variables． These control schemes make it possible to realize

both the optimization and stabilization of the systems．

  Anumerical example is givell to show the e丘ectiveness of the proposed method．

   ま え が き

 双線形システム：澱＝オ」じ十B〃」Cの制御問題は主に

安定化と最適化の2つの観点から研究されている，安

定化の立場では，状態フィードバックによる平衡点近

傍の漸近安定領域の推定問題1）あるいは漸近安定性を

保証するフィードバック則の設計問題2）として考察さ

れている，最適制御の立場では，最短時間問題や燃料

最小問題など3）が解かれているが，行列オとβが可換

である場合を除いて4》，双線形レギュレータ問題は未

だ解決されていない5》．

 原子炉システムは双線形システムのうちでも最も重

要な応用対象であるが，その最適起動問題を双線形レ

ギュレータ問題として取り扱った例はない．これは，

最適レギュレータ問題が非線形2点境界値問題に帰着

されるということ以外に，原子炉の安全性からの状態

＊エネルギー変換工学専攻

＊＊エネルギー変換工学専攻修士課程

に関するある拘束条件のために，問題が非常に複雑に

なるという事実に基づくものと思われる．

 本論文では，1点近似原子炉モデルを対象として，

その最適起動問題を双線形レギュレータ問題の観点か

ら考察する．まず，ある状態拘束条件からシステムの

最短起動時間を求め，最；適レギュレータ問題の成立条

件を求める．次に，このような条件を考慮して，次の

2つのステップから成る安定化制御則を提案する．

 （i）制御量（中性子密度）のみに着目した最適レ

ギュレータ問題を設定し，最適制御則を求める．

 （ii）システムの状態を平衡領域に移す安定化制御

則を求め，これを目標値と見なして，（i）と同様な評

価をもつ最適レギュレータ問題を設定し，最適制御則

を求める．

 最適レギュレータの立場からいえば，（i）の方策で

十分であるが，状態拘束と安定性を考慮した（ii）の

方策によって，システムの最適化と安定化が実現でき

るという点が本手法の特長である．最後に，提案した
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手法の有効性を計算機シミュレーションにより確かめ

ている，

 2．対象とするシステムとその平衡領域

 2．1．システムの記述

 対象とするシステムは一点近似原子炉モデルとし，

（1）式のような同次双線形微分方程式により表わされ

るものとする．

  κ＝＝オκ十βμ澱，κ（0）＝κo，潟∈R旱，μ∈R1

                     （1）

ここに，

  κ＝［1＞IG…C。．、】T＝［κ、lx2…x。一、F

総締

  α‘＞0（∫＝0，…，η＿1）， λ‘＞0（f＝i，．∵，泥＿ユ）

  λ‘キλ」（f＝≒rゾ；∫，ノ＝1，…，η一1）

           の  
  αゴ＝γβ‘／1，α0＝Σα‘，わ＝Z－1

           ‘；1

N，Cf，πはそれぞれ中性子密度，∫番目の種類の先

行核密度，反応度である．また，γ，」はそれぞれ遅発

中性子の減速途中で失われない確率と即発中性子のそ

れとの比，中性子生成時間，β，，ろはそれぞれ’番

目の種類の先行核の生成される割合，その崩壊定数

である．R1は1次元Euclid空間， R隼はη次元

Euclid空間のx∫＞o（♂＝1，…，〃）なる部分集合を表わ

す．

 なお，記述の簡単化のため，次の記号を用いること

にする．

オ擁］1∵縄払
    ｝ ｝
     1 η一1

 2．2．システムの平衡領域

 （1）式で記述されるシステムに対して，次のように

平衡状態，平衡領域を定義する．

 【定義1】 ある入力砺に対して，システムの状

態遷移関数をφσ，」じ。，μ。，ご。）とするとき，μ，に対す

る平衡状態とは，次の式を満足する状態である．

  φ（’，澱θ，μθ，’2）＝κ9，  ア∫）≧’θ            （2）

また，このときの平衡状態の集合を泓、に対する平衡

領域という．

 （1）式で記述されるシステムに対して，次の補題が

成立する．

 ［補題］

  det（．4十Bμ）＝0

とする入力は，

  配＝一（detノ望）／b（detノ望22）

により与えられる．

 （証明）

㏄・（オ＋βの一d・く［雛皇］

        ＋［総｝）

       一㏄・（α、、十∂髭iα丑［…砺…・㌦1一一］）

（3）

（4）

                    コ ア        一三（det！望22）＋㏄・（［雛1］）

        ＝～〉π（detノ望22）一1－det！｛      （5）

したがって，det（オ十Bの＝0とする入力は，

  〃，＝仙（det・4）／δ（det・422）    （証明終）

 補題より，次の平衡領域に関する定理が得られる．

 ＜定理1＞ （1）式で記述されるシステムに対して

  〃ε＝一（detノ望）／δ（det／122）           （4ノ）

なる入力を加えると，平衡領域が存在して，それは次

式で表わされる．

9一
o澱1一［藷］・勘一講概

              縄・・］｝（6）

（証明） まず，（4’）式より，

（オ＋β吻一 ﾊ～壁響卿響2i鷺］

     一［卿兜譜蜘濃］
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一［α伊話α、、  i峨  α、、   iオ22］

  ア            

一［αi2．422］［鍋i司（7）

ところで，・422のランクはπ一1であるから次式は明

らかに成立する．

叫悪］一…

（7）式と（8）式より，

である．

  κ2＝一4露α21」じ1

さらに，

らば晩∈R尺一1である。したがって，

るような平衝領域が存在する。

（8）

（．4十β〃θ）κ二〇は次式と等価

                     （9）

    （9）式とα21，・422の条件よりκ、∈（0，。。］な

                 （6）式で表され

                   （証明終）

 （1）式で記述されるシステムは（4’）式の入力での

み平衡領域が存在するので，以下〃、に対する平衡状

態，および〃、に対する平衡領域を単に平衡状態，平

衡領域と呼ぶことにする．

 システムの起動問題では起動後のシステムの安定性

がしばしば重要な問題となる．したがって，次章では

ある平衡状態κoから他の平衡状態勘への起動問題

を考察する．

3．最適起動問題

 本章では（1）式で記述されるシステムに対して，あ

る平衡状態から他の平衡状態への起動問題を設定す

る．ただし，このとき1状態変数x、のみに不等式拘

束が課せられているとする．これは，中性子密度をあ

る安全値以下に押えたいという条件である．

 ［問題1］（1）式で記述されるシステム方程式を動

的拘束として，（11）式の不等式拘束のもとで，次の

2次形式評価を最小にする操作：量〃（の，’∈［0，’∫1を

決定する．

  ノー去記・（’・）ε三（’・）

   ＋告f｛迎（のGω三（’）脚ン（’脚・）

     0
ここに，

  κ（の＝」じ（’）一州， 」罵6∈9

  x1くx‘                （11）

ただし，（1）式で記述されるシステムの初期状態は

」じ0∈汐 とし，：κ10〈X14，κ0＝［Xlo iκ四丁，κd＝［X14 i

エi蒲丁とする．

 問題1において，κ1〈x‘なる拘束が存在している

ので，初期状態勘より目標状態」じdへ任意の時間で

起動することはできない．たとえば（1）式で記述され

るη＝2のシステムにおいて，ある平衡状態鞠より

他の平衡状態勘（ただし，κ、6＞κ10）へ起動すると

き，x、く荊なる状態拘束条件がある場合には起動に

少なくとも

ら一・万差1・（Xz－xldX‘一X10）  （・2）

時間必要となる（（12）式の導出は付録に示す）．この

とき，ち，、を最短起動時間と呼ぶことにする．問題ユ

における制御時間割がらよりも大きいならば，問

題1の不等式拘束条件付最適化問題を解くことにより

最適解を得ることになるが，これは非常に難しく容易

に解くことはできない．また，’∫が脇より大きい

という保証は一般になく，もし’∫が’“よりも小さ

いならば，問題1の設定自体が無意味になる．そこ

で，この点を解消するために，状態変数のうち1変数

のみに注目し，制御時間存にその制御点を起動さ

せ，’∫時刻以後にシステムの安定性を保証するこ

と，すなわち状態を平衡状態勘へ漸近的に近づける

ことを考える．これは原子炉の場合，中性子密度のみ

を目標値にしたいという要請とシステムを安定にした

いという要請に基づいている．

 本章では，最適起動問題を設定し，最短起動時間を

計算することにより問題設定の妥当性について考察し

た．次章では，この考察に基づき，システムの特徴を

利用した問題の再設定を行なう．

4． 安定化と安定化制御

 4．1．安定化
 問題を再設定する前に，システムの安定化について

議論する．

 【定義2】 （1）式で記述されるシステムに対し

て，κo∈．母に初期状態をとるとき，

  φ（’，苫。，〃，’o）→エθ，  ∫→○○            （ユ3）

なる条件を満たす入力が存在するならば，状態勘は

」σ、に安定化可能であるという．ここに，鞠∈9であ

る．

 （1）式で記述されるシステムに対して，次の入力に
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より状態κ∈ノ、はん、∈9に安定化可能である，

ここに，”1は2ク1＝｛κIX1＝κ1の， 」％＝［X1♂κi島1T

である．

 ＜定理2＞ （1）式で記述されるシステムに対し

て，X1を一定とする入力・は，

  μ、＝一（σnX1十α琵」C2）／∂κ、    （ユ4）

であり，この入力をシステムに加えるとき，

  κ（’）→κ召，  ’→◎○                   （15）

  π‘（の→〃ε， ’→OQ          （16）

となる．ここに，賜∈9，μ、は（4’）式で与えらる

入力である．

 （証明） x1を一定とする入力は（1）式でx1＝0

とおくことにより，（14）式で与えられる．この入力

を（1）式に代入すると次のようになる．

  x1（’）＝const．≦≧xlo               （17）

            オ勘（の＝〆223κ2（0）＋∫幽・・→噛（・）4・

            
    ＝θA22’κ2（0）一鰯（∫ザθ浸22りα2、κ、。（18）

・422が安定行列であることにより，（18）式から次式を

得る．

  1im」じ2（’）＝一・4i膠α21 xlo  ・    （ユ9）
  ゴ→oo

（17）式と（19）式より，

  刃（の→κ6， ∫→o◎， κθ∈9     （20）

となる．また，（14）式へ（17）式と（18）式を代入

すると，

  〃。の＝一［α、、x、。十α丑｛θA22’x2（0）

     一4互彦（1一θ422りα2、x、。｝］  （21）

オ22が安定行列であることにより，（22）式から次式を

得る．

  1im〃‘（の＝一（α11×10一α丑14彦α21κ10）／6xlo
  ∫→◎o

      ＝＝一（detノ歪）／∂（detノ重22）

      ＝砺           （22）

したがって，

  〃。（’）→πβ， 「’→OQ                  （23）

となる．               ’（証明終）

 さらに，（1）式で記述されるシステムに対して，次

の入力により任意の状態」じ∈……R旱は」じ、∈9に安定化

可能である．

 ＜定理3＞ （1）式で記述されるシステムに対し

て，任意の状態κ∈R撃は

  〃s（∫）＝一｛α11κ1θ十α丑κ2（の｝／δκ18     （24）

なる入力を加えるとき，

  κ（’）→κθ，  ’→○○                   （25）

  μs（’）→z∫θ，  ∫→◎○                   （26）

となる．ここに，鞠∈9，鞠＝［κ1θi」じ翻丁である．

 （証明） （1）式と（24）式より次式を得る．

  X1＝（α11十δ〃，）αrX1θ）

いま，

  x1（’）＝x1（の一κ1θ

とおけば，x1（のは次式で表わされる．

丸⑦一卿［∫1…＋6・，（・）｝4・］剥（・）

        0
ところで，

式を得る．

  o、rト6〃，（’）＝一α鋲2（∫）／x、，〈0

したがって，

  limκ1（の＝0
  診→oo

すなわち，

  x1①→κ1。， ∫→◎。

このとき，

  比、（’）→κ、、，’→。。

  μsσ）→μθ， ’→OQ

（27）

（28）

（29）

（24）式と（α丑勘（1））＞0，κ1、＞0より次

             （30）

（29）式と（30）式より次式を得る．

             （3i）

（32）

                    （33）

                    （34）

となることは（1）式と（24）式より明らかである．

                   （証明終）

 42．安定化制御

 前節で考察したシステムの特性を利用し，問題の再

設定を行なう．前章で説明したように，起動を2ステ

ップで行ない，前半で最適化，後半で安定化を考え，

次のように問題を設定する．

 ［問題2］ （1）式で記述されるシステム方程式を

動的拘束として，次の2次形式評価を最小とする操作

量〃（の，∫∈［0，。。］を決定する．

  ノ＝ノ「1・→一」2                            （35）

ゐ咽喉αr）駒＋音∫擁）αα）諏）

    ＋μ2（τ）r（τ））4τ      （36）



ある拘束条件をもつ双線形レギュレータ問題に対する安定化手法 一83一

   お剛な｛野営）＋嚇ω）改（37）

ここに，

Gr際剖｝畠・

    ｝｝
     1 n＿1

畠一ﾗ〕福
    ｝｝
     1 n＿1

  κ（の＝κ（の一」C4，

  κd∈9

α一Q1島
  ｝｝   ！ n＿！

配（の二μ（’）一μs（の，

μ，（のは（24）式で魂＝勘として与えられる入力で

ある．また，（1）式のシステムの初期状態」じ。はん。

∈9とする．

 次に，問題2で得られる最適軌道κ＊（のは鞠∈9

に安定化されることを示す．

 ＜定理4＞ （1）式で記述されるシステムに対し

て，（37）式の！2を最小とする入力により任意の初

期状態輪∈確は晦∈9に安定化可能である．

 （証明） 」2を最小とする最適軌道を」じ＊（のと表

わすことにする．いま，」¢＊（。。）キκ4と仮定する．こ

のときの評価石蚤は非有界である．ところで，（1）

式より有限時間≠gでx1をκ14にする有界な入力が

存在することは明らかである．このときの∫g時刻の

状態をκ9とする．定理2より状態κ9は（14）式の

μ。（ので勘に安定化可能である．また，このとき

〃s（’）＝〃‘（’）  （’⊇≧’9）となる。このκsから勘を経

由して勘へ漸近的に近づく軌道の評価値躍は次の

ようになる．

     の
三一M｛諏）α①魚）撫ンα）汝

   一千∫：1｛諏）αω諏）＋轍α）｝改

      の    磁。｛諏）α④魚）＋触ω）砒

   一告∫：1｛鵡⑦毒⑦†轍）汝

   〈。。

ゆえに，聯〉賜となり仮定に反する．したがって，

最適軌道κ＊（のは

  κ＊（の→κ4， ’→OQ

となる．

定理4より次の系が得られる．

［系］問題2の最適軌道κ＊（のは

エ＊ iの→κ4， ’→○○

 （38）

（証明終）

（39）

となる．

 （証明） 最適性の原理と定理4より明らかであ

る・                （証明終）

 系により問題2の最適軌道は目標値勘に漸近的に

近づくことが示された．すなわち，問題2で得られる

最適制御入力はシステムの安定化を考慮した制御入力

ということができる．なお，ら以後の安定化におい

て，定理3の入力（24）式を用いることもできるが，

ここでは安定化と最適化の両点を考慮しているので，

（24）式の入力より望ましい入力を得ることができ

る．

 また，問題2の最適軌道」じ＊（の＝［κむ」じ判丁は踏

（のくκ1d〈x彦，∫∈［0， QQ］を満足することは明らかで

ある．

 本章では（1）式のシステムに対して安定化可能にす

る入力について考察し，それを利用した問題設定を行

なった，また，その問題の最適軌道が目標値に漸近的

に近づくことを示した．

5．計算機シミュレーション

 本章では問題2の解法および計算機シミュレーショ

ンの結果を示す．双線形レギュレータ問題の解析解は

得られないので，ここでは次のような準最適解を得

る．まず，問題2は最適性の原理より次式のように最

小化が行なわれる．

   min ノ＝  min ｛ノ1十  min ㌦ら｝
  呂｛（’》．f∈ε0．ooコ     κ（’，．’∈〔0・’ア）      御（’⊃．’∈に’∫，oo］

                     （40）

ところが，」1に’∫時刻の評価が入っているので，

一般に」1》」2と仮定でき，最小化を次のように行な

っても差支えないと考えられる．

   min J＝  min J1十  min J2
  2‘（の・’∈〔0・。。］   3‘ω・’∈［0・f∫）  πω・’∈αノ・。。コ

                     （41）

さらに，各段における最適入力が（∫）はあるノミナ

ル制御を用いた摂動制御により，準最適解として得る

ことにする．

 π・＝2のときのシミュレーション結果を示す．各パ
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ラメータの値はβ＝6．4×10－3，λ＝0．1［sec句1］，1＝

10－3［sec］に設定し，初期状態値」じ。＝［0．532．0］τか

ら目標状態値κ6＝［1．064．0］Tへの起動問題とし

た．ここに，∫f＝1．0［sec］とし，∫∫以後の無限時間

レギュレータ問題は十分長いとみなせる時間’。＝

10．0［sec］で打ち切った．また，評価の重みは91＝

0，r、⑦ニθL4∫，5ド10－3，92＝10－7， r2＝10－4，52＝

10－5としている．ノミナル制御としては前段および

後段にそれぞれSageの手法6），定理3で得られた

〃5（のを用いた．

 Fig．1， Fig．2およびFig．3に前段のノミナル制

御πo，ノミナル軌道」じ。，本手法で得られた準最適制

御が，準最適軌道」‘＊を示した．同様に，Fig．4．

Fig．5およびFig．6に後段のそれぞれの値を示し
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た．また，Fig．7にこのときの状態軌道を示した．

この結果から前段で中性子密度に対して十分に満足で

きる起動が得られ，後段で状態が目標値勘に漸近的

に近づくことが確かめられた．なお，前段での評価値

はノミナル制御に対して5％改善され，後段では65

％改善されている．しかし，評価の絶対値は前段の方

がはるかに大きい．

 また，（12）式のらを計算すると，たとえば勾＝

2．0のとき砺＝4．05［sec］となる．したがって，こ

の問題の設定では問題1は無効であることがわかる．

もし，目標値工4へ∫f＝1．0［sec］で到達するため

にはx∫＞5．76でなければならない．これは現実で

は不経済であると考えられる．一方，本手法ではこの

ような問題に対しても十分有効であることが確かめら

れた．

 双線形システムの重要な型の1つである1点近似原

子炉モデルを対象として，その最適起動問題を双線形

レギュレータの観点から定式化し，その1解法を与え

た．提案した手法は，起動問題に付随する状態拘束条

件と安定化条件を同時に満足するもので，前半で，制

御量（中性子密度）のみを評価し，後半で，さらに安

定化をはかるといった2つのステップからなるもので

あった．また，本手法の有効性については，計算機シ

ミュレーションにより確かめた。なお，5章で述べた

ノミナル制御値の有効な計算手法の開発は今後の問題

として残されている．
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＜付 録》

 （（12）式の導出）（1）式で記述されるπ＝2のシ

ステムを次の記号を用いて表わす．

  潟＝オJC十B〃κ，κ（0）＝鞠，κ∈R隼， μ∈R1

                    （付ユ）

ここに，

  泥＝［κ1κ2］T＝［N qT

遵一
ｶ：：1：：］一［一訓］・B一［ll］

勘より 勘へ起動させるときに要する時間は鞠を

含む領域〃。より」じdを含む領域謬4へ移動させると

きの最短時間より長いかまたは等しい．したがって，
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躍0＝｛刈X2＝X20），ノd＝｛訓X2＝X2のとし，次の

最短時間制御問題を考える．

  の  κ2＝；α21x1十α22x2， x2（0）＝κ2づ      （付 2）

に対してx1を入力とみなし，

    よ肩㌔（砺：free） 「（付3）
    0
なる評価を最小とするX1（のにみつける．ただし，起

動問題を考えているため，X10くん1（の≦（κ彦，（α21κ1十

α22x2允≧0とする．

 この問題を最大原理により解く，ハミルトニアンは

  H（の＝ユ十ψ（の｛022×2（の十α21×1（∫）） （付4）

ここに，

     ψ＝α22ψ             （付5）

である．（付4）式を最小とするκ1は次式で与えら

れる．

禰鵡：濃甥  （付6）
（付5）式よりψ（のは次式となる．

  ψ（の＝・eβ22fψ（0）               （付7）

また，二三化血塊条件より次式を得る，

  H（τ，、）＝1十ψ（ω（α22x2α漉）十α21x1（∫診｝

                   （付8）

（付8）式より次式が得られる．

  ψ（’。）＝一｛022κ・（’“、）＋o・・x、（∫。）｝一1：く0

                   （付9）

（付7）式と（付9）式より

  ψ（の＝・一θ召22（’一’海）｛α22κ2（’泌）

      十〇21；r1（’鑓）｝一1≦二〇， ’∈【0，’加］

                  （付10）

ゆえに，021＞0，（付10）式および（付6）式より，

最適解踏（のは次式となる．

  埼（の＝x‘， ∫∈［0，∫，，］      （付11）

このときの砺を求める．まず， （付2）より

礁）一一Cー％細
     一一・ぜ・一幅改

     二ε召22’醒X2。十（θρ2琴f〃』ユ）耐α21X，

                  （付ユ2）

ところで，

  021κ1。十α22κ2。＝0，021x14十σ22 x24＝0

                  （付13）

また，終端条件より

  x2σ。、）＝x24           （付14）

（付12）式，（付13）式および（付14）式より

ら一・万疹1・（α22耐κ24＋XZα22α鶉τX20十X凄）

   一・蒼壱1・（姜；≡姜｝1）  （・2）

                 （導出終）


