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Application of Two－Flux Mlodel to tlle Determination
 of Absorption and Backscattering CoefHcients of
     Turbid Media for Thermal Radiation

Koichi KA：MIUTO， Izutni KINOSHITA
     and Shu HASEGAWA

  In this study two－fiux model for radiative transfer is examined in some details， espe・

cially， concerned with the determination of absorption and backscattering coef五cients of

turbid・media． A ratio of the first moment of radiative intensity to the zeroth one ap－

peared in the two－flux model is determined through analytical consideratiolls for two lim－

iting cases， i．e．，ω＝O andω＝1 and is fixed for 1．O to lbw albedos （ω≦0．7） and 2／3 to

high albedos（ω＞0．7）． Some directional transmittances are compared with the hemi－

spherical one（：『F）alld it is found that∫（τo，40）／∫o is the best approximation to TF． Fur－

thermore inversions for the exact trallsmittance data are done and it is shown that in

case of 1（τo，40）μo absorption and backscattering coef五cients can be determined within a

factor of O．5 to 2 and one of l to 150， respectively．

1．緒 言

 熱ふく射を吸収，射出，散乱可能な固体微粒子群

（球状，円筒状）が均一・に分散した媒体中でのふく射

輸送の問題は，固気血相流動伝熱，火炎，充てん層，

断熱層，固体ロケットのexhaust plume中などで

のふく射の寄与を評価する上で重要であり，最近20

年間に研究上の著しい進展がみられた．しかしその大

部分は，ふく射物性値を既知として，ふく射強度，入

射ふく射束，ふく射熱流束等の輸送量を求める問題に

集中しており，ふく射場の情報から固体微粒子群のふ

く射物性値を求めた研究（反転問題）は少なく，わず

かに2，3を数えるのみである．たとえば，Larkin－

Churchi111）は，二流束モデルに基づいてglass’飾re，

foam glass， styrofoamの透過率データを解析し，
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その吸収，後方散乱係数を決定している．またChen・

Churchil12》は，同様な手法で， boro－silicate glass，

alumina oxide， carbon steel， silicon carbide

のふく射物性値を求めている。またSanders－Lenoir

3）は，graphite， alumina oxideのふく射物性値を

Churchill等と同様な手法で求めている．

 しかし，これらの研究者が透過率データの解析に際

して，使用している二流束モデルはこれまで反転問題

と関連して検討されておらず，従ってChurchill，

Lenoir等が得ている吸収，後方散乱係数が厳密な電

磁光学的理論4）5）により導かれる真の吸収，後方散乱

係数と比較可能なものとなっているか明らかでない．

 以上のことから，本研究では二流束モデルを反転問

題と関連して検討することを目的としている．二流束

モデルには，基本的な未定パラメータとしてふく高強

度の0次と1次モーメントの比（α）が含まれている

が，本研究では，まずω＝0とω＝1の2つの極限
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的なケースについて，反転問題との関連においてα

を限定し，そのαが半球ふく射透過率（TF）に及ぼ

す影響を調べている．続いて指向ふく射透過率（Tp）

を半球ふく射透過率と比較し，前者を以って後者に代

用できるための条件（方位角）をTFと対照して決定

している・最後に輸送方程式を，数値的に解いて求φ

た半球ふく射透過率や指向ふく射透過率に，二流束モ

デルを適合させ，それに含まれる吸収，後方散乱係数

を漸近展開法で決定した場合の精度を検：討した。

 2． 輸送方程式とその数値解法

 Fig．1に本研究で対象とする体系を示している．・

条件としては次のようなものを考える．1）散乱体は

半無限平板状領域に均一に分布している．2）散乱体

の自己射出は無視する（ただし，吸収は考慮する）．

3）τ＝0で左半面より拡散入射光が入射する．4）

τ＝τ。で右半面より入射するふく射はない．以上の

仮定を考慮するとふく射場は二次元的になり，ふく射

場を支配する輸送方程式は次のようになる．

、Io
一
／

OO  eOOO
o

；繰購

無難

7

 Fig．1． Physical model and coordinate
      system

μみｯ・）＋・（τ，μ）一瞬戯男）・（ぢ〆）〃

             一1
                     （ユ）

また境界条件は次のようになる．

  τ二〇；1（0，μ）』1。（μ＞0），

  τ＝τo；1（τo，一μ）＝0  （μ＞0）        （2）

次に入射ふく射束G（τ），ふく射熱収束9（τ），前方

ふく射熱流束9＋（τ）は以下のように定義される．

       ユ  G（τ）一汗雄・・）4・・

       r1

4（・）〒呵・くちめ・4角

       ゴ

  ゲ（・）一2イノ⑭・4・  （3）

       0
さらに，半球ふく射透過率TF，指向ふく射透過率7’ρ

は次のように定義される．

  TF＝9＋（τ。）／9＋（0）＝4＋（τ。）／π1。，

  7▼p＝1（τo，μ）／10                  （4）

 式（1）よりふく射場が決定されると式（3）のふく

射量，式（4）のふく封透過率は容易に計算すること

ができる．

 輸送方程式（1）を解く手法としては〆discrete

ordinate法6）， Pn法7）など多数の手法があるが，こ

こではFeutrier8）， Barkstr醇ng）により提案された

差分法に従って数値的に解くことにずる．今，次のよ

・うなノ，Hという2っの量を導入する．

  」（τ，μ）一告｛1（ち・）＋・（ち一・）｝，

  H（τ，μ）一音｛∫（ち・）一・（ち一・）｝ （5）

このノ，Hを用いると輸送方程式は次のように書きな

おすことができる．

  ・4H妄争μ）＋」（τ，μ）

    ｛（P（μ，μ，）＋P（偽一〆））」（ち〆）4〆

      o
                     （6）

  ・4」薯参μ）＋H（τ，μ）

    一回（P（μ，μノ）一P（広二・・））H④卿

      0
                     （7）

」，Eの導入に対応して境界条件も次のように書き直

される．

  τ＝0；」（0，μ）十H（0，μ）＝10，

  τ＝τ。；1（τ。戸μ）一H（τo，一μ）＝0  （8）
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境界条件（8）のもとに，式（6），（9）の連立微分方

程式を解けば，ふく射場は，ノ（τ，μ）＝」（τ，μ）十H

（τ，μ）ゴノ（τ，一μ）＝」（τ，μ）一1f（τ，のとして復元さ

れる．式．（6），（7）をFeutrier・Barkstro血に従っ

て，τ方向に差分し，右辺めμに関する積分をGa－

ussの求積公式により和に変え，離散的なμに対し

て解を求める．（τ方向の差分間隔としては∠τ＝0．01，

μ方向のガウス積分の次数としては，基本的には10

次のものを使用し，一部，計算の精度チェックのため

に20次のものを用いた．また等方散乱の場合には，

積分方程式法にもとつく解析とも比較し，精度の確認

を行っている）．以上のような操作を行うと最終的に

は，Hと」に関する連立一次方程式を得る．（具体

的には∠τ＝0．01，N＝10で，τo＝10の場合，最大

10060元の連立方程式となっている）．ここでは，こ

れをバンドマトリックス法1ωで解いた．また式（6），

（7）に表われる位相関数P（μ，μノ）には，Henyey－

Greenstein11）のものを用いた．

  P（cosθ）＝＝（ユ「一92）／（1十92－2gcosθ）3／2  （9）

          にP（…つ一÷∫（・一寮）／酵一2伽

         0

     ＋〆膏／1一μ・2c・sφ）｝3イ24φ σ0）層

ここで，9は位相関数の非対称性を表わすパラメータ

でasymmetry factor12）と呼ばれており，一ユ≦9≦

1の範囲の値をとる・（9→1の場合は・前方散乱り強

い場合，9→一1、の場合は後方散乱の強い場合を意味

する）

 また式（3）のふく射量は’」，Hを用いて次のよう

に表わされる．

       ガ                ガ
  G（τ）＝4πΣ研ノ」ノ，9（τ）＝4πΣ〃アゴμゴHゴ，

      ゴ＝1      ・       ’＝1

      4＋（τ）＝2πΣ躍両（H汁ゐ） （11）
           ’＝1

またふく射透過率は次のようになるl

  TF＝2Σ躍，μゴμ，（Hゴ十」ゴ）／10， TP＝（」ゴ十Hノ）／16

     ノ屋1

                     （12）

内3．；流町モデルの導出

式（1）に∫：04・，∫＝（、）4・の積頒作を行

うと次式を得る．

    エ              
詔・・（τ9μ）4・＋∫∫（ち・）4・

    0             0

       ユ    ロ    ゴ
    一号∫・（τ，μノ）∫P（角の4・4〆

           0       －1

訂雌肋＋ゴ・¢痴
    一1            －1
       ユ          
   一晋∫ノ（τ，μ’）∫（曜）4・〃・

           一1      －1

ここで，

                     む
肩・㈲4・・カー∫・（τ，μ）4・

    0             －1

を導入し次の近似を行う．

  ユ      ロ        ユ
∫・・（τ，μ）4一α∫・（ち・）4・・

  0               0

                      
∫・・（τ，μ）ゴ・一一α∫・（ち・）4・

  一1            －1

この近似は，Schuster13）， Schwarzchild14）

（13）

（ユ4）

                    により

始められたもので，数学的には積分の第一平均値定理

に根拠をもつと考えられるが，彼等はα＝1／2として

いる．しかし，この値は，1（τ，μ）が完全にμに依存

しない場合にのみ正しく，普通の場合，0≦α≦1の制

限がつくのみで理論的には決められず，半経験的に決

めなければならないパラメータであり，5節で検：討す
る・ここでさらにπ・）一∫：P（ ，μ，μ）砿わ（・）一∫：

P（一μ，μ，）4〆とすると式（13）は次のようになる．

          1

礁悟跡鰯鋤・
    む   ＋L・¢の∂α）4〆｝

   一α筈＋カー音｛∫：・＠脚w

     
   ＋∫・（ち・胸4・・｝

    一1

さらに式（14）の近似に対応して

  ユ                      ユ
∫・（τ，μ’）πμノ）4μ’駕∫（α）∫・（ち〆）砿

  0             ．         0

                             
∫ノ（τ，μ’）∫（μ’）4μ’駕ゐ（α）∫・＠）4・・

  一1               －1
などの近似を導入する．

（15）

すると式（15）は次のように
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なる．

α筈＋♪一三（桝6わ，

一α ､＋一号（ろヂ＋肋

ただし，／＝πα），わ＝∂（α）としている，

（ユ6）

また式（16）に対する境界条件は次のようになる．

  τ’＝0；ノ＋』lo， τ＝τo；ノー＝0      （17）

式（16）と式（17）が非等方散乱まで含めた二流束モ

デルの基礎式であり，これは解析的に解くことができ

る．結果は以下のよう｝こなる．

オ（・）一負・xp（誓・）＋砺・xp（一誓・）

カ（・）一2（ ｯM）角・xp（誓・）

＋2（一M！十2Vノ@ω6）免・xp（一誓・）

向一一（Mノ十2Vノ）・xp（」劉／・・

免一
O（Mノ十1V，）・xp（争）／砺

，。＝〃，。sh並。。＋M、i。h竺。。

      α          α

〃一ノ（i一乎アー（乎恥一・一誓

（i8）

一方，輸送量は次のようになる．

  G（τ）＝＝2π（ノ＋十ノ『），9（τ）＝2πα（ノ＋一ノー），

            9＋（τ）＝2παノ＋’  （19）

またふく射透過率TFも同様に与えられ以下のように

なる．

  TF＝ノ＋（τ。）／Zo

』〃／（〃…h．竺。。＋N・si。h．竺。6）

        α          α

一虚／（M…h髪・・＋N・i・h普・）

M一m・乙栃畝N一耐穿

（20）

’4．ふく射透過率分布φ反転法

 式（20）で右辺のαが予め与えられていると，式

（20）をふく射透過率分布の測定値に適合させること

によって，それに含まれる M，N（→σσ，σs∂）を決定

することができる．本研究ではMXo》1なる領域で

は，式（20）が，TF＝｛2M／（M十N）｝似p（一．Mκo／α）

と近似できるこ．とを利用して，In7▼F一κo Plotの勾配

と切片からM，Nを決定する漸近展開法を用いてい

る．今，Tβ，7▼夢も，κo》ユの領；域で・1nT＝オーβκo

と展開できるとすると，σ。，σ、δは；・4，βを用いて次

のように書くことができる．すなわち，M＝α・8，1V

＝αβ（2exp（一種）一ユ）の関係があるので，

  σ1ろ＝＝21／N2－M2＝2αβ1／（2exp（一ノ4）一ユ）2－1

                     （21）

  σ。＝N一⊃／N2－M2＝αβ｛（2exp（一の一1）

    一2レ／exp（一14）（exp（一！望）一1））    （22）

  σ。十σ、∂＝1V

の関係を得る．従って勾配βと切片／1が求まるとσ。，

σs∂が定まる．ただし，σ。＝0すなわちM＝0の

ときには，この展開は使えないので，次節で述べる1

／：r－x。plotの勾配からσ、δを決める手法を用いな

ければならない．

5． 結果および検討‘

 5－1． 半球ふく射透過率に及ぼすαの影響

 既に3節でも述べたが，αの値は，0≦α≦1の任

意の値をとることが可能である．しかし，ω＝0と

ω＝1の2つの極限的なケースについて，ある程度

αの値を限定しておくことは意味のあることである．

今，ω＝0の場合，厳密な半球ふく射透過率（τ多）は，

9によらず，丁多＝2E3（σ。Xo）で与えられる．一方，

二流束モデルによるTFは，丁養＝eXP（一σαXo／α）

となる．従って丁養が丁多を良好に近似するように

αを決めればよい．αを決める方法には，いろいろ考

えられるが，ここでは2つの方法を用いることにす

る．まず第1のものは，σ。x。→。。でTあが丁多の良

い近似となるようにαを決定する方法であり，4節で

述べた反転手法との関連では最も妥当であると考えら

れるものである．今，σ。κo→。。では，丁多駕2exp（一

σ。X。）／σ。X。となるが，この対数をとると， lnT多＝

一砺κo十1n（2／σ♂o）となる．（ここでは砺Xo→。。で



ふく射輸送における二流束モデルの反転問題への適用 一61一

は，右辺第2項は無視できるとする）．これに対して

丁養の方は，1nT養＝一σ。Xo／αとなるから，1n瑠と

対比してα＝1を得る．次に第2の方法は，とりあ
えず丁養一・・xp（一’／α）とおいて∫17幼一∫藩

呵IT働一∫IT勉から決めるやり方である・

これによると，α畿3／4を得る．また特に7＝1の場

合，第1の条件からαを決めるとα＝2／3が得られ

る．この第2の方法の場合は，反転問題との関連より

も，むしろ直接問題との関連で良好な近似を与えるこ

とが予想される．一方，ω＝1の場合，式（20）は，

耶＝1／（1十∂τo／2α）と展開される．この場合，蹄

は，解析的に表示することはできないが，数値計算結

果をi／丁多一τoPlotすると， Fig．2のようになり，

1／丁多＝Cτo十Eと近似され，これよりろ／2αを決定

することができる．等方散乱（9＝0）の場合，∂は

αによらず1となるので，これを基準にすれば，α＝

0．6644駕2／3となる．他の9の場合には，δはαに

依存し，従ってそれに応じてTβと一致するわ／2α

（従ってα）は変化するが，反転問題への適用を考え

るとαは固定することが望ましい．Fig．2にはα

＝2／3としたときの結果を破線で示している．αr2／

3は，9→1としたとき，わ／2αを過小評価する傾向に

ある．以上のαが半球ふく射透過率に及ぼす影響は，

Fig．3～5に示している．高アルベド領域では予想通
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り，α繍2／3が良い結果を与えている．しかし，中間

のωの領域では，α＝2／3は，（τoによっても異なる

が，τ。≧5では），ω→0に向かうにつれ，いったん

蹄より過大な値を与えた後，過小値をとる傾向にあ

る．一方，α＝1の場合，Tβとの差異が著しく，一

見，Tメに対する近似になっているとは信じがたい．

しかし5－3節で詳細に述べるが，このαは，低アルベ

ド領域では反転に際し，最も良い結果を与えている．

その理由についてはそこで言及する．またα＝3／4の

場合，低アルベド領域では蹄に対する良い近似とな

っており，直接問題には有効であると考えられる．

 5－2．指向ふく射透過率と半球ふく射透過率の比較

 Fig．6～8に指向ふく射透過率の分布を半球ふく射

透過率の分布とともに示している．cos軸1μ＝40。での

TDは，ほぼ全での9，ωに渡って，良好にTFを近
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回しており，従って半球ふく射透過率の代替として，

ζの角度でのふく射強度を測定すればよいことを示し

ている．これは分光ふく射透過率の測定を行う場合，

非常に好都合な結果となっている．

 5－3． ふく射透過率分布からの反転精度

 二つのふく射透過率分布Tp， TFに対して4節で述

べた手法を適用し，σ。，σ、わを反転したときの結果を

Table 1～3に示す」Tableで， EXACT’とは半球ふく

射透過率，指向ふく射透過率を厳密に算出するに際し

て仮定した値を意味し，反転の目標値を意味している．

一方，TF， TD（40。）（二1（τ。，40。）／1。），丁刀（45。）（＝

1（τo，45。）／10）の欄は，それぞれの厳密値に対して反

転した結果を示している．反転の結果は，ここで用い

たαの如何を問わず高アルベド領域（ω＞0．7）では，

かなり精度のよい結果となっている．たとえば，ω＝

0．9の場合は，σσについては，ほとんど厳密値と一

←
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致する値が得られている．またσ、わについても精度

は劣るが同様な傾向にある．しかしアルベドが小さ

い領域（ω≦：0．7）では，σ、の反転値は，過小評価さ

れた値とな．っている．一方，それに対するσ、∂は逆

に非常に過大評価された結果となっている．一（ζのよ

うにσ。が大きくなるとσ、δが小さくなり，σ、∂・が

大きくなるとσ。が小さくなる現象は，これまでにも

報告されており，散乱体の数密度などと関連させて議

論されているが1珈6），ここでの解析からも明らかなよ

うに二流束モデルを用いた反転に固有のものである）．

一方，反転精度に及ぼすαの影響をみてみると，低

アルベド領域ではα＝1が，また高アルベド領域で

は，Table 4の結果とも合わせて考えると，α＝2／3

が良好な結果を与えている．低アルベド領域でα＝1

が良好な近似になっているのは，Fig．3～5”を参照す

ると，一見奇異にみえるが，これはω→0での丁多と
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の函数形が異なる事と採用した反転手法に深い関

がある．式（21）をみると明らかであるが，σ、∂→0

場合，σ、＝αβとなり，σ、は，丁夢（κo》ユ）での

配（B）のみから決定されている．すなわちω＝O

場合，κo》1での勾配が丁多と丁養で等しければ

いのであって，瑠と媒は一致する必要はない．

って，このため不可避的に媒〉露となる．一方，

＝1の場合，幸にも，一葦と丁養の函数形が一致し

いるため，丁多を良好に近似するαは，そのまま反

問題でも良好な結果を与えるようになっている．次

9＋（τo）／9＋（0），1（τo，40。）／10，1（τo，45。）／10の結果

相互に比較してみると，40。方向のふく高強度デー

を反転したものが最も良い結果を与えており，むし

9＋（τo）／9＋（0）より良い結果となっている．

以上の結果を総合してみると最も結果のよい1（τo，

0。）／10を反転した場合でも（高アルベド領域でα＝

ρ
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／3，低アルベド領域でα＝1を用いて），σoに関、し

は，factor O．5～2，σs∂に関してはfactor 1～150

差異が生じていることには留意すべきである．従っ

α＝1で9＋（τo）／9＋（0）を反転しているChurchi11

1）2）の結果は，かなりの誤差を含むものと考えられ

．

。結

固体微粒子群を含む分散媒体のふく射透過率データ

う二流束モデルを適用し，漸近展開法によって，吸

係数，後方散乱係数：を反転した場合の精度について

討した．得られた結果は以下のように要約される．

1）二流束モデルでは，ふく射強度の0次と1次モ

メントの比（α）が重要であるが，このモデルを反

問題に適用する場合，高アルベド領域（ω＞0．7）で

，α＝2／3が，また低アルベド領域（ω≦0．7）では，

＝1が妥当である．
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 2）400方向での指向ふく射透過率To（40。）は，半

球ふく射透過率として代用することができる．、また

Table 1．

Tp（40。）の方が，反転した場合，7▼Fよりも好結果を

期待できる．

β），ふく射透過率デ㌣タ〈たとえば（Tp（40。））に，

二流束モデルを適用し，ふく射物性値を決定する場

合・「σ・に関してはfactor O．5～2程度で決定できる

が，誤差は低アルベド程大きい．一方，σ、6について

はfactor 1～150程度で・精度はσ。の場合より概

して悪く，また低アルベド程，低下する．
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Table 2. Results

(g == o,

of inversion

Oa+os = 1. 0)

for hemispherical and directional      .transmlttances

-aa crsb

da b w EXACT TF
oTD(40)

TD(4SS EXACT TF
"TD(4O)

TDC455

O.1 O.9 O,i303 O.5070 O.3487 O.1 4.0282 O.8696 1.8632

O.5 O.5 O.1968 O.3479 O.2214 O.5 1.9737 O.9859 1.9014
213 1.0 O.7 O.3 O.2112 O.3086 O.216B O.7 1.2495 O.7230 1.2566

O.9 O.1 O.1143 O.I390 O.1195 O.9 O.9615 O.7512 O.9159

O.l O.9 O.1465 O.5703 O.3'923 o.1 4.5317 O.9783 2.0960'

O.5 O.5 O.2214 O.3914 O.2491 O.5 2.2204 1.1092 2.l390
314 1.0

O.7 O.3 O.2376 O.3472 O.2439 O.7 1.4056 O.8i33 1.4137

O.9 O.1 O.l2B6 O.1564 O.1345 O.9 !.0817 O.8451 1.0304

O.l O.9 O.1954 O.7605 O.5230 O.1 6.0423 1.3044 2.7947

O.5 O.5 O.2952 O.5218 O.3321 O.5 2.9605 1.4789 2.8521
l.O 1.0

O.7 O,3 O.3168 O.4630 O.3252 O.7 1.8742 1.0845 1.8850

O.9 o.i O.l715 O.2085 O.l793 O.9 1.4422 1.1269 1.3739

Table 3. Results of
('g" = o. 7,

 inversion for

oa+os = 1. 0)

hemispherical and directional      .transmlttances

-cra usb
-a b ul EXACT TF TDC4O TD(45 EXACT TF TD(4) TDC45

O.1 Q.9 O,.1275 O.3092 O.2698 O.0263 3;7546 1.6311 '2.2442

213 O.2638 O.5 o.s O.l573 O.2503 O.1736 O.1319 1.4617 O.8261 1.4195

O.7 O;3 O.1542 O.18'54 O.1277 O.1847 O.7709 O.5666 O.9542,

O.9 O.1 O.0979 O.I467 O.1105 O.2374 O.3436 O.i512 O.2882
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O.1 O,9 O.1435 O.3479 O.3036 O;0232 4.2239 1.8350 2.5247
.
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..O.2329
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-

O.9 O.1 .O.1468 O.2201 O.16S7 O,1514 O.5154 O.2269 O.4323

Table 4. Values of
(os = 1. 0)

os b obtained by inversion for hemispherical transmlttance at to = 1. 0

a==l/A or=2/3 or=1.0

cr
EXAc[[t RECOVERED EXAC{iil RECOVERE EXACT RECOVERED

-O.7
oO.7
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1.0
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O.2647

1.7359

l.O

O.2638

l.7094
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O.3057

1.8298

l.O

O.l682

2.5641

1.5050
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