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1 はじめに
初等幾何学を指導する知的教育システムの研究は計算機の教育利用の分野ではポピュラー

なテーマの一つであるが，実用的なシステムの開発に成功した例は少ない [1, 2]．本報告で

は比較的新しい計算機による初等幾何学定理証明法である面積法 [6]の Janičic̀らによる証明

支援系言語である Coqによる実装 [7]を紹介している．特に，Janičic̀らの面積法の実装によ

り自動証明できていない命題を考察している．本研究は，より多くの命題を自動証明可能に

すること，そして，そのための面積法による初等幾何証明の基本命題を整理することを目標

としている. ここでは自動証明できない具体的な命題を考察し，対策のために必要な基本的

な補題を構築したので紹介する.

2 面積法 (Area Method)
初等幾何学定理の自動証明法には，主に二つのアプローチがある．幾何学的アプローチと，

代数的アプローチである．

幾何学的アプローチ [3]では，ユークリッド幾何学の公理等の幾何学的知識に基づいて，与

えられた関係を変形して行くことにより，定理を証明する．証明を理解しやすいという利点

を持つが，発見的に得られる補助線を用いる証明は自動化が難しいという問題点がある．

代数的アプローチ [4, 5]では定理が示す幾何学的な関係を代数方程式の集合として表現し，

与えられた全ての方程式を満たす解が存在することを示すことによって定理を証明する．証

明過程が幾何学的知識に依存せず，同一の手順によって多くの定理の証明が可能であり，幾

何学的アプローチに比べて証明可能な問題の数が圧倒的に多いという利点を持つが，得られ

る証明は，方程式の式変形の集合であるため，証明過程が必ずしも理解しやすいとは限らな

いという問題点を持つ．

面積法は上の２つのアプローチの中間的性質を持つ．幾何学的性質に基づいて式変形を行

い定理の証明を行うという点では幾何学的アプローチと同じであるが，定理の記述は，必ず，

線分の長さの比や三角形，四角形の面積，ピタゴラス差分などの幾何学的量に基づく方程式

である．式変形は，幾何学的量の関係を保つような，作図過程で現れた頂点の，出現順序の

逆順での消去が主となる．
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2.1 面積法による証明

面積法では代数的アプローチと同様に作図過程が重要となる．作図は頂点を順に追加しな

がら行う．結論から，幾何学的量を保ちながら，作図時と逆順に頂点を消去し，定理に示さ

れた幾何学的量が得られれば証明が成功したことになる．以下に基本的な命題を例に面積法

による証明を紹介する．ここでは三角形 ABCの面積を SABC で記述している．

命題 1 (座標消去の基本命題)
C，Dを直線AB上の点とし，Pを直線AB上

にない点とする時，
SPCD

SPAB
=

CD

AB
が成り立つ．

証明 一般性を保つため，C , A と仮定す

る．この時，

SPCD

SPAB
=
SPCD

SPCA

SPCA

SPAB
=

CD

CA

CA

AB
=

CD

AB

図 1: 座標消去の基本命題

この証明では，頂点 Pを消去することによっ

て命題が成り立つことを示している．

3 Coqによる面積法の実装
Janičic̀らは，面積法による初等幾何学定理の証明システムを証明支援系言語である Coqを

用いて実装している [8]．Coqを用いることにより与えられた証明は機械検証が可能であり,

Tacticを用いた基本命題については自動証明も可能となる.

3.1 面積法パッケージのインストール

Janičic̀らによる実装は, Coq Ver.8.4で動作するライブラリが gitレポジトリ

https://gforge.inria.fr/git/coq-contribs/area-method.git

に保存されている. レポジトリからソースファイルを取得し, make installすることで実装

される. それまでに Area Methodがインストールされている場合には，makeの前に古いライ

ブラリディレクトリは消去しておく (cf. user-contrib/AreaMethod).

3.2 Coqによる面積法の証明例

定理 2 (Cevaの定理)
三角形 ABC とその内部の点 O に対し, 各頂
点 A,B,C から O へ引いた半直線の対辺との
交点をそれぞれ L,M,N としたとき,

OL

AL
+

OM

BM
+

ON

CN
= 1

が成り立つ

図 2: Cevaの定理
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Coqにおける実装では定理及び証明は以下のように記述される．

Theorem Ceva:
forall A B C L M N O : Point,
inter_ll L B C A O -> inter_ll N B A C O -> inter_ll M A C B O ->
A <> L -> B <> M -> C <> N ->
parallel O L A L -> parallel O M B M -> parallel O N C N ->
O ** L / A ** L + O ** M / B ** M + O ** N / C ** N = 1.

Proof.
area_method.

Qed.

4 自動証明できない例と補題の追加
Janičic̀らによる実装は，点の消去に結びつかない手順が必要な定理を自動証明することが

できない場合がある．例えば，以下の命題は Tactic(area_method)が失敗する．

命題 3 (自動証明できない例)
同一直線上の 4点 A, B,C,Dが AC

BC
= − AD

BD
をみ

たすとき，直線 AB上にない点Oに対し Bを

通り線分OAに平行な直線が，直線OC,ODと

交わる点をそれぞれ P,Qとすると，PB = BQ

が成り立つ．

図 3: 自動証明できない命題

Coqにおいてこの命題は以下のように記述される．

Proposition NotProvable:
forall A B O C D P Q : Point, r : F,
m_ratio C A B r -> m_ratio D A B (- r) ->
C <> D -> r <> 0 ->
on_inter_line_parallel P B O C O A ->
on_inter_line_parallel Q B O D O A ->
P <> B -> Q <> B -> P <> Q ->
P ** B = B ** Q.

結論 P ** B = B ** Qを Tactic(area_method)で直接証明することは出来ない．そこで，
一般的な Area Methodによる証明手順から，Taicticによる証明が成功する段階を確認し，そ
こまで命題を変形するために必要な基本的な補題として以下の２つを構成した．

Lemma sub_1: B ** P * S B O D = B ** Q * S4 B O P D.
Lemma sub_2: S B O D = -S4 B O P D.

さらに，これらの補題を証明する過程で，より一般的な
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Lemma parachange: forall A B C D: Point,
parallel A B C D -> S A C D = S B C D.

という補題が得られた．この補題自身も Tacticによって自動証明することができないが，与

えられた条件下で成立する一般的な補題であり，他の命題においても利用可能なものである．

5 今後の課題
今回，Janičic̀らによる面積法の Coqにおける実装を紹介するとともに，この実装において

自動証明できない命題を考察し，この命題において証明が成功するために必要な補題を導い

た. さらに，その補題を証明するために必要な一般的補題も 1つ構成した．今回の報告で示

したように，自動証明できない命題を調べることによって，システムの適用範囲が拡張され

るような一般的命題が得られることが期待できる．今後の課題は面積法を用いた幾何証明の

形式化とその証明体系の整理である.
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