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幸榊・中島秀紀†

Development of a Three Dimensional Hybrid Code

     60r Analyses of Plasma Behaviors

Takanobu MURANAKA， Yoshihiko NAGAMINE， H：ideyuki UCHIMURA

            and Hideki NAKASHIMA

  Athree dimens玉onal hybrid code has been developed to analyze plasma behaviors in magnetic

field for the purpose of its engineer…且g applications such as the magnetic thrllst a且d the direct energy

converter． The hybrid code is eHbctive when the system is dominated by the motion of ion． The

motion of ion is solved explicitly， and the electric and mag且etic fields are solved selfconsistently． The

hybrid code employed the pred三ctor－corrector IIle七hod to solve the閃uation for the elec舎rlc field， a皿d

adigital獄lter was used to cut off numericaholses in Euleria皿旦11antities． The numerical solver was

described in deta…1． As a丑example of the caユclllations with this code， the d至spersion rela岩ions for right

a皿dIeft circular waves and Alfve血wave were nllmerically calclllated and those were compared with

the analyt玉cal s・luti・ns in・rder to validate the c・de．

1．はじめに

 近年の計算機技術の大幅な進歩によって，これま

で解析不可能と考えられて来た様々な非線形現象が，

コンピュータシミュレーションの手法により，次々

と明らかにされている．その領域は多岐に渡ってお

り，プラズマ理工学の分野もその最たるものの一つ

である，一般にプラズマの運動は，統計力学的な複

雑さに加え，その運動がさらに電磁気力に支配され

るという複雑極まりないものである．したがって，コ

ンピュータシミュレーションは，プラズマ基礎物理

から核融合炉設計までに対する強力な手法となって

いる．プラズマのコンピュータシミュレーションに

おいては，その集団の状態から，大きく粒子的手法

と流体的手法に分けられ，それぞれの観点から計算

コードの開発が行われて来た，

 本研究では，イオンを粒子，電子を慣性を無視し

た流体として取り扱うハイブリッドと呼ばれる手法

を用いる．この計算手法は，系の物理現象の時間ス

ケールが，イオンサイクロトロン周波数で決定付け

られる時間スケールよりも小さい現象を解析するた

＊先端エネルギー理工学専攻博士後期課程
＊＊エネルギー変換工学専攻博士後期課程（現在日立製作所）

めに開発されたものである1）．

 この手法を用いるハイブリッドコードでは，電磁

場はプラズマの運動も含めて，自己無撞着に解く．こ

のコードの特徴は，電子の運動（プラズマ振動，サ

イクロトロン運動）のタイムスケールで起こる現象

の影響を除去し，時間幅や空間幅を大きくできる点

にある，具体的には，荷電準中性条件を仮定し，イ

オンと電子の数密度があらゆるところで等しいと置

き，プラズマ振動を除去する．さらに，電磁放射等

の高周波現象を無視するためにダーウィン近似を用

いる．本報告では，コードの詳細と計算手法を説明

し，最後に具体的な計算例について述べる．

2．基礎方程式

 計算に使用する方程式を導出するための基礎方程

式は次の様に与えられる．以下の方程式は直交座標

系，およびMKSA単位系で記述されている．まず，

粒子として取り扱うイオンの運動方程式は，

m砦一旋（El十”盛×B）

 4鋤
 烹「＝賜

（1）

（2）

灘譲＝受訴修士課程醐コック日立）台臨謙劉鷲鶉鑑芸鱒
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ンの質量，また，E， Bはそれぞれ，電場，磁束密

度を表している．

 流体として取り扱う電子の運動方程式を電場の解

法に用いる．運動方程式は，以下の式で表される．

  一箒一一・恥（E十”e×B）一▽凡（3）

ここでπ．は電子数密度，m．は電子の質量，”．は

電子速度，瓦は電子圧力である．また，電子は慣性

なしの流体とみなすため，慣性による効果は無視し，

式（3）の左辺は0にできる（m。→0）・さらに，電子

圧力鳥に関しては電子の状態方程式より，

Pヒ＝π。異 （4）

である・ここで牲は電子温度である・式（4）を式

（3）に代入して瓦を消去する．

0＝一e7Lε（E十”ε×B）一▽（η」ε1b）    （5）

荷電準中性条件および，ダーウィン近似を用いたア

ンペアの法則より，

▽×Bp＝μo（」。＋」の （6）

が得られる．但し．Bpは，プラズマにより生成され

る磁場で，以後特に断りのない限り，磁場は外部磁

場とプラズマにより生成される磁場とのベクトル和

であるとする．またみはイオン電流密度，」．は電

子電流密度，μoは真空中の透磁率である．ゐはイ

オンの数密度と，電流密度から計算することが出来

る．」．は電子電流密度の定義より，

Je＝一eπe”e （7）

である．式（6），（7）を用いて」。を消去し，”。につ

いて整理すると，

    ％一彙（赤▽×B・一」う  （8）

となる．これを式（5）に代入してEについて整理す

ると，電場を求める式，

を得る．

E一
�o去（▽xB・）×B

     －」・×B一肌▽（πの｝ （9）

プラズマによる磁場を記述する方程式としてファ

ラデーの電磁誘導の法則，

        ∂B
        一＝一▽xE
        ∂亡

を用いる．

（10）

3．計算方法

 式（1）一（10）を数値計算によって解くためには，基

礎式を差分式に直し，数値的に安定で，物理的に妥

当な空間幅・時間幅の範囲で解かなければならない．

 計算の大まかな手順を次に示す．

国外部磁場および，プラズマ粒子の位置・速度の

  初期設定を行う．

圖格子点上でのイオンの数密度，電流密度を計算

  する．

圖式（9）を用いて，電場を求める．

国国で設定した外部磁場と，圖で求めたプラズ

  マによる電場と磁場から，式（1），式（2）を用い

  て新しいプラズマ粒子の位置・速度を求める．

同式（10）より磁場を求める．

圖～同を繰り返すことで，プラズマの時間的変化を

追跡する．

 3次元ハイブリッドコードに対する各方程式の差

分式を以下の小節で示す．

3．1 プラズマ粒子の運動

 式（2）に，leap－frog法2）による時間中心差分を施

すと，

       の？＋差の2一”2＋・／・ （・・）

となる．ここで，各変数についている上つき添え字

は時間を表し，下つき添え字はi番目のイオンを表

す，また，△亡は時間幅を表す．

 式（1）に時間中心差分を施すと，

   ”㌘＋1／2一”2－1／2

       ムオ

   舞｛晒1（”2＋1／2＋”2－1／2）×掛｝・2）

となる．π一1／2はある時刻πからムォ／2だけ以

前の値であることを示す．同様にπ＋1／2は△亡／2

だけ進んだ値であることを示す．上つき添え字がπ，

π一1／2である変数は既知量である．

 プラズマ粒子の運動を求めるためには，まず，式

（12）について碍＋1／2を左辺にまとめて，未知量で

ある”2＋1／2を解く．次に，求めた”2＋1／2を式（11）

の右辺に代入することで，新たな粒子の位置嬬＋1

を求めることが可能となる．

 式（12）を変形すると，

となる．

、4”π＋去＝5 （13）
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α，β，7，δを次のように定義する．

α  ＝

β ＝

’γ ＝

δ ＝

盗B・
2m芭 詔

些B・
2m芭 忽

盛B・
2m盛 2

1＋α2＋β2＋72

なお，ここでのE，Bは粒子位置におけるそれぞれ

の値を表している．これらを用いて，行列4とベク

トル5は，以下の様に構成される．

《切÷）

5一

i嚢萎宇多葺萎⊥三三筆三三i馨）

（1，J＋1，K＋1） （1＋1，J＋1，K＋1｝

V1 V2

V3 V4

（1，J， K＋1》 （1＋1，J， K＋1）

（1，J＋1，K）

V5 V6

（1＋1

V7 V8

（1＋1，J＋1，K）

（14） （1，J，K）    （1・1，J，K）

   Fig．1 Particle weighting with the PIC method．

（15）  3．3 電磁場の計算方法

   3．3．1 プラズマ領域での計算

ここで。＝q△君／mわm＝π一1／2である・さらに，

式（13）を次のように変形して，速度を求める表式が

得られる．

        ”7L＋1／2＝ノ室一15           （16）

ここで，．4－1は，以下のように表される．

バー1（輪遍照

3．2 イオン数密度，電流密度

（17）

 イオン数密度を求めるためには，空間内に広がっ

ているプラズマを格子上に割り付けなければならな

い．そのためにPIC（Paエ七icle In Ce11）法を用いる．

今，1つの超粒子の中にN個のイオンが含まれる場

合を考える．：Fig．1に示すように，格子内に存在す

る超粒子のの位置によって，8個の格子点によって

囲まれた体積γの立方体を，砺，巧，～，％の体積

を持つ直方体に分割する．格子点σ，ゴ，初に割り振ら

れる超粒子に含まれるイオンの数は，

       δπ継）．一N （・8）

で与えられる．すべての粒子についての和をδ駒に

ついてとれば，ある格子上の陶を定義することがで

きる．

 イオン電流密度ゐは，数密度現を用いて，

        Jづ＝Zeη，乞”芭            （19）

より求めることができる．

 電磁場を求めるためには，式（9），式（10）を用い

る．式（10）を片側差分して，Bπ＋1／2だけを左辺に

残すと，

     Bn＋・／2＝Bη＿全査▽×．Eη

             2

となる．また式（9）は，

  E・一二｛ 1ψ（▽×B罫）xB鴨

         1     牲

         Ze      ε

である．

（20）

一一
i9×Bη…▽π㌘｝（21）

 Bη，Eπは既知とすると，式（20）からBn＋1／2を

求めるこ．とができる．次にBη＋1／2，」2＋1／2，環＋1／2，

拶＋1／2を式（21）に代入してEη＋1／2を求め，線形外

挿より電磁場の予測値E轟と，B誰毒を次式より求

める．

   E錨＝一Eη＋2Eπ＋1／2  （22）

   B錨一B・＋1／2一穿▽×E錨（23）

ここで，下つき添え字のpredは予測値であること

を表している．E誰と， B齢毒を求めた後，それらに

よるイオンの緻を解き，”轟2，π犠を2，」轟2

を求める．次に，B㌫言／2を次式により求める．

  B蹟言／2－B錨一与▽×E錨／2（24）

そして，式（21）でEπを求めたときと同様にして

E轟含／2を求める．最後に次式に示す線形内挿から
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次のタイムスチップの値Eη＋1，Bπ＋1を求める．

   E・＋・一IE・＋1／2＋1瑠2（25）

   B・＋・一B・＋1／2一学▽×E・＋1’（26）

これらの値Eη＋i，Bn＋1より尋＋3／2，環＋3／2，

J射3／2を求めることができる．

 ここで電磁場を求める際に用いた一連の手法は，

予測子一修正子法と呼ばれる収束計算の一種である．

この方法では，πタイムスチップからπ＋1タイム

スチップの値を求めるために，π＋3／2タイムスチッ

プの予測値を求め内挿を行う．そして，求めたπ＋1

タイムスチップの値を再度予測値として用いる．具

体的には，式（26）により求められたBπ＋1を次の

予測値B轟1年置・式（22）から式（26）までを次式

3）で定義する条件を満足するまで，繰り返し計算を

行う．

  m購あ・心象＋1）一鴫聖）i
                 ＜6 （27）
     m鱗詞B魏）1

ここで，qは収束計算の回数を表し，6，ゴ，ゐはそれ

ぞれ忽，ッおよびz方向の格子番号を表している．6

は収束計算を打ち切るための値である．

 電場を計算するために用いる式（21）は，分母に数

密度陶を含んでいるため陶がゼロとなる領域では

この式は発散してしまう．さらに，数値計算の特性

上電があまり小さい値になると，発散もしくは計

算誤差が発生する．このことを避けるために，数密

度がある特定の値π．以上の場合にのみこのような

方法を用いて電場の計算を行う．

3．3．2 真空領域での鷺場の計算

 真空領域では，ラプラス方程式▽2E＝0を， SOR

（Successive Over Relaxation）法を用いて解く・SOR

における加速係数αは，正方形領域の場合は次のよ

うに表される．

            2
                     （28）      α＝＝        1十sin（π／NGMX）

ここで，NGMXは皿，〃または之方向の格子の数で

ある．αの値は通常1．8から1．9付近である．また，

α＝1の場合には，SOR法はガウスーザイデル法に

等しい．

 SOR法では，次式によって変数の収束を加速する．

E。（客，ゴ・鳶）＝α｛E。（乞一1・ゴ・ん）＋E。（乞＋1・ゴ・ん）

十

十

十

Ep（i，プー1，ん）＋瑞（6，ゴ＋1，ん）

Ep（6，ゴ，た一1）十Ep（ゼ，ゴ，ん十1）｝／6

（1一α）Ep（6，ゴ，ん）（P＝忽，〃， z）

次式で定義される残差ξ忽，”，、

ξP  ＝  Ep（‘一1・ゴ・ん）＋Ep（i＋1・プ・ん）

  ＋ Ep（乞，ゴー1，ん）＋Ep（6，ゴ＋1，ん）

  ＋ Ep（ε，ゴ，ゐ一1）＋Ep（6，ゴ，ん＋1）

    6石7P（¢，ゴ，ん）  （P＝忽，2ノ， z）

         2M「十65→一121ζ

生殖を格子上に定義される値とし，副用はDigit瓠

Filterを通した新しい軌鎚を表す．またΦ塁｝無と

両面αはside termとcorner termであり，それぞ

れ以下の式で表される．

が，あらかじめ決められた値以下になれば真空部分

の電場の計算を終了する．

3．4 Digita1：Fiher

 PIC法で格子上の量を求める場合，たとえば粒子

の位置を格子に割り振る場合には，メッシュ内に存

在する粒子の数が少ない領域ではその付近の格子に

比べて数密度が小さくなり，数密度の変化が不連続

になる可能性がある，このような現象を避けるため

にDigital Filterと呼ばれる一種の補間を施すこと

がある．DigitaFilterは，格子上に定義される値，

例えば電場，数密度等を計算する際に発生する高周

波の雑音を除去する目的にも用いられる4）．Digitaユ

Fil七erの式は以下のように表される．

      ・Mφ・，ゴ，・＋3Φli呈乳＋KΦ竃琵e「

                     （29）  φ撒←

Φli銀＝φ画一・，あた＋φ乞＋・，あた＋φ琶，ゴー・，為

   ＋  φゴ，ゴ＋1，為＋φづ，ゴ，為＿1＋φ琶，ゴ，た＋1

Φ雛e「＝

十

十

十

φゴ，ゴ＿1，売＿1＋φゴ，ゴ＋1，為＿1＋φゑ，ゴ＋11為＋1

φ葱，ゴ＿1，厨1一ト砺＿1，鎚＿1十砺＿1，殖＋1

砺＋1，ゴ，鮮1一ト砺＋1，ゴ，た＿1十砺＿1，ゴ＿1，鳶

φ芭＿1，ゴ＋1，ん＋φ葱＋1，ゴ＋1，為＋φ葱＋1，ゴ＿1，た

ルf，5，Kの値を12，4，1とすると，式（29）は次式と

なる．

φ雛1φ尉呼樋＋滋Φ1鏡面（3・）

数密度，イオン電流密度および電場を計算した後に，

それぞれの値にこのDigitaユFilterを作用させる．
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4．ハイブリッド：コードに課せられる制限

 ハイブリッドコードにおいて，差分化の時間幅△亡，

空間幅△忽は次の条件を満たす必要がある．

 Couran七一Friedridhs一五ewy（CF：L）条件

            △忽
         △k可   （31）

これは，△亡，△忽→0で解が収束する条件である．

砺はAlfv6n速度であり，

7

6

  
星

量4

h』3
看

 2

1

0

CalC戟C驕：呂1含1；ε

Anai界iC戟C雛｛鵬1

 一」レρ’
一多げ’

o

left

  一一一一一一一’一σ
一」レー一一

right

            Bo
                     （32）        玲≡
           μ0π琶m哲

で定義される．また，付加的な数値的安定条件は

ωc信△君く0．2

O

（33）

である．ここでω。茗はイオンサイクロトロン振動数

である．

 メッシュ幅の最小値を決める条件として

△忽＞c／ω炉 （34）

がある．この。／ω炉より△忽が小さい場合にもハイ

ブリッドコードは発散することなく計算を行えるが，

その解が正しいものである保証はない．ここで，ωp琶

はイオンプラズマ振動数である．

5．：コードの妥当性の検証

 開発したコードの妥当性を検証するために，プラ

ズマ中を伝播する電磁波の分散関係を計算した．ダー

ウィン近似をした冷たいプラズマ中を伝播する波は，

背景磁場がある場合，3つ存在する2）．その内の2

つは磁場に平行に伝播する円偏波であり，その分散

関係は以下のようになる．

噸畷謀）［1土｛・＋4㈱γ］

                     （35）

一一
Q劇1土←・＋4（篶）γ］

                     （36）

ここで，ω罵ψ，ω吻配はそれぞれ左回り・右回り円

偏向波の角周波数を示す．ω。d，ωp．はそれぞれイオ

ンサイクロトロン周波数，電子プラズマ振動数，c，

んはそれぞれ，光速度，波数を表す．

 また，磁場に垂直に伝播する波の分散関係式は，

ω岡p＝1塩ん （37）

  0              ’50             100             150

         Wave Number［！m］

Fig．2 Comparison of the Caユclllational reslllts

    with analytical ones．

となる，ここでωp，。pは磁場に垂直に伝播する電磁

波の角周波数である．

 計算体系は，10cm×10cm×48cm（X×y×Z）

で，背景磁場強度0．4T，イオン数密度1×1015 cm3

の一様プラズマを仮定し，空間刻み幅，時間刻み幅を

それぞれ1cm，1．27×10－8 secの条件で1024ステッ

プ計算を行った．このときの代表粒子数は100000で，

電場の摂動の大きさは，30V／mとした．右回り円

偏波と左回り円偏波は進行波として計算し，垂直波

は定在波として計算した．計算空間中の任意の一点

を選び，その場所での物理量の変化を記録し，時間

に関してフーリエ変換することにより，角周波数を

求めた．この様な計算を波数みの値を変化させ，各

伝播モードに対して，3ケースずつ行った．

 ：Fig．2に，左回りおよび右回り円偏波の分散関係

の計算値と，式（35），（36）でそれぞれ示される解析

値の比較を示す．両者には良い一致がみられる．磁

場のz成分の空間分布においても，定在波を用いて

同様な計算をしたところ，計算値と解析解は良い一

致を示しており，これらの検証から，コードの妥当

性が確かめられた．

6．おわりに

 おわりに，我々の開発したコードによる幾つかの

計算結果を紹介し，今後の展望を述べる．

 Nagamine e孟砿はHyde5）が提唱した核融合ロ

ケットの概念設計に基づく計算モデルに於いて，その

推進効率を計算した6）．その結果，推進効率は65％に

達するという結論が得られた．また，磁気ノズル中

のプラズマ不安定性についても検証した結果，不安

定性は推進効率に深刻な影響を及ぼすことがないこ

とが確かめられた．
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 Nakashima e施よは上記の推進システムを米国の

核融合点火実験装置，NIF（NationaユIgnition Facil－

i七y）においての実験的検証を提案した7）．その結果，

推進効率65％を実現する同装置での実験が可能であ

ることを示した．

 さらに，Mura皿a1職ε6砿は本コードを文献8）に

基づいた改良を行い，ロシアのZakhaTov等のレー

ザー生成プラズマ膨張実験解析を行い，この実験パ

ラメータにおいて，磁場拡散がプラズマ不安定性の

成長を助長することを見出した9）．

 このように，開発したコードを用いて，工学的，物

理的にプラズマ挙動の解析および検証を行うことが

可能となった．特に，実験解析においては，実験事

実を再現すると同時に，実験結果の理解に有効な手

段となった．

 しかし，ハイブリッドコードはその性質上プラズ

マが生成する静電場を解くことが不可能である．静

電場はプラズマ不安定性や巨視的構造に大きな影響

を与える可能性がある．従って，プラズマによって

発生する静電場の影響を考慮可能な粒子コードを開

発する必要があり，現在その作成途中の段階である．

この計算コードが完成し，ハイブリッドコードによ

る計算結果と比較検討できれば，現象を支配してい

る物理の，より一層の理解に役立つものと期待して

いる．
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