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論 文 内 容 の 要 旨 
 
本論文は全空間上の圧縮性流体方程式の時間周期問題を考察したものである。ここでは圧縮性流

体方程式として圧縮性 Navier-Stokes 方程式、圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式を扱う。圧

縮性 Navier-Stokes 方程式は圧縮性流体の運動を記述する流体の基礎方程式であり、圧縮性

Navier-Stokes-Korteweg 方程式は圧縮性 Navier-Stokes 方程式を発展させた方程式で、水と水蒸

気のような液体と気体の相転移を伴う二相流体の運動を拡散界面モデルとして記述する流体方程式

である。時間周期問題は偏微分方程式論における基本的な問題である。流体現象を記述する方程式

系についても、時間周期外力を与えたときの時間周期解の存在とその安定性に関して多くの研究が

行われてきた。放物型方程式系である非圧縮性 Navier-Stokes 方程式については、[2,3,6,7]によっ

て非有界領域上の時間周期問題が研究されている。空間次元 3 次元の全空間上・半空間上([3,6])、
及び外部領域上([7])で時間周期解の存在と安定性が示された。[2]では 2 次元の全空間上で時間周期

解の存在が示された。一方、圧縮性 Navier-Stokes 方程式および圧縮性 Navier-Stokes-Kortweg 方

程式は準線形の双曲・放物型連立系のため非圧縮性 Navier-Stokes 方程式の場合よりも解析が難し

くなる。非有界領域における時間周期問題についての先行研究としては、全空間上において 
 ・圧縮性 Navier-Stokes 方程式の時間周期問題・・・Ma-Ukai-Yang([4])(2010) 
 ・圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式の時間周期問題・・・Cai-Tan-Xu([1])(2015) 
による研究が知られている。[1]、[4]では空間次元 n が n≧5 の場合に, 十分小さな周期外力に対し

て時間周期解の存在が示され、また、その時間周期解は十分小さな攪乱に対して安定であることが

示されている。さらに[4]では攪乱の L2 ノルムの時間減衰評価も得られている。 しかしながら、 [1]、
[4]ともに空間次元が 5 以上の場合の結果しか得られておらず、とくに物理的な意味を持つ 2 次元お

よび 3 次元の場合の時間周期解の存在と安定性については知られていなかった。本論文では全空間

上の時間周期問題について以下のような考察を行い、次元を下げて空間次元 n が n=3 の場合を含む

ときに時間周期解の存在と安定性、また 2 次元において時間周期解の存在を示した。 
論文の第一部においては圧縮性 Navier-Stokes 方程式を扱い、周期外力がある種の空間対称性を

もつ場合に、新たに重み付き関数空間を導入することによって、外力が十分小さければ、空間次元

n が n≧3 のとき時間周期解が存在することを示した。さらに得られた時間周期解は十分小さな攪

乱に対して安定であり、攪乱の L2 ノルムは時刻が無限大にいくとき t の－n/4 乗のオーダーで減衰

することを示した。時間周期解の存在証明においては、方程式を低周波部分と高周波部分に分解し

て、それらを線形化発展作用素に対する周期写像を用いて積分方程式系に変換し、新たに重み付き

Sobolev 空間を導入することによって時間周期解を得た。低周波部分は Fourier 変換を通じた線形

化半群の表現式を使って周期写像のスペクトルを調べて必要な評価を導出し、高周波部分は重み付



きエネルギー法により、周期写像のスペクトル半径の評価を行って必要な評価を導出した。安定性

解析においては、得られた時間周期解の空間無限遠方での減衰評価を利用して線形化方程式の摂動

解析を行い、攪乱の L2 ノルムの最適な時間減衰評価を得た。 
論文の第二部においては周期外力に空間対称性を課さない場合を考察し、空間次元 n≧3 におい

て小さい外力に対して時間周期解が存在することを示した。さらに得られた時間周期解の十分小さ

な攪乱に対する漸近安定性を得た。時間周期解の存在を示すために、低周波部分において新たに重

み付き L∞空間を導入して解析した。第一部における証明で考察した周期写像の空間無限遠での漸

近展開の主要部が線形化定常問題の基本解と同じ性質をもつことを示し、第一部において確立した

重み付きエネルギー法と定常問題に対するポテンシャル論的アプローチ（[5]）とを組み合わせるこ

とによって時間周期解の存在証明を与えた。証明においては、低周波部分に対しては運動量保存則

の形の方程式を用い、高周波部分に対しては運動方程式の形の方程式を用いて derivative loss を回

避し、非線形項評価において、高周波部分に対して成立する Poincare タイプの不等式を巧妙に用

いて必要な評価を導出するなど、更なる工夫を凝らして時間周期解の存在証明に必要な評価を導出

した。得られた時間周期解の安定性については、エネルギー法と Hardy の不等式を用いた摂動解析

を用いて十分小さな攪乱に対する漸近安定性を示した。 
論文の第三部においては圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式を扱い、空間次元 n≧3 において

小さい外力に対して時間周期解が存在することを示した。さらに得られた時間周期解の十分小さな

攪乱に対する漸近安定性を得た。時間周期解の存在を示すために、第二部と同様に、まず方程式系

を周期写像を用いて積分方程式系に変換した。その際低周波部分と高周波部分で異なる可積分性を

持つ関数空間を導入した。詳細な解析が要る周期写像の低周波部分では、空間無限遠での挙動を調

べ、ポテンシャル論的アプローチを用いて、さらに非線形項は方程式を保存則系で扱うことで必要

な評価を導出した。 
 論文の第四部では 2 次元全空間上の圧縮性 Navier-Stokes 方程式に対する時間周期問題を考察し

た。周期外力がある種の空間反対称性をもち、十分小さければ、時間周期解が存在することを示し

た。時間周期解の存在を示すために第二部と同様に周期写像を用いた定式化を行った。詳細な解析

が要る周期写像の低周波部分では、全空間 2 次元での非圧縮性 Navier-Stokes 方程式の定常問題

([8])で使われた、外力についてのある種の空間反対称性を課して解析し、空間反対称性の条件下で

の畳み込みの重み付き評価を新たに導出した。さらに運動量保存則の形の方程式への書き換えに加

えて、空間反対称性の条件が上手く働く形へ式変形するなどの工夫をし、重み付き評価と組み合わ

せることで時間周期解の存在を証明した。 
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