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論　文　内　容　の　要　旨

本論文では, Poisson方程式および熱方程式に対して, 我々が提案した一般化粒子法を適用した際
の数値解析を考える. 粒子法は偏微分方程式に対する数値計算手法の 1 つで, 空間に配置された粒
子と呼ばれる有限個の点と, 粒子毎に対応付けられた有界な台を持つ基底関数に基づいて偏微分方
程式を離散化する. 粒子法は空間のメッシュ分割を必要としないため, 空間のメッシュ分割に基づい
て離散化する有限差分法や有限要素法では計算が困難な, 砕波を含む津波遡上のような移動境界問
題に広く適用されている.

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)[1] や Moving Particle Semi-implicit (MPS)[2]

に代表される偏微分方程式の強形式に基づく粒子法は, 上に述べたような津波遡上などの様々な実
用問題の数値計算に広く適用されている一方で, 有限差分法や有限要素法と比較すると, その数学的
な正当化は非常に遅れている. 例えば, 放物型や双曲型の偏微分方程式に対する, 粒子法の一種であ
る渦法に基づく重みを用いる SPH の誤差評価が得られている [3]. また保存則から導かれる偏微分
方程式に対する, 同様の補間を用いた弱形式に基づく SPH の誤差評価が得られている [4, 5]. しか
しながら, これらの粒子法は速度場から定まるヤコビアンに基づく重みを用いるため, その計算コス
トの高さや, 適用可能な偏微分方程式が限定される. また, 粒子分布がある正則性を満たす場合に,

一階の微分作用素に対するMPS で用いる近似作用素の打ち切り誤差評価が得られている [6]. この
評価では, 正則性に用いる粒子分布の指標を数値計算することが一般に困難なので, 粒子分布が正則
性の条件を満たすかどうかを確認することができない.

そこで, 我々は SPH や MPS のような強形式に基づく偏微分方程式に対する粒子法を統一的に
記述できる一般化粒子法を導入し, その近似作用素の打ち切り誤差解析を行った. さらに, Poisson

方程式と熱方程式に対する一般化粒子法の誤差解析を行った.

まず, 一般化粒子法で用いる近似作用素に対する打ち切り誤差解析を考える. この近似作用素の
離散化パラメータは空間に分布する粒子分布, 粒子毎に与える粒子体積, 基底関数の形状を定める重
み関数, および基底関数の台の大きさを定める影響半径の 4つで構成され, これらの離散化パラメー
タに対して十分条件を与える. 1 つ目は粒子分布, 粒子体積, および影響半径の族に対する正則性で,

粒子分布と粒子体積に対するある指標と影響半径に関するある不等式によって導入される. ここで
用いる指標は, [6] で導入されている指標を計算可能に拡張した指標を用いているので, 一般的な粒
子分布が正則性の不等式を満たすかどうかを数値的に確認できることが特徴である. 2 つ目は重み
関数に対する十分条件で, 重み関数の滑らかさや積分値に関する条件で定義される. この条件は打ち
切り誤差評価や後の誤差評価における重み関数の十分条件となっており, 従来の粒子法における重
み関数も含むより広い条件となっているので, 今まで用いられていなかった重み関数も適用するこ
とができる. これらの条件の下で, 打ち切り誤差評価が得られ, 影響半径に関する収束次数が正則性
と重み関数の選択に応じた次数となることを示す.

次に, Poisson 方程式に対して一般化粒子法を適用した離散方程式の誤差解析を考える. 粒子分
布と影響半径に関するある幾何グラフの性質によって定義される粒子分布の接続性を導入し, この
粒子分布の接続性の下で, 離散 Poisson方程式の一意可解性と離散最大値原理を示す. さらに, 離散



最大値原理を用いて, Poisson 方程式に対する一般化粒子法の安定性および最大値ノルムによる誤
差評価を示す. このとき, 影響半径に関する収束次数が最大で 2 次となることを示す.

さらに, 熱方程式に対して空間方向に一般化粒子法, 時間方向に θ 法を適用した離散方程式の誤
差解析を考える. まず, 離散方程式の一意可解性と離散最大値原理を示す. 次に, 離散最大値原理を
用いて, θ 法における差分パラメータ θ が θ = 1(後退 Euler 法) の場合は時間刻みに関して無条件
で, θ ̸= 1 の場合は条件付きで安定となることを示す. その後, 安定性と打ち切り誤差評価の条件
の下で, 熱方程式に対する一般化粒子法の最大値ノルムによる誤差評価を示す. このとき, 影響半
径に関する収束次数が最大で 2 次, 時間刻みに関する収束次数が 1 次となることを示す. ただし,

θ = 1/2 (Crank–Nicolson 法) のときは時間刻みに関して 2 次となることも示す. また, 時間に関
して ℓ∞, 空間に関して ℓ2 ノルムを用いた誤差解析を行い, θ が 1/2 以上の場合に時間刻みに関し
て無条件となる安定性および誤差評価を示す.

最後に, 上記で得られた数値解析の結果に対応する数値実験を行い, 定理の条件の下で粒子法に
よって得られる近似解の誤差が収束することを示す.
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