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適応形サンプル値フィルタについて

小　段　謙
＊

On　Adaptive　Sampled－Data　Filters

Kenichi　Kodan

1．ま　え　が　き

　通信および制御の分野において，周波数の変

動を伴なう信号をフィルタで処理する場合，周

波数変動に合わせてフィルタの特性が変化する，

いわゆる適応形フィルタが要求される場合が多

い。

　この目的のために，ディジタルフィルタの場

合は伝達関数の係数を可変にする方式が，その

容易さのため多く用いられている。

　これに対して，ディジタルフィルタと原理的

には同じであるが，サンプル値信号をアナログ

量のまま処理するサンプル値フィルタの場合は，

サンプリング周波数を可変にする方式が考えら

れている。4）5）6）7）

　サンプル値フィルタは，単能的な用途では経

済性，高速性などの点で優れていると考えられ

る。1）2）3）又，サンプリング周波数可変方式は，

後述する様にフィルタの構城が不変であるなど

の特徴を有する。

　本稿では，このサンプリング周波数可変方式

の適応形サンプル値フィルタの適応特性につい

て基礎的な考察を行ない，特に，適応特性の一

つとして重要な応答時間と周波数変動率の関係

にっき解析を行なう。

2・サンプル値フィルタの基礎的考察

　2．1　回路構成と伝達関数

　基本的なサンプル値フィルタとして，図1の

様な二次系共振器を考える。この共振器の入出

力の関係は，係数b1，b2，サンプリング信号の周

期Ts（遅延素子の遅延時間でもある）を用いて

次の様に表わせる。

　y（nTs）＝x（nTs）一b且y（（n－1）Ts）

　一　b2Y（（n－2）Ts）　　　　　　　　　　　（1）

　これをZ変換して初期値をゼロとおくと，伝

達関数H（Z）は次式の様に求められる。

　H（Z）＝1／（1十bZ－1十bZ｝2）　　　　　（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　

　但し，Z－eT・sである。
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乗算器

一　b．

十

遅延素子　遅延素子

入力　　加算器

D

　e．．一

Ts　b

一　bi

D

Y（nTs）

出力

乗算器

図1．サンプル値フィルタ（二次系共振器）

＊九州大学医療技術短期大学部

　　　　　　　　　　診療放射線技術学科
　又，（2）式はH（Z）の極をre±jφ（0〈r＜1）とし

て次の様に表わせる。
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H（z）一z2／｛（z－rejdi）（Z－re－j¢）｝　（2’）

　従って，係数b，，b2とr，¢の間には，次の関

係が成り立つ。

b，＝＝一2rcos¢，　b，＝＝r2　（3）

2．2　周波数特性と共振器のQ

　周波数特性は，（2’）式にZ－ejω、　を代入す

ることにより次式の様に表わせる。

　IH（ejωTs）ト1／【（ejωTs－rejφ）

　　　　　　　　　・　（ejQ’Ts－re－j¢）1　（4）

　（4）式はωTs一φを満足する角周波数ω一ωc

においてピークをなす共振特性を有する。すな

わち，ωcは共振器の中心角周波数であり，次式

を満足する。

　　tocTs　＝＝¢　（5）
　（4），（5）式より，共振特性のピーク値および共

振器のQが求められて次式の様になる。

　lH（eS¢））：＝＝1／（1－r）・Vl－2r’6－oS2¢十r2　（6）

　Q＝¢／2cos一‘｛（一1＋4r－r2）／2r｝　（7）

2．3　共振器の動作方式

　次に，この共振器の動作方式について考察す

る。最初に，充分な共振特性が得られる様に（7）

式よりr，φの値を設定する。これをr＝ro（≒1），

φ　・一　¢oとする。又，この時Ts一　Tsoとすると

中心角周波数は（5）式より次の様に与えられる。

oc　：：＝：　oco　＝　¢o／Tso （8）

　ここで，この共振器を用いて，任意の入力信

号（基本角周波数ωi）の基本波成分のみを抽

出することを考える。このためには，（8）式より

φo又はTsoを変化させて，共振器の中心角周

波数をωCOからωiに変化させれば良い。

　ωi／ωco－kであるとすると，次の二つの方法

が考えられる。

　（i）TsをTsoに固定し，φをφoからφ’一一　k　¢o

に変化させて，

　toc　＝＝　¢／Ts　＝：＝　¢’／　Tso　＝＝　k¢0／Tso

　　　　　　　　＝’kcoco＝wi　（9）

とする方法。これは（3）式より，係数可変方式と

なる。

　（ii）　φをφoに固定し，　TsをTsoから

　Ts’＝　Tso／々に変化させて，

　wc　一＝　¢／Ts　＝’　¢o／　Ts’　＝　¢o／（Tso／　k）

　　　　　　　　　　＝　koco＝：toi　（9’）

とする方法。これはサンプリング周波数（周期）

可変方式であり，（i）と比較して以下に述べる特

徴を有する。

　α）　r，φが不変であるから，フィルタの構成

は不変である。

　＠　（6）式より，ピーク値が不変である。

　？D　（7）式より，任意のω1に対してQ一定の

まま，入力の基本波を抽出できる。

　以下，このサンプリング周波数（周期）可変

方式について考察を進める。

2．4　サンプリング周波数可変方式

　入力周期をTi（一　2π／ωi）とすると，（9’）

式より次式が成立する。

　Ti／Ts’＝＝2rr／¢o＝N＝＝const．　（10）

　ここで，サンプリング定理により，N乏2でな

ければならない。又，これより0＜φoくπと

なる。

　サンプリング周波数可変方式についてまとめ

ると以下の様になる。

　r任意の入力信号に対して，その基本周波数

との比が回路構成で決まる一定値Nを保つ様に

サンプリング周波数を変化させれば，フィルタ

の構成を変える乙となく共振器の中心周波数を

入力の基本周波数に一致させることができ，常

にQ一定のままで出力から入力の基本波を抽出

する乙とができる』
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3．適応形サンプル値フィルタ

　ある入力信号の基本波で共振器が共振してい

る時，入力周波数に変動が生じた場合も，サン

プリング周波数をao）式を満足する様に適応変化

させれば，常に入力の基本波抽出が可能である。

　上記のことを実現する方法として，入力周期

を検出して1／Nとしサンプリング周期とする回

路を考え，これをサンプル値フィルタに付加し，

全体を適応形サンプル値フィルタと呼ぶことに

する。ここで，入力信号は基本波以外の周波数

成分を多く含み歪が大きいと考えられるので，

フィルタを通って歪の軽減された出力信号から

周期Toを検出して，入力周期の変動を知る方

法を用いることにする。

　図2に適応形サンプル値フィルタの構成を示

す。

人力波形

入力周期

9ンプリンワ

周期　　幽…騨『一…一……一一餉一鴨…購鼎魑…　　卿騨一一蝉　　冒輌

　　　　　　　　　　　　　　　→　1時間

図3．過渡応答波形

開始

r。，Φ。，Tsの設定

N　＝2n　／　fp．

サンプル値フィルタ

入力
Ts
1／N

To　　周期検出

出力

図2．適応形サンプル値フィルタ

4．適応形サンプル値フィルタの過渡応答

4．1　過渡応答波形

　入力信号の基本周波数で共振している適応形

共振器があり定常状態にあるとする。ある時点

で，入力の基本角周波数ωiがMωiにstep

変化したとする。但し，ここではM》1の場合

を考える。その時の過渡応答の様子は図3の様

になる。

　これは（1）式にもとづいて図4のフローチャー

トにより計算機でシミュレートした結果であり，

M＝1．5の場合の例である。なお，ここでは出力

周期は出力のゼロクロス点より求めている。

Y（一Ts）一，Yl，Y（一・2Ts）．Y2

T　＝＝　O

X（T），Y（T）の計算

＜ゼロクロス？

　　yes

no

周期検出

Ts　＝周期／N

Yl・Y2　，Y（T）一．Yl

T　＝T十Ts

oo
終了？

yes

終了

図4．適応形サンプル値フィルタの

　　シミュレーション用フローチャート
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4．2　過渡応答解析のための仮定

　解析を簡単にするため，過渡応答波形が次の

（1）～④の区間に分割できると仮定する。区間（i）

における入力周期のサンプリング周期に対する

比をR（i）とする。

　（1）R（1）＝Ti／Ts＝Nが成り立ち，定常状態

にある。

　（2）入力周期はTi／Mとなるが，出力からは未

検出でありサンプリング周期はTsのまま。よ

って，R（2）＝（Ti／M）／TsキN，従って出力の包絡

線が時間とともに減少して行く。

　③　出力より入力周期Ti／　Mを検出し得てサ

ンプリング周期はTs／Mとなる。よって，　R（3）

＝（Ti／M）／（Ts／M）＝N，従って，出力の包絡線

は時間とともに定常値に向って増加する。

　④　R（4）＝Nで，出力は再び定常状態にある。

　ここで簡単のため，出力周期従ってサンプリ

ング周期は区間（2）と（3）の境でstep変化すると

仮定する。この仮定の下での各区間における入

力周期，出力周期，サンプリング周期の変化の

様子を図5に示す。但し，この図では入力，出

力波形は，包絡線の大きさと周期の変化のみ示

す様に簡略化してある。

入力波形

入力周期

出力波形

出力周期

サンプリング

周期

；：州τ「－＿＿

；：バ「］＿＿＿
　　一一一一（1＞一う（卜〈2＞→図6一〈3＞一●圃トー（4）一

図5．過渡応答波形（仮定）

5．応答の一般的解析

　5．1　定常応答

　共振器の振幅および位相の周波数特性を夫々，

H（m），θ（m）とする。但し，mは中心周波数で

正規化した周波数である。これは，（2’）式に

Z－ejmωT・を代入して次式の様に求められる。

H（m）一＝1／V1十ro2－2rocos（（m－1）¢o）

・1／V1＋ro2－2rocos（（m＋1）¢o）

θ（m）＝＝・2mφ・一t・慌驚…lli器舞

　　T，sinm¢o＋rosin¢o
一　tan
　　　cos　m　¢o　一　rocOs¢o

（11）

　前章の区間（1），（4）の様に，R（i）＝Nで定常状

態にある時は，入力周波数が共振器の中心周波

数に一致しているから，定常出力は，振幅が入

力のH（1）倍，位相はθ（1）進むことになる。

　区間（2）の様にサンプリング周期不変で中心

周波数も不変，入力周波数のみM倍に変化した

時は，定常出力は，振輻が入力のH（M）倍，位

相はθ（M）進むことになる。

　5．2　過渡応答

　（1）式をZ変換すると入出力のZ変換X（Z），

Y（Z）の間に次の関係が成立する。

Y（Z）一r論が＋1＋鐸〆（12）

　従って出力は（12）式の右辺第一項の入力によ

る項（Yx）と第二項の初期値による項（Yi）の和で

表わされる。

　Yiは過渡項のみであり，これには，振幅H

（々），位相差θ（k）の定常出力を初期値とする角

周波数1ωiの過渡項が考えられる。これをYit

（々，1）とする。

　次に，Yxは定常項と過渡項が考えられ，これ

には，振幅H（々），位相差θ（々），角周波数！ωi

の定常項Yxs（k　，1）と，上記定常項に達するま

での過渡項Yxt（k）が考えられる。
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6．適応形サンプル値フィルタの応答

　　時間

　応答時間τは，入力変動時点から再び定常状

態に戻るまでの時間である。4章の区間（2）の長

さをτ1，区間（3）の長さをτ2とすると，τは次

の様に表わされる。

　　T＝”　Ti＋T2　（13）

　6．1　応答時間τ1

　4章の仮定と5章の議論により，区間②の出

力Y1は次の様に表わされる。

　Yi＝　Yxt（M）十　Yit（1，1）

　又，Yxs（M，M）一　Yxt（M）＋Yit（M，1）より，

　Yi　r　Yxs（M，M）十Yit（1，1）rm　Yit（M，1）　（14）

　ここで，区間（2）の開始時点をn－Oとおき，

入力を次式の正弦波で表わす。

　X（nTs）一rmsinMnwiTs＝msinMn¢o　（15）

　この時，次式が成り立つ。

　Y．s（　M，M）　：；’　一　H（M）sin（Mn¢，　十　0（M））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　次に，Yit（1，1）とYit（M，1）を求める。

　Yit（k　，1）は（12）式の右辺第二項（極はroe’jφ・）

を留数の定理を用いて逆Z変換すると，次式の

様に表わせる。

　　　　　　ノ　ヨ
Yit（k・1）《監φ。・C（k）・i・（1・φ・＋ψ（le））

　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

但し，

C（k）一一NIA2＋B2十2ABrocos¢o

ψ（々）一・tan－1｛Arosinφoノ（Arocosφo＋B）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）A　＝　一　2rocos¢o．YLi　＋　ro2Ym2

B　＝＝　ro2Ymi

Y．，　一＝　一　H（k）sin（　一　k¢．　十　e（k））

Y－2　＝　一　H（k）sin（　一2k¢．　十　0（k））

謙　一

　　よって，

　　　　　　　けヨ
Yit（1・1）一一

P鉱。・C（1）・in（nφ・＋ψ（1））

　　　　　　　　　ヘユ
Yit（M・1）一一

炎ﾄφ。・・C（M）・i・（・φ・＋ψ（M））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

　（16），（19）式を（14）式に代入して整理すると，

Y1は以下の様に求められる。

　Yi　＝一H（M）sin（Mn¢o十θ（M））

　　　＋Jr。n“1・i・（・φ。＋ψ、）　　（20）

但し，

J－VC（M）2十C（1）2－2C（M）C（1）cos（qi（M）一dia））

／sin　¢o

　　　．C（M）sinip（M）一C（1）sinq（1）
qJ　＝　tan

　　　　C（M）cosO（M）一C（1）cosq（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

　（20）式の右辺第一項（Ynとする）は，周期Ti

／Mで振幅一定，第二項（Y12とする）は周期Ti

で包絡線は時間とともに指数関数的にゼロまで

減少する乙とを示している。すなわち，乙れは，

区間（2）における出力周期が時間とともにTiか

らTi／Mに推移することを意味する。

　（i）1くM〈2の時

　解析を簡単にするため，Y11およびY12を夫

々，極大点と極小点を順次結んで行く折線で近

似すると，両折線の傾きが等しくなる時点で，出

力周期はTiとTi／Mの中間的なものになると考

えられる。そこで，この時点を出力周期のstep

変化の時点であると考える。

　ある時点nでの両折線の傾きを等しいとおく

と次式が得られる。

Jro”rm’（ro’i！‘＋ro－Ti’‘）／（Ti／2）＝2H（M）／（Ti／2M）

　ここで，ro≒1として，　nについて解き，τ1

を求めると次式の様になる。
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Ti　＝　Ts　’　log｛roMH（M）IJ　｝／logr．

　　　　　　　　　　　　（1s．g＝M〈2）　（22）

区間（2）の包絡線の最終値をEとすると，

E：：H（M）’（1＋（ro’‘i‘＋ro一’ii4）／2

＋｛M／（1＋1／M）｝’｛（ro’i’‘一ro一’i！‘）

　　　／（roTi／4＋ro－Ti’4）｝）

　ro≒1の時，次の様になる。

E－2H（M）　（lslM〈2） （23）

　（ii）MΣ2の時

　この場合は，Y12の一周期中にYllの二周期

以上を含むため，（i）の方法は成立しにくい。

そこで，Y，、の包絡線Jro””iがH（M）に等しく

なる時点を出力周期のstep変化の時点である

と考える。この時，次式が成り立つ。

　Ti＝Ts’log｛roH（M）／J｝／logro（M2｝i2）　（24）

　又，Eはほとんどゼロとみなせる。すなわち，

　　　E一一一〇　（M2｝ii　2）　（25）

6．2　応答時間τ2

　4章の仮定と5章の議論により，区間（3）の

出力Y2は次の様に表わせる。

　Y2　＝＝　Yxt（1）　＝＝　Yxs（1，M）　一　Yit（1，M）

　これより，

　Y，＝＝一H（1）sin（Mn¢，十〇（1））

　　＋｛roM卜1C（1）／sinφo｝sin（Mnφo＋ψ（1））

　（11）式および（18）式よりro≒1の時，

　C（1）＝H（1）sinφo，θ（1）一ψ（1）が成り立つ。

　これより，

　Y2　＝＝　rm　H（1）’（1　一　roM”一’　）sin（Mn　¢．　十　0（1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

　τ2を（26）式の包絡線H（1）・（1　一　roMn－1）が，

区間（2）の包絡線最終値Eから，最終定常振幅

H（1）の90％に到達するまでの時間であると

考えると，τ2は次式により求められる。

T2　＝一　一　Ts’loglO｛1　一　EIH（1）｝／（Mlogr．）

7．結 果

（27）

　Tiで正規化した応答時間τの，入力周波数変

動率Mに対する計算値を6章により求め，

シミュレーションによる値とともに図6に示した。

但し，ro　＝O．94，φo一π／4（N＝8）とした。
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図6。応答時間

4

　結果はほぼ良好である。但し，1．5＜M＜2

での計算値とシミュレーション値の変化の傾向

が異なる。前章の議論では，出力周期step変

化時点に関する仮定を，（i）1≦二M＜2と（ii）

M≧2とに分けて考えた。（i）の方式はM≧2で

は確かに成立しないと思えるが，19M＜2に

おいても，Mが2に近づくにつれて（i）の方式が

成立しなくなると思われる。そこで，Mが1に

近い所のτとML22のτをゆるやかに結ぶ線を

考えると（図6中の破線の部分），シミュレー

ション値とほぼ一致する。従って，1《M＜2

の時の出力周期step変化時点の仮定は更に検討

の心要があることがわかった。

8．あ　とがき

　サンプル値フィルタに，サンプリング周波数

を適応変化させる回路を付加した適応形サンプ

ル値フィルタについて，過渡応答現象を中心に
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基礎的考察を行なった。特に，応答時間と周波

数変動率の関係を求め，ほぼ良好な結果を得た。

　今後の課題としては，出力周期検出の早期化

や，充分な共振特性と短い応答時間の両方を満

足する回路構成値の設定法などが考えられ現在

検討中である。

　（付記）本稿で使用した計算機シミュレーシ

ョンは，本学のミニコンDS　600システムによ

るものである。
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