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黄金・白銀・青銅

数：と比と形と率と一
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　本論文では、黄金数、白銀数、青銅数を中心にそれぞれの比・形・率との数理

的関係を体系的に考察する。まず、黄金数、白銀数、青銅数を黄金2次方程式、

白銀2次方程式、青銅2次方程式の正の解としてそれぞれ定義し、この3つの数

を用いて、黄金比、白銀比、青銅比を導入する。次に形として、この3つの比を

もつ長方形、黄金長方形、白銀長方形、青銅長方形を定義する。さらに率として、

この3つの数を求める2つの近似方法一連分数法と多重根号法一の縮小率に着

目して、2つの縮小率の比がそれぞれ黄金比、白銀比、青銅比であることを示す。

最後に、一般の第n貴金属数についても比、長方形、縮小率との関係を述べる。

1　はじめに
　黄金数（Golden　number）または黄金比（Golden　ratio＞については歴史的にも様々

な分野で研究されよく知られている［1，2，13－16］。実生活においては、名刺やクレジッ

トカードや国旗で黄金長方形が使われている。芸術や建築分野でも黄金比がよく利用され

ている。具体的には、　「ミロのビーナス」　「レオナルド・ダ・ヴィンチのウィトルウィウ

ス的人体図」　「モーツァルトのソナタ」　「ギリシャのパルテノン神殿」　「エジプトのピラ

ミッド」などが挙げられる［1，2，12－16］。自然界においても様々なところで黄金比が見

られる。たとえば、　「オウム貝が描く螺旋」　「ひまわりの種の配列」　「ハリケーンの渦巻

き雲」などが挙げられる［1，2，12－16］。また「足の裏からへそまでと頭頂までの比率」

「指先から肘までと肩までの比率」など私たち人間にも黄金比が見られる［1，14，15］。黄

金比は西欧文明において発見され、このように世界的に用いられてきた。

　一方、最近の研究では黄金比自身はあまり研究されていない。黄金比と最適化の関係に

ついてはこれまでわずかに［15］がある。，しかし、黄金（かつ）最適については黄金最適解、

黄金最適軌道、黄金最適政策など動的最適化を中心に最近興味ある成果が報告されている
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　白銀：数（Silver　number）はあまり知られていないが、白銀比（Silver　ratio）について

は、『日本の黄金比』といわれ、日本の建築技術（木造建築）に欠かせないものである。

古くから「曲尺」という大工道具で使われてきた［13］。また、　「法隆寺」や「雪舟の山水

画」　「浮世絵」などでも白銀比が見られる。実生活においては、A4版の用紙（白銀長方

形）が最も身近な白銀：比である［13］。

　青銅数（Bronze　number）や青銅比（Bronze　ratio）については、ほとんど知られて

いない。しかし本論文では、黄金・白銀に続くもの（数・比）として青銅についても2次

方程式に基づいて体系的に考察していく。

　以下では、黄（金）、白（銀）、青（銅）、…　を縦糸に、数、比、形、率を横糸に考える。

結果として黄金（フィボナッチ）2次方程式、白銀2次方程式、青銅2次方程式が基本的

な役割を果たしていることがわかる。

2　黄金比・白銀比・青銅比

　黄金町（Golden　number）とは、2次方程式x2－x－1＝0の正の解をいい、φで

　　　　　　1＋　VS一
表す。φ＝　　　　　　　　　　≒1．618　この方程式を黄金2次方程式（Golden　quadratic
　　　　　　　　2

equation）という。このとき、黄金比とは1：φ≒1：1．618であることが知られてい

る。縦と横の長さの比が1：φの長方形を黄金長方形（Golden　rectangIe）という。

1：φ＝（φ一1）：1である。これに着目して、以下では一般に1：（φ一1）≒1：0．618

を黄金比（Golden　ratio）といおう。

黄金比の重要な性質としては、図1のようなものがある。

　　　　　一．vt一一一　¢　一’一一’s一一

図1
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1：φ＝（φ一1＞：1であるから黄金長方形

から、単位正方形を1つ取り除くと、残っ

た長方形（網目部分）は元の長方形と相似に

なる。（また、黄金長方形ができる）

黄金長方形

　白銀数（SiIver　number）とは、2次方程式x2－2x－1　＝Oの正の解をいい、τで

表す。τ＝1＋＞f2一 烽Q。414　この方程式を白銀2次方程式（Silver　quadratic　equa。

tion）という。このとき、白銀比（Silver　ratio）とは1：～厄≒1：1．414すなわち

1：（τ一1）をいう。縦と横の長さの比が1：（τ一1）＝1：〉百の長方形は、白銀長方形

（Silver　rectangle）といわれている。

一2一



　　　　　　　　　　　　　　　黄金・白銀・青銅

図2のように1：τの長方形から単位正方形を2つ取り除くと、

　　　　　　　一一一一一τ一門、
図2，．　　．一、・一・一1一☆．
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白銀長方形

1

1

1二τ＝（τ一2）：1であるから残った

長方形（網目部分）は、元の長方形と

相似となる。また、縦と横の長さの

比が1：（τ一1）の長方形は、白銀長

方形である。

　青銅数（Bronze　number）とは、2次方程式κ2－3κ一1＝0の正の解をいい、ξで

　　　　　3＋～鷹
　　　　　　　　　　≒3．303　この方程式を青銅2次方程式（Bronze　quadratic表す。ξニ
　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋　Vts
equation）という。このとき、青銅比（Bronze　ratio）とは1：（ξ一1）＝1：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

≒1：2．303をいう。

　図3のように1：ξの長方形から単位正方形を3つ取り除くと、
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　青銅長方形

1：ξニ（ξ一3）：1であるから、残った長方形（網目部分）は元の長方形と相似である。

また、縦と横の長さの比が1：（ξ一1）の長方形を、青銅長方形（Bronze　rectangle）

と呼ぼう。

　上記の結果から、1番目を黄金数と黄金比、2番目を白銀数と白銀比、

数と青銅比として考えると、これら3つは規則的であることがわかる。

3番目を青銅

　ではnを4以上の任意の自然数として、n番目を考えよう。1：R（n〈R＜n＋1）の

比の長方形から、図nのように単位正方形をn個取り除くと、残った長方形が元の長方

形と相似になるとき、
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　　　　　　1　1　1　T　’”　1　lz’F一．
　　　　　　　　　　　　　　第n貴金属長方形

1：R一（Z－n）：1－R・一一・nZ・一1一・9Z≧・だからλ一n＋

であることがわかる。このときのλ一％＋ N巫を第n貴金属数（n－th　n・ble

metal　number）といい、1：（Z－1）の比を第n貴金属比（n－th　noble　rnetal　ratio）

という。また縦と横の長さの比が1：（R－1）の長方形を第n貴金属長方形（n－th

noble　metal　rectangle）と呼ぶことにしよう。

3　連分数と黄金数：・白銀数・青銅数：

（1）黄金数φ

　黄金数φは、2次方程式　x2一一　x－1＝0　の正の解である。したがって、

　　　　　　φ2一φ一1＝0　すなわち　φ2＝φ＋1

を満たす。両辺をφ（＞0）で割ると

　　　　　　¢＝1＋＄　一・　O

　となる。①を①の右辺に代入すると

　　　　　　　　　　　1
　　　　　　¢一　1＋
　　　　　　　　　　1＋吉

となり、更に代入すると．φ一1＋1
Aが成り虹

　　　　　　　　　　　　　　　　1十
　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋参

　この操作を無限に続けると、形式的には

　　　　　　ip　＝＝1＋　一t

　　　　　　　　　　1十
　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　1十
　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　1十
　　　　　　　　　　　　　　　1十・一

　となる。これを黄金数φの連分数による表示という。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一4一
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こt“6S・　¢i－1・¢2　・＝　1＋÷一2・　¢3－1＋11÷一1・5．　…とすると

黄金数φは、次で定まる数列｛φn｝の極限φ。。である。

　　　　　　　　　¢n＋i＝1＋一i；；N　¢i＝1

数列｛φn｝は次のようになっていることがわかる。

　　　　¢1〈　ip3〈　¢5〈　’”　〈　¢2n－1　〈　”’〈　¢　co（　＝　¢）〈　’”　〈　¢　2n　〈　’”　〈　¢6〈　¢4〈　ip2

また、数列｛φn｝をnが奇数のときと、偶数のときに分けて順に並べると

　　　　ipi－i＋gi　¢3－i＋一i－ltTt＝＝i＋SN　ips－i＋TIFItliT，　＝i＋g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＋1

　　　　¢7＝i＋一t　＝i＋一flrN’”
　　　　　　　　1十
　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　！十
　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　1十
　　　　　　　　　　　　1十2
　　　　　　　　　　　　　　1＋十

　　　　¢2＝1＋1’　¢‘＝1＋≒÷＝略廻＋1＋1＋鳶111略…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋丁

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　また数列｛φn｝を順に並べるととなり、整理すると

　　　¢i　＝1＋？

　　　φ、一1＋壱

　　　φ・一1＋暑

　　　φ，一1＋暑

　　　φ・一1＋釜

¢，一i＋1

φ・一1＋号

　　　　5
φ6＝1＋石

φ・一1＋醤

φ1・一1＋｛捻

1
＝1φ

2
＝2φ

3
万
5
一
3
8
万

＝
　
＝
．
　
＝

輪
伽
森

¢，　＝＝　e’

φ・一調

φ・一二

φ・一｛葺

φ1・＝器

となる。いずれの場合もフィボナッチ数列が現れる。大変興味深い結果であり、

黄金数とフィボナッチ数列の関係の深さが伺える。
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（2）白銀数τ

　白銀数τは、2次方程式　κ2－2κ一1；0　の正の解である。したがって、

　　　　　　τ2－2τ一1＝0すなわち　τ2＝2τ＋1

を満たす。両辺をτ（＞0）で割ると

　　　　　　．＝2＋一ll一　…　＠

　　　　　　　　　T
②の右辺に②を代入すると

　　　　　　　　　　1
　　　　　　T＝＝2十
　　　　　　　　　2＋　÷

となり、更に代入すると・一2＋1
Pが成り軌

　　　　　　　　　　　　　　　　2十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　2十　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

この操作を無限に続けると、形式的には

　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　T＝＝2十
　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　2十
　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　2十
　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　2十
　　　　　　　　　　　　　　　2十　一・

となる。これを白銀数τの連分数による表示という。

ここで・τ1－2、・・一2÷Z臥τ・一2＋．11－2・4、…とすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＋万

白銀数τは、次の数列｛τn｝の極限τ。。である。

　　　　　　Tn＋i＝2＋一3－N　z’i＝2

　　　　　　　　　　　Tn

数列｛τ。｝も、数列｛φ。｝と同様に次の性質があることがわかる。

　　　　Tl　〈　T3　〈　Ts　〈　’”　〈　T2n－1　〈　’”　〈　Z’　oo（　＝＝　2’）　〈　’”　〈　’V2n　〈　’”　〈　T6　〈　T4　〈　T2

（3）青銅数ξ

　青銅数ξは、2次方程式　x2－3x－1＝O　の正の解である。したがって、

　　　　　　ξ2－3ξ一1＝0・すなわち　ξ2＝3ξ＋1

を満たす。両辺をξ（＞0）で割ると

　　　　　　ξ一3＋寺…③

となる。③を③の右辺に代入すると

　　　　　　　　　　1
　　　　　　e＝　3十
　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　3十　；
　　　　　　　　　　　e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　－6一
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となり、更に代入するとξ一3＋1 Pが成りiCZ・D・
　　　　　　　　　　　　　　　3十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　3十　‘F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

この操作を無限に続けると、形式的には

　　　　　　6＝3十　一／

　　　　　　　　　3十
　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　3十
　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　3十
　　　　　　　　　　　　　　3十　一・

となる。これを青銅数ξの連分数による表示という。

ここv（F’・　ei－3・92－3＋9＝　3S．　e，一3＋1　iltT　一3・3・…とすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

青銅数ξは、次の数列｛ξ。｝の極限ξ。。である。

　　　　　　　　　　　1
　　　　　　en＋i＝3＋t．　．　6i＝3

数列｛ξ。｝も、数列｛φn｝、｛τn｝と同様に次の性質があることがわかる。

　　　　ei〈63〈8s〈…　〈e2．一i〈・一・〈gco（＝6）〈一・・〈e2．〈…　〈66〈e4〈e2

（4）第n貴金属数λ

　ここではnを4以上の任意の自然数とする。このとき、第n貴金属数をRとしよう。

第n貴金属数λは、2次方程式　x2－nx－1＝0　の正の解だから

　　　　　　Z2－nλ　一1＝Oすなわち　ス2＝nZ＋1

を満たす。両辺をλ（＞0）で割ると

　　　　　　R；．n＋1　’”　＠

となる．④を④の右辺に代入するとR－n＋kとなり、更に代入すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＋　7

　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　z詣n十一
　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　n十　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　n＋ラ「

が成り立つ。この操作を無限に続けると、形式的には

　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　R＝＝n十
　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　n十
　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　n十　　　　　　　　　　　　　　　　1’
　　　　　　　　　　　　　n十
　　　　　　　　　　　　　　　n十　一・

となる。これを第n貴金属数λの連分数による表示という。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一7一
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ここで・Z1＝＝一n・　Z・2一％÷今1・Z・弐歩欝・…とすると・

第n貴金属数λは、次の数列｛R。｝の極限λ．である。

　　　　　　　　　R．＋i＝n＋；1－tl一．．　N　Zi＝n

数列｛Zn｝も数列｛φn｝、｛τn｝、｛ξn｝と．同様に次の性質があることがわかる。

　　　　Ri〈Z3〈Zs〈’”〈R2n－i〈’”〈Zco（＝R）〈’”〈R2n〈’”〈R6〈a4〈Z2

（5）証明

上記OP・黄平に関する数列｛¢’　・］　・　¢・＋1－1＋云・φ1一・

　　　　　麟に関する数列｛τ　・／・τn＋1－2÷τ1－2

　　　　　第潰鋸数に関する数列｛R・］　・2n＋1一続・λ1－n

についてそれぞれlimφ．＝φ、　liM　T　n＝τ、1imλn＝スとなることを証明しよう。

　　　　　　　　　n一｝co　n－oo　n一＞oo

圃
（i）黄金数φ

lip・＋i一φ1－1＋云一φ．一φ・＋1ヲφφ％一（1一磐＋1

　　　　　　　　（1－ip）ip　n＋（¢2’¢）1　1（1’¢）¢n一¢（1’¢），

　　　　　　　　　　　　¢n　1　1　‘g6n
　　　　　　一（1’¢）（¢n’¢　¢n）一㌃11φ・一φ1≦（φ一1）｝φ・一φ1（∵φ・≧1）

　　　　“’1¢n＋iti¢1；ll＄（¢一1）1¢n一¢1　’”　（g）

これより

　　　　1，b．　一　，gbj　；；S．1（¢，　一　1）1　sP．．，一i　一一　gsl　；：ill（ip　一　1）21　¢．．2　一　¢1　；：S　…　．〈．，（g5　一一　1）”’i1　gsi一　g51

　　　　　　　　＝＝（¢　一　1）n’111一　¢1　＝＝（¢　一　1）n

O＜φ一1＜1だから

　　　　　　　lim（¢　一一　1）n＝o

　　　　　　　n－oo
従って　　lim　liPn一φ1＝0　　∴　1imφ勉＝φ　　　　　　　　　　　　　圏．

　　　　　n一）oo　n－oo

なお、（9）におけるφ一1を縮．小率（contraction　rate）という。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　8・　一
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価）白銀数τ

1τ　n＋1一τ1－2÷τ．一．．2τ　n＋ξτ三・一（2一τ）τ葺τ2－2τ

　　　　　　　一．（2一τ！l”一τ）．一≒21τ・一τ1≦（τ一2）1τ　n一τ1（∵τn≧2）

　　　　　　”’ITn＋1－Tl；一lli｛（27”一2）ITn－Til　’”　（S）

これより

　　　　　　1｛r．一　Tl　：．s｛．　（T　一一　2）／”一ilTi一　Tl　＝＝　（T　一一　2）”

0＜τ一2〈1だから

　　　　　　lim　（T　一　2）n　＝o

　　　　　　物→oo

従って　　liMITn一τ1＝0　　∴　limτ％＝τ　　　　　　　　　　　　　囮

　　　　　　　n－oe　n－oo

なお、（s＞における縮小率はτ一2である。

（茄一）第n貴金属数λ

1λn＋・一Zl　一　1n＋÷一λL嘱1三一（n　一’　R）（R　．，　一一　Z　　　　Xn）

　　　　　　　　＝一＆i’ii21一”IZ．一Rl；＄（」1－n）IZ．一一Rl　（vR．ll：n＞

　　　　　　”biZn＋i－Zl；：IEII（Z’n）IZ．一Zl　’・・　（n）

これより

　　　　　　1Z．一Rl：＄（Z－n）n一’1Zi一一Zl＝＝（R－n）”

0＜λ一n＜1だから

　　　　　　lim　（R　一　n）”　＝　O

　　　　　　n－oo

従っ．て　　lim　1λn一λ1ニ0　　∴　liM　Rn＝λ

　　　　　　　n－co　n－oo

なお、（n）．における縮小率はR－nである。

上記．の証明を簡単に分数法といおう。

一9一
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（6）グラフ

　　黄金数φ、白銀数τ、青銅数ξについて、上記の連分数表示に関する数列｛φn｝、

｛τn｝、’｛ξn｝を描いてみると、次のようになる。

数列｛ip　n｝

ツ

ツ＝κ

φ2 ●　卿　・o■，●　o■o贋oo■　oo●　，　，■9■go■●　●　　　　一一一一一一　臼一の一鯛　臼

@　　　　　　　　，
，

φ
φ
4
φ
5

　　　　　　　　　言　　　　　　　　　コ’含二9。二脚こ二四二”＝∵二”コニ．∵●二茸’＝’o’”鱒●D”囲’”6鱒。’●○舶”】’●’●’鱒。●’”．師．．．．．。．。鱒．．．．。．．．．軸．．」。．開。．．叫，．．

o　●

u：

ヨ
書
， 夕＝1＋⊥　　　　∬

φ
3 ヨ

；

i「『一卿朔

奄奄撃堰F　：＝
…
…

】 ＝　，： ：

φ1＝1

　　　　　　　　　…のρo●●■●●■，o■●■o●●●●幽。●■oo◎，　　　　　　　　　：

i
l
i
＝
　
：
1
：

茎
…

…
＝

●　　　●　　匿

奄奄月O；　＝：
…
；

： ：　ll： ：

…
二

．　　　●　　冒

奄撃堰F　b●
三
：

：
　
＝
1
：
：

＝

…
：

鍾
i

…
：

：
　
：
量
：
；

：
≡
， ili …

●

φ1＝1 φ3φ5φ4 φ
2

ズ

φ

数列｛τ。｝

ツ

ツ＝ズ

　
　
τ
2
τ

。●出，o畠●○出．．二」●．出・■
怐怩X9層●●●噸のb●●b●甲巳。●●■●●

　　．　口

｣’・

y－2＋÷

τ3 こ
i
i

τ1＝2
，・●．　・●・・　験　陰・　o・　唇．　，．●　■●○●o　●

：
：
：

‘：

＝F撃
奄

：
：

l
i
i
，
　
■

1 ＝
：

l
i

：
：
：

ほ
i
●
　
　
●
l
i

：
；
rii

一

τ1；2τ3 τ2
κ

τ

数列｛ξn｝

ツ 　　　　　1

c＝3十一
@　　　　κ

y＝κξ
2

ξ 887馴777璽8℃8鯛胴r▼●阿■B冒回▼闘τ5而

ξ1＝・3
，・6●■●o■圃●・．o●●Ooo●●●●09●●■●●●■●oo■■

…
…
●
P
l
…：

：
…
i

…
鱒
薫葦 …
… 鴨

…
韮
…
…
脚
茎… …
喜 脚

ξ1＝3

ξ

ξ2 κ
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4　多重根号と黄金数・白銀数・青銅数
（1）黄金数φ

黄金数φは、2次方程式　x2－x－1＝0　の正の解である。したがって

　　　　　φ2一φ一1ニ0⇔φ2ニ1＋φ⇔φ＝～／丁巧一…①

が成り立つ。①を①の右辺に代入すると

　　　　　φ＝～璃
となり、更に代入すると　φニ　1＋〉繭「　となる。

この操作を無限に続けると、形式的には

　　　　　φ＝　1＋　1＋　1＋　1十VT　F＝：一

となる。これを黄金数φの多重根号による表示という。

　ここで、（ao＝0）、a1＝」，it’II’、　a2＝Vi　F7ir一、　a3＝　Vi－ZF7i＃＝7if”、…　とすると

黄金数φは、次の数列｛an｝の極限a。。である。

　　　　　　a．＋i＝Vl　FiT．　a　i＝1　（ao＝O）

数列｛a。｝は次のようになっていることがわかる。

　　　　　　al〈a2〈a3〈a4〈…〈a．〈…〈aco（＝¢）

（2）白銀数τ

　白銀数τは、2次方程式　x2－2x－1＝0　の正の解である．。したがって、

　　　　　　T2－2T－1＝o　o　T　2＝1＋2T　o　T＝Vi－F2E　・一　＠

が成り立つ。②を②の右辺に代入すると

　　　　　　τ＝1＋2麻

となり、更に代入すると　τ＝　1＋21＋2vrm　　となる。

この操作を無限に続けると、形式的には

T＝：　・v’r P＋2V1＋2Vl＋2v／’i一　F2

となる。これを白銀数τの多重根号による表示という。

　ここで、（b。＝0）、b，＝vT、　b，＝＞tl（’n「、　b3；　1＋2緬丁、…　とすると

白銀数τは、次の数列｛b。｝の極限b。。である。

　　　　　bn＋1＝～瓶、ろ1＝1（bo＝0）

　　　　　　　　　　　　　　　　一　11　一
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数列｛bn｝は次のようになっていることがわかる。

　　　　　　bi＜∂2＜∂3＜∂4＜…＜b。＜…くb。。（＝τ）

（3）青銅数ξ

　青銅数ξは、2次方程式　x2－3x　一一　1＝O　の正の解である。したがって

　　　　　　e2－36－1＝：O　o　e　2＝1＋36　〈〉　6＝＝Vi　FEiT6　…　＠

が成り立つ。③を③の右辺に代入すると

　　　　　　e＝　V1＋3VI一　FgTs

となり、更に代入すると　ξ＝　1＋31＋3＞丁薇「　となる。

この操作を無限に続けると、形式的には

6－V1＋3V1＋3Vl＋3ViTi”Z　＝

となる。これを青銅数ξの多重根号による表示という。

　ここで、（Co＝0）、Cl　＝～／丁、　c2＝Vi　ntJ7、　c3＝　1＋31＋3＞T、…　とすると

青銅数ξは、次の数列｛C。｝の極限C。。である。

　　　　　　c．＋i＝，vt／i一　FliiZ；1；．　ci　＝1　（co：＝O）

数列｛C。｝は次のようになっていることがわかる。

　　　　　　ci　〈　c2　〈　c3　〈　c4　〈　・・t　〈　c．　〈　…　〈　c．．（　＝　8）

（4）第n貴金属数2

　第n貴金属数λは、2次方程式　x2　一一　nx　一一　1＝0　の正の解である。したがって、

　　　　　　R2－nR－1＝＝O　o　z　2＝＝1＋nZ　02：VirMl　・一　＠

が成り立つ。④を④の右辺に代入すると

　　　　　　Z＝1＋n＞丁翫ア

となり、更に代入すると　λ＝　1＋n　1＋n＞丁可　　となる。

この操作を無限に続けると、形式的には

λ＝　1＋n1＋n　1＋η＞丁可〒、

となる。これを第：n貴金属数λの多重根号による表示という。
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　ここで、（do＝0）、d1＝》丁、　d2　＝＝～／丁再「、　d3＝　1＋nVi’IFiiTV「、…　とすると

第n貴金属数λは、次の数列｛dn｝の極限d。。である。

　　　　　　d，．，＝Vir　FiihE7，　d，＝1　（do＝o），

数列｛dn｝は次のようになっていることがわかる。

　　　　　　dユ＜d2＜d3＜d4＜…＜d。ぐ・＜d．．（＝λ）

（5）証明

　上記の、黄金数についての数列（an｝：a。＋1・＝～凧、　a1＝1（a。＝O）

　　　　　白銀数についての数列｛bn｝；bn＋1＝～／丁孤、　b1＝1　（bo＝0）

　　　　　第n貴金属数についての数列｛d。｝・dn＋1一～ππ、　d1－1（do＝0）

についてそれぞれlim　an＝φ、　lim　bn＝τ、　lim　dn＝Rとなることを証明しよう。

　　　　　　　　　n一　oo　n一　oo　n一　oo

國
（i）黄金数φ

ian．i一¢i－i・vfir　Fi一；一¢t＝1一（！yrli！z一丁一g－it7i｛ll’　’一¢）（li4（itl　llilil＋¢　＋¢）1＝1　〈il＞it；if”n一：liii

　　　　　　－1鰐1辛多）一7毒デ昏φ一泥÷＋φ1α・一φ1

　　　　　　；S“i一＃1’1an－ip1＝一at一　Flllliil！L一¢s’＋　i／2¢．¢）・lan’¢1＝　一1｝一　：’il．¢¢21an’¢1

　　　　　　＝T：．一（zilE％一＝is’t’一¢一1）lan’¢1＝（2’ip）ian一¢1　（“・’a．；pt｝ro）

　　　　・’・la．＋i一¢IS（2一¢）la．一¢1　・・一　（g）

これより

　1a．　d　¢1　；Sl　（2　一　¢）1　a．一i　一　¢1　；1g　（2　一一　¢）21　a．一2　一　¢1　；S　一・・　一く．一　（2　一　¢）”一il　ai　一　¢1

　　　　　＝　（2　一　〈gb　）n－i11　一　g51　＝（g5　一　1）（2　一　，sb）”一i

O＜2一φ＜1だから　　　1im（φ一1）（2一φ）n－1＝O

　　　　　　　　　　　　　n一）co

従って　　Iim　la。一　¢1＝0　　∴　lim　an；φ　　　　　　　　　　　　　　囮

　　　　　n－co　n－co
なお、（9）における2一φを縮小率（contraction　rate）という。
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（i）白銀数τ

　　　　　　　　　　　　　　　　（Vl－F－i　一丁）（～π：F2可＋τ）
　1∂。＋一τH＞瓶一τト
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．v／r－1一：　＋T

　　　　　　＝ivet2ign－T2　1＝1Wt2bn“’（1＋2T）’1＝1se（bn－T）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vT画＋τ　　　　　　　　　　　　　　　　　　・v／－1－i一　＋T　　　　　　　　＞二面＋τ

　　　　　　＝7if＃i　t．lbn－Tt：ES－rk．：一1bn－Tl＝（3－7’）lbn一’TI（’・’b．〉．一．O）

　　　　・’・1bn＋i”Z”1；111（3－T）lbn’tiTl　”’　（S）

これより

　　　　lb．一271；．s（3－T）n－ilbl－T）＝＝（T－1）（3一一丁）fl－i

O＜3一τ〈1だから　　　1im（τ一1）（3一τ〉”一1＝0

　　　　　　　　　　　　　麗→◎o

従って　　liM　1　b　n一τ1＝0　　∴　liM　b。＝τ　　　　　　　　　　　　　圏

　　　　　n－co　n－oo
なお、（s）における縮小率は3一τである。

（皿）：eg　n貴金属数：R

ldn＋，一Ri－iVil　F　一，Rト岩釜彰一7畿弩R

　　　　　　＝　X7Fi　：lili：　：一：tg7z　ldn－Rl　：一Ei｛i　一1　IZ　z　ldsc　’Zl　＝（（n　＋　i）一Zll　dn　一一　」Rl　（’・’　d．　；一｝．：　o）

　　　　・’・ld．“一Rl〈＝｛（n十1）一Z］ld．一’RI　・”　（n）

これより

　　　　ld．一R1；SI（n＋1）一一jl］”一ild，一Rl＝一（R－1）［（n十1）一，Z］”一i

O〈（n十1）一R＜1だから　　　1im（λ一1＞｛（n十1）一λ｝n『1　＝　O

　　　　　　　　　　　　　　　n－co
従って　　lim　1　dn一λ1＝0　　∴　liM　dn＝λ　　　　　　　　　　　　　圏

　　　　　n－co　n一一co
なお、（n）における縮小率は（n十1）一λである。

上記の証明を簡単に根号法といおう。

（6）グラフ

　黄金数φ、白銀数τ、青銅数ξについて、上記の多重根号表示に関する数列｛a。｝、

｛b。｝、｛Cn｝を描くと、次のようになる。
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数列｛a　n｝

夕 ア＝κ

ツ＝皿
r■一●■■一幽噸

o

i
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蓄
茎 i
1： ：

i
： ：　r

1
　　　　　　　　　　　　　　　…　　　　　　　　　　　　　　　●●●．・馳Qの●巳●●●o●●．o●，．，9●，膠go●●・●．・●

…
：
i
l
：： ＝ ：　竃

… … 1
1： ： ：

： ＝ ：1

… 量 i
l： ： ：

： ： ：且

量 葺 l
l： ： ：

： ＝ ：匡

… … …
一

α1＝1 α2
α，φ κ

数列｛bn｝

ツ
ツ＝κ

ツ＝価
聖 ：　1

刷
：

言 ii
1

‘
： ：　1

，　・　，　●　■　■　■●　・ ： ：

＼

…
圭
。
；
…

il

奄h

う1＝1 う2ゐ3τ κ

■

数列｛c。｝

y
ア＝＝κ

：

　　ツ＝vT販
P

　圃

ﾐ
…
…
： 1

　麟　一脚

ﾞ
…
：

…
…
：

…
…B
l

㊤ ： ＝ 1

1
o●■●●●■　，・

： 茎 ：
… … ……

1

＼　　一
喜
。

…
鱒 呈

三
●
且

61；＝1 C2 C3 04ξ　　　κ

5　2つの縮小率の比
　前述の証明の直後を考慮して、分数法の縮小率をα、根一号法の縮小率をβとし、次

のように定める。

　　黄金数φについては、　　分数法の縮小率αは　φ一1

　　　　　　　　　　　　　　　根号法の縮小率βは　2一φ

　　　白銀数τについては、　　分数法の縮小率αは　τ一2

　　　　　　　　　　　　　　　根号法の縮小率βは　3一τ

　　青銅数ξについては、　　分数法の縮小率αは　ξ一3

　　　　　　　　　　　　　　　根号法の縮小率βは　4一ξ

　　第n貴金属数λについては、分数法の縮小率αは　Z－n

　　　　　　　　　　　　　　　根号法の縮小率βは　（n十1）一λ
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ここで、分数法と根号法の縮小率の比α：βをそれぞれ計算してみよう。

（i）黄金数φ

　　　a：B　一　（¢　一1）：（2一　¢）　＝　，gb（，gb　一1）：　，gb（2一　，gb）　＝＝　（¢2一　¢）　：（2，gb　一　｛6　2）

　　　　　　＝　（¢2．　¢〉：｛¢．（¢2．¢）｝　＝1：　（¢．1）　（・．・　ip　2一一　ip．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　黄金比

（li）白銀数τ

　　　a：P　＝　（T－2）：（3　一一　T）　＝＝　T（T－2）：　T（3－T）　＝　（T2－2T）　：（3T－T2）

　　　　　　＝　（T2－2’z’）：（T一（z’2一一一2T）］　＝　1：　（T－1）　（’．’　T2－2T　＝＝1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　白銀比

（皿）　青金同数ξ

　　　a：P　＝　（e－3）：（4－g）　＝　g（e－3）：e（4－6）　＝　（62－36）：（4e－e2）

　　　　　　＝一　（62－36）：（e一（s2－36）1＝1　：　（e－1）　（’：62一一36＝1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　青銅比

（iv）第n貴金属数R

　　　a：P　＝　（Z－n）：1（n＋1）一Rl　：Z（R　一一　n）：R（（n＋1）一R］

　　　　　　＝　（Z2－nR）　：　｛（n＋1）Z　一Z2｝　＝　（Z2－nR）　：（a　一（Z2－nZ）］

　　　　　　＝＝　1：　（z　一一　1）　（・．・　z2一　nz＝1）

　　　　　　　第n貴金属比

　分数法と根号法の縮小率の比α：βが、黄金数に関しては黄金比に、白銀数に関して

は白銀比に、青銅数に関しては青銅比に、第n貴金属数に関しては第n貴金属比になっ

ている。大変興味深い結果である。

6　黄金・白銀・青銅に関する表
　　ここで、第n貴金属数をλnで表すことにしよう。すると、黄金数φはZ1、白銀数：τ

　はλ2、青銅数ξはZ3となる。

　上記の1～5で調べたことをまとめると次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＋　pt
　2次方程式　x2　一一　nx－1　＝O　の正の解　λn＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を第n貴金属数といい
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

π＝1のときは黄金数φ、n＝2：のときは白銀数τ、n＝3のときは青銅数ξである。

このとき、1：（Z．一1）の比を第n貴金属比という。また、縦と横の長さの比が第n貴

金属比である長方形を、第：n貴金属長方形という。n＝1のときは黄金長方形、　n＝2

のときは白銀長方形、n＝・3のときは青銅長方形になる。
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（表1）

一 1 1

黄金数
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　　　　　　i黄金比　　・
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1 ■
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1 1
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i 3＋～鷹
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巳 2
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分数法の

k小率α

i根号法の

縁k小率β

1α，βを計算すると、難比泊銀比
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（
φ
一
1
）
：
（
2
一
φ
）
＝
1
：
（
φ
一
1
）
1

　　　　　　i白銀数　　；　　　　　　1

τ一2

i
；
　
3
一
τ
：

；
1
（
τ
一
2
）
：
（
3
一
τ
）
＝
・
1
：
（
τ
一
1
）
：

青鱗　i　　　　　　…

ξ一3

i
・
　
4
一
ξ
i

　　一

堰
E
　
（
ξ
一
3
）
：
（
4
一
ξ
）
＝
1
：
（
ξ
一
1
＞
｛

第4貴記数i

@　　　　　i

λ4－4 i5一λ4 i（λ、一4）：（5一λ、〉＝1：（λ、一1）

＿　　i　　　　　l

●　●　●

i
　
．
．
．
1

i
　
　
　
　
　
＿
：

第n貴白白i

@　　　　　…

λ％一η

i
（
n
　
十
1
）
一
λ
π
1
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
1
1

i
（
R
．
一
n
）
：
｛
＠
＋
1
）
一
λ
。
｝
＝
1
：
（
λ
ズ
1
）
｛

一　17　一



経済学研究　第74巻第4号

（表2）の結果から次のこともわかる。

　黄金数、白銀数、青銅数、…、第n貴金属数それぞれの、分数法と根号法の縮小率

の和は1となり、分数法と根号法の縮小率の比がそれぞれ、黄金比、白銀比、青銅比、

…、第n貴金属比となる。

（i）黄金数 （φ一1）：（2一φ）は区間［0，1］を黄金分割する。

o ¢一1 2一¢　1

（i）．白銀数 （τ一2）：（3一τ）は区間［0，1］を白銀（比）分割する。

O　T一一一2 3－T
1

（　iii）青銅数 （ξ一3）：（4一ξ）は区間［0，1］を青銅（比）分割する。

o　e－3 4－e 1

（iv）第n貴金属数． （λn一・n）：｛（n＋1）一R。｝は区間［0，1］を第n貴金属（比）分割する。

o匙n
（n　十　1）　一　Zn 1
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