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Abstract 

Characteristics of the most unstable wave of baroclinic instability are often interpreted as resonance of 
two Ross by waves in the upper and lower layer. In this paper, we considered this interpretation in more 
detail to deepen our understanding of baroclinic instability. 
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1. はじめに

傾圧不安定は、大気・海洋中に見られる数ある不安定現

象の中でも中規模擾乱の源として多くの現象に関連するた

め重要である。例えば海洋では黒潮続流域や南極周極流域

を横断する方向の熱や物質の輸送に、傾圧不安定によって

生じた中規模渦が重要な役割を果たしている。この傾圧不

安定は、地球自転のもと有効位置エネルギーを開放しよう

とする運動であることから予想できるように、その不安定

の強さは傾圧流速の強さや換算重力加速度 g＇に依存する

が、不安定の強さは層厚にも依存する。この層厚依存性に

関する直感的な解釈を得ょうというのが本稿の趣旨である。

｛頃圧不安定は、かつては不安定の必要条件などから論じ

られていたが（例えばPedlosky1987）、1980年代後半には

ロスビ一波の共鳴として解釈できることが示された（例え

ばSakai1989）。ロスビ一波共鳴としての解釈は極めて直

感的であり、また傾圧不安定波の特徴を比較的街単に説明

するため、最近の教科書（例えばCushman-Roisin1994) 

でもこの解釈で説明が行われている。しかし、それらの説

明は、共鳴の条件について触れられていないことや、上下

層の位相差についての記述に誤りがあるなど、不完全な点

がある。これらの点についてさらに考察を進めると、より

傾圧不安定の理解が進む。

以下では、傾圧不安定の成長率のパラメター依存性や最

大成長不安定波の構造を示し、ロスピ一波共鳴としての解

釈を振り返り、この解釈をさらに深めることで傾圧不安定

の理解を進めることを目的とする。

*1京都大学大学院理学研究科

2. 傾圧不安定の線形解析解

本稿では、最も単純な f面二層模型における傾圧不安

定（Phillips模型）を用いる。基本場はz方向には変化し

ないとし、上層と下層の層厚をそれぞれ H1、H2、上層と

下層の流速をそれぞれ町、 U2とし、上層と下層の境界面

は傾き αで一定とする（Fig.1）。流速は地衡流平衡にある

から、 U1 U2 ＝αg'/Jの関係がある。

このような基本場のもと、 基本場からのずれ（擾乱）が

成長するかどうかを解析するのが不安定解析である。傾圧

不安定擾苦しの解析には準地衡渦位方程式が適している。各

層の擾乱の流線関数が従う渦位方程式は

（会＋仏会）（内1-Fi（ゆ1ー和））十日（U1-U2）努＝ 0

（争防お（¥72</>2十日（仇 －</>2））日（U1一民）努＝ 0

で与えられる。ここで仇、仇は上層、下層の擾乱の流線

関数であり、

F, f2 フ f2 
1一一一－ Fっ一' － ’ー
ム g'H1 • g’H2 

である。

擾乱の構造を

ゆt二 φzexpi(kx + ly -wt) 

と仮定する。 ωが複素数でその虚部が正のとき、擾古しは指

数関数的に増大することになるので、場が不安定であると

言える。この式を擾乱の支配方程式に代入し、振幅 <P1,<P2 
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H1切｜ と書き表されることからもわかるように、境界面の傾き

（α）が大きい場合、あるいは密度差 （g’）が大きい場合、成

H 長率が大きい。｛頃圧不安定は位置エネルギーを解放しよう

という運動であると思えば当然である。

次に層厚変化の影響を調べるため、変形半径を固定し、

H1H2/H2をのみを変化させる（全水深は変化する）。成長

率を波数及び H1H2/H2の関数として示したのが Fig.3 

である。変形半径が一定の持、と・下層の層厚が等しい時

に最も成長率が大きく、波数（波長）も大きい（小さい）こ

がともに零でない条件から

{ (w ~ kU1)(K2十日）十kF1（仏－ U2)} 

×｛ (w kU2)(K2 ＋日） k日（仏－ U2)} 

九五（ω kU1)(w kU2) = 0 (1) 

(K2 = k2 + z2) 

を得る。

ここで順圧流速 Ut= (U1 + U2)/2および傾圧流速

Uc= (U1 U2)/2を導入し、（1）式を整理すると、

F2 F1士、／K4 4F1F2 
W = kUt + kUc n 

Fi +1五十K2

と、分散関係式が求まる。

この式より基本場が不安定（w;> 0）であるのは、

K4 -4F1F2 < 0 

＝岩｜刷I~ア4

（尉＝壁）
で与えられる （Rdは内部変形半径）。以上の式から明らか

なように、｛頃圧不安定の成長率には順庄流速（日）は無関

係である。（それは単に擾乱を移流するのみである。）一方

傾圧流速 （Uc）は境界面偏位の傾きを表すので重要である。

これらは傾圧不安定が位置エネルギーを開放しようとする

運動であることから白明である。

最大成長擾乱の場合には、上層と下層の振幅は

φ。 1 っ τ IF0 1 A つ
一二 ＝－K~Fーム平 zυ 一三一 －K噌p,-·
φ1 2 ' 'VFi 4 " 

z 

↓<P しy

A
E
E
 

O

E

 ⑥ U1 

H2＋αy 

p2 ~ U2 

Fig. 1 Schamtics of background field. 

の関係にある。よって φl，φ2の振幅・位相比は

門＝~＝旦φ1 F1 H2 

(if>η＼ 、 I I H句H内 A ¥ 

仰 ＼-ti}=tan よ l-V4すど（KRd）佳 一 1) 

で与えられる。

単純な場合として、 H1= H2 = H/2(F1 = F2）の場合

を考える。このとき、成長率は

IUcl yl (KRd)4 
;=-lkRdl 

Rd 1 + (KRd)2 

となる。無次元関数

ゾ1-(x2十y2)2
lxl 

の最大値は x(=kRd) ＝土0.64,y = 0で0.4142である

(Fig. 2）。従って、もっとも速く成長する不安定波の成長

率と波長は

wf"ax = 0.41 ~与 at k ＝土0.64Rd-1,l = 0 
孔 d

となる。波長は 2π／kなので最大成長擾吉しの波長は内部

変形半径の約 10倍となる。（傾圧不安定の波長が、変形

半径の数倍程度と言われる場合もあるが、その場合変形

半径の定義が違う。）例えばH1= H2 = H/2のときは、

②1に対する φ2の振幅比は 1、位棺差は（最大成長波数は

kRd = 0.64に注意して） tan 1 (-y'{f6LF4て1)= 66° 
である。 φ2のほうがφ1よりも佼相が進んで、いる。（ちな

みに連続成層で考えた Eady模型の場合、

wf"ax = 0.31三atk ＝土1.6耐－1

H d  

一＝一一ω ＝→）（ι f dU NH  
Rd Ndz f 

である。）これらの式からわかるように、最大成長率を与

える波数は H1,H2,Rdだけできまり、傾圧流速（境界面変

位の傾き）は関係ない。傾圧流速が大きくなれば不安定の

成長率も大きくなるが、最大波長率は不変である。また、

｜町一 α.I g’H 
Rd 2 ¥ H1H2 

とがわかる。
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Fig. 2 Growth rate of baroclinic instability 

(Hi = H2). Horizontal (vertical) axis is 

凶ndimensionalwave number in x （ν） di-
rection. Growth rates are normalized by 

Uc/Rd. 

次に全水深 （H）を固定し上・下層の層厚を変化させた

場合を考える。この場合先に定義した変形半径 （Rd）は変

化する。成長率は HifH=rとして

14＋ー （KRdγ!Uc! ¥ -r 1 －刊
W；＝ τす lkRd'Iユ一一千一一

na’ ー ニー＋ (KRd1)2 
r(l r) 

(Rd＇＝雫）
と表される。ただし Rd＇は全水深により定義された変形半

径である。成長率の層厚比依存性を Fig.4に示す。この場

合も、上・下層の層厚が等しい場合が最も成長が早いこと

がわかる。開放できる位置エネルギーの量はHi、H2に依

存しないので、別の制約からこの層厚依存牲が生まれてい

るはずで、ある。

3. 傾圧不安定の口スビ一波共鳴としての

解釈

準地衡渦位方程式から最大成長擾乱の成長率や構造は数

学的に求まるが、例えば何故最大成長擾乱の波長が変形半

径の 10倍程度なのか、何故下層の位相が進んでいるのか、

何故層厚比が変わると最大成長擾乱の波長が変わるのか等

を理解するには、傾圧不安定の仕組みについての洞察が必

要である。｛明王不安定の場合、上層・下層にそれぞれ生じる

ロスピ一波の共鳴と解釈すると理解しやすい。このような

不安定の解釈は、最近の教科書（例えば Cushman-Roisin
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Fig. 3 Same as Fig. 2 but with H1H2/H2 as ver 
tical axis. Dashed lines show (kRd)4 = 

H1H2/ H2 (see text for details). 
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Fig. 4 Same as Fig. 3 but with Hi/ H as ver-

tical axis. Dashed lines correspond to 
(kRd)4 = H1H2/ H2. 

1994）でも説明されているし、古くは Gill(1982）でもそ

れを伺わせる記述となっている。以下その概略をまず述べ、

層厚依存性の解釈を試みる。

上層および下層の擾乱をひとまず別々に考え、それぞれ

の層での擾乱を、上層と下層の傾き αを感じた地形性ロ

スビ一波と捉えるのが出発点である。波長が変形半径程度

のロスビ一波を考えると、ロスビ一波は長波－短波の両性
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質を持つ。例えば上層のロスビ一波に着目すると、 αが正

のとき、層厚は北（yの正方向）に向かつて薄くなっている

ので、北に変位した粒子は、縮むことで負の相対渦度を獲

得するが（短波の特性）、同時に完全には縮めないため周囲

と比ベ層厚が大きくなっている（長波の特性）。上層の不十

分な絡みは境界面を押し下げ、従って下層も縮み同様に負

の相対渦度を獲得する。このように、上層のロスピ一波に

伴って、上層のみならず下層にも流れが引き起こされる。

下層のロスピ一波についても同様である。ただし層厚勾配

の符合が逆であるため、伝搬方向及び流速と変位の位相関

係が東西逆となっていることに注意が必要である。

今、上層のロスビ一波に対して下層のロスピ一波の位相

が90。進んでいる場合を考える（Fig.5）。このとき、上層

のロスビ一波によって引き起こされた下層での流れは下層

のロスビ一波に伴う流体の変位を増大させ、また下層のロ

スビ一波によって引き起こされた上層での流れは上層のロ

スピ一波による変位を増大させる。増大された変伎は流れ

を強化し、強化された流れは再び互いの変位を増大させる。

これがロスビ一波の共鳴と呼ばれるもので、共鳴により擾

乱の変位が増大する。

Cu庁ant Wave 

圃・申b 噌山刷＇＂

Wave Current 

＂＇＂＇＂~ .. 砕・・・

Fig. 5 Schematics of Rossby wave resonance. 
Solid line represents perturbation velocity, 
while dotted line denotes purturbed paト
tide displacement. 

このように傾圧不安定擾乱をロスビ一波共鳴と考える

と、例えば上・下層の位相関係などは理解しやすい。しか

し、傾圧不安定の特牲をより詳しく理解するにはもう少し

説明が必要である。例えば上記の説明では位相差はgooと

してあるが、実際に求めた解は 66°であった（H1= H2の
時）。 Cushman-Roisin(1994）の教科書では、その不一致

の原因を二層模型であるとしているが、連続成層模型でも

90°ではないのであてはまらない。また、変形半径の 10倍

程度の擾乱が最も不安定である理由は特に示されていない

が、以下に示すように詳しく考えると、変形半径の 10倍程

度でなければならないことがわかるし、層厚の変化によっ

て最大成長擾乱の波長が大きくなる理由もわかる。以下で

は、既に求めた解析解を例に、もう少し詳しく述べる。

3.1 共鳴の条件（波長依存性）

まずと記の説明で見落とされている点は、共鳴が持続す

るためには、 と・下層のロスビ一波の位相が相対的に固定

され続けなければならないこと、すなわち（平均流による

移流も含めた）位相速度が上・下層で同じでなければなら

ないことである。共鳴を起こす上・下層のロスビ一波を平

均水深がH1 α払 H2十αν でそれぞれ与えられる 1.5層

流体中のロスビ一波と考えると、その位相速度は

αg' 1 

の＝ T 向 2 2 

l+pK 

C1 = _ '!!L l 
, g'H1 

l+pK 

である。各層における基本流（U1＝日＋Uc,U2 = Ut Uc) 

による移流を考慮すると、 上・下層のロスピ一波の平均流に

よる移流も含めた位相速度が同じとなる条件は、 Uc＝αg'/J
に注意して C1+ Ut + Uc = c2 + Ut -Ucを整理して、

A H1H2 
(KRd）告＝すすニ (2) 

を得る。

この結果からわかることは、上・下層のロスピ一波の位

相関係が固定されるためには、波長がある特定の値を取ら

なければならない、ということである。この条件を満たし

てはじめて共鳴が持続し、擾乱が指数関数的に増大する。

すなわち、ロスビ一波位相固定の条件を満たすような波長

が、最大成長率を有するのである。その波長は、 Hi=H2 

のとき結果的に変形半径の 10倍程度となる。 Fig.3、4に

は（2）式も示しであるが、成長率の層厚依存性を、（移流も

含めた）位相速度一致の条件が良く説明していることがわ

かる。つまり層厚が変化すると、位相固定の条件を満たす

ロスビ一波の波長が変化し、その結果最大成長率を有する

不安定擾乱の波長が変化する。

3.2 共鳴時の位相差

Fig. 5に示したように、下層の位相が進んでいると共鳴

が起こり得るが、通常のロスピ一波を考えるならその位相

差はgooである。しかし実際に求めた解では位相差は 66°

であった。この違いの原因を H1=H2,Ut=O,l=Oの簡

単な場合を例に調ベる。上層 ・下層における流体粒子の変

位を y1,y2とすると、

θY1θY1θゆ1
一一 ＋u.一一一 ＝vi＝一一θt cθzθz  

θY2 打 δY2 θゆ2
Bt UcBx =v2 =Bx 

と各層の流線関数から求められる。例えば

ゆ1二②1exp(tkx)exp(w1t) 

Yi＝日exp(ikx)exp(w1t) 

とおいて上式に代入すると、

(w；十 ikUc）れ＝ ikφl 

l+tとL
y, 1 kUr 
" Ur w'f 

v 一長ムー＋ 1
k2U'! 

(3) 
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となる。下層についても同様に計算し、最大成長擾乱解で

得られる値的／kUc= 0.6472を代入すると、

0.7048 
Y1= τァー（1+ i0.6472）② 

、ノC

0.7048 
九＝ 一正一（1-i0.6472）φ 

と求められる。

最大成長擾乱の上層・下層における流線関数（φ）、南北

流速（υ）、及び流体粒子変位 （y）をFig.6に示す。上層（下

層）における流速と下層（上層）における変位が同位相と

なっており、流速と変位の位相差が66° (90° 以下）である

ものの、確かに共鳴が起こっていることがわかる。

流線関数と粒子変位の位相関係式（3）から明らかなよう

に、凶＝ 0なら流線関数と粒子変位の位相差は 00（上層）

または 180°（下層）であり、（流線関数と流速の位相差は常

に90° であるから）流速と粒子変位の位相差は 90° とな

る。言い換えると、位相差が gooにならないのは、 Wiヂ0

であるから、すなわちロスビ一波の振幅が時間とともに増

大しているからである。 Fig.7にはロスピー波の位相速度

で動く系から見た流速（黒実線）と流体粒子（青・水色丸）

を示している。この図の場合、擾乱の位相は固定されてい

るが、流体粒子は平均流で右向きに移流されている。中立

波 （wi= 0、左図）の場合、上流に位置する水色の粒子は、

下流の青い粒子に時間的に遅れて変位する。流速が時間変

化しないので、変位の最大値は水色粒子も青色粒子も同じ

である。最大変位は流速が零となる場所で起こるので、流

速と変位の位相差は 90。となる。 一方不安定波 （wi> 0、

右函）の場合、青色粒子が変位してから水色粒子が変位す

るまでの間に流速振幅が増大するため、水色の粒子の変位

最が青い粒子の変位量より大きい。そのため、青色粒子の

流速零の位置（位相でいうと gooの位置）に到達しでも、そ

の上流の位置における水色粒子の変位の方が大きく、流速

と変位の位相差は goo以下となる。このように、成長率の

大きさに依存して、流速と変位の位相差が変わり、それに

応じて上層と下層のロスビー波の位相差が決まる。

4. おわりに

本稿では傾圧不安定の不安定波の特性を、ロスビ一波共

鳴という考え方で解釈した。あくまで解釈なので、他にも

解釈（考え方）があっても良い。なお、ロスビー波の成長率

はここでは無視した βや海底斜面にも依存するが、これら

の依存性もロスピ一波共鳴という解釈と整合的である。例

えば、 βの債が境界面変位の傾き αに起因する地形性渦

位勾配 f3t＝αJ/Hと等しいとき、本稿で想定した状況で

は下層のロスビ一波が発生しなくなるが、実際この条件で

は傾圧不安定の成長率は零となる。ただし、本稿で導入し

た位相固定の条件だけでは、 βによる成長率の変化を説明

できない。流体の南北変位に伴い生じる相対渦度が Pによ

り変化することなど、別の要因を考慮する必要があるであ

ろう。

。
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Fig. 6 Upper: Stre叩 function<fl1 (black line), 

meridonal velocity V1 (red thick line) and 

particle displacement y1 (red circle) in 
the upper layer. The lower layer merid-

ional velocity v2 is also plotted (blue thin 
line). Lower: Stream function φ2 (bl配 K

line), meridional velocity v2 (blue thick 
line), particle displacement y2 (blue cir明

cle). The upper layer meridional velocity 
is also plotted (thin l吋 line).

Fig. 7 Schematics of Rossby wave velocity (black 

line) and particle displacement (sky and 
blue circle), seen in the frame movi時 with

the Rossby phase speed. 
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