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Abstract: A hierarchy theorem for parallel time-complexities between constant and io1og nis presented. 
Suppose that t(n) is a function such that there is a TM making  (t(n))e(1) moves and that the inverse 
function t-1(n) is bounded by O(1-------gog).Then, there exists a language L such that e(t-1(n)) time is 
necessary and sufficient for CRCW PRAMs with polynomially many processors to recognize L. 
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1.は じ め に

並 列 計 算 量 の 時 間的 階 層性 に証 明 を与 え る こ とは非 常

に難 しい と見 られ て い る.例 え ば,並 列 計 算 にお け る時

間 量 の クラ スNぴ をNび+1か ら分 離 す る問題 は未 解決

で あ り,さ らに は,NC1をNPか ら分 離 で き るか否 か さ

え も分 か ってい な い6).し か しなが ら,「よ り難 しい 問題 に

は,よ り多 くの並 列 計 算 時 間 が 必 要 とな る」 こ とは 直観

的 に明 らか で あ り,こ の こ とを示 唆 す る如 何 に強 い証 拠

を見 つ け るか が 計 算量 理論 の分 野 の 重 要 な 課題 に な って

い る.

Kirchherr7)は,プ ロ セ ッサ 数 を が に 制 限 し た

CRCWPRAMでlogzn時 間 で 受 理 で き る 言 語 の ク

ラ ス は,プ ロ セ ッサ 数 η96升104のCRCWPRAMで

logz+8n時 間 で 受 理 で き る言 語 の ク ラ ス よ り真 に小 さ い

こ とを証 明 した.文 献3)に お い て,こ の結 果 は大 幅 に改

善 され,計 算 時 間 を定 数倍 に 増 や す だ け で(プ ロセ ッサ

数 を一切 増 加 させ な くて も),CRCWPRAMの 能 力 は

真 に上 昇 す る こ とが 示 され た.ま た,同 じ文献 で,あ る

定 数c,dに 対 し,素 子 数Z(n),段 数T(n)の 対 数時 間一

様 な 論 理 回路 族 で 受 理 さ れ る言 語 の ク ラ ス は,素 子 数

(Z(n))C,段 数dT(n)で 受 理 され る言語 の ク ラス よ り真 に

小 さい こ とが 示 され て い る.ま た,岩 本 ら5)は,計 算 量 を

厳 密 に測 定 で きるTMを 並列 計 算 用 に拡 張 した並 列乱 ア

ク セ スTMを 提 案 して い る.並 列 乱 ア クセ スTMは,

PRAMと ほぼ 同等 の 能 力 を もつ こ とが証 明 され,ま た,

並 列乱 ア クセ スTMの 計 算 量 の時 間 的 階層性 も示 され て

い る5).こ れ らは,並 列 計 算 にお け る時 間量 の 階 層性 を強

く示 唆 す る結 果 で あ るが,プ ロセ ッサ 数 や 素 子 数 に制 限
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を 加 え て お り,「プ ロセ ッサ や 素 子 を多項 式 の範 囲 で幾 ら

で も使 って も良 い」 とす る一般 的 な仮 定 の一ドで は成 立 し

な い.

本稿 で は,プ ロセ ッサ 数 に関す る一般 的 な仮 定の 下 で,

CRCWPRAMが 受 理 す る言 語の ク ラスの 時 間 的 階層 性

を示 す.t(n)を 次 の条 件 を満 たす 関 数 とす る.(i)動 作 数

が(t(n))o(1)で 押 え られ るTMが 存 在 す る.(ii)t(n)の

逆 関 数 が0(lognloglogn)で 押 え られ る・ この と き・ 多項 式

の 範 囲 内 で 多 数 の プ ロ セ ッサ を もつ 如 何 な るCRCW

PRAMで も,受 理 す る の にe(t-1(n))時 間 を必 要 か つ

十分 とす る言 語が 存在 す るこ とを示 す.

CRCWPRAMの 時 間量 に関 す る研 究 と して,文 献4)

はCRCWPRAMに は計 算 時 間の 一般 的 下 限 は存 在 しな

い こ と,つ ま り,CRCWPRAMの 並 列 計 算 時 間 の ク ラ

ス には,い くらで も小 さい もの が あ りう るこ とを示 した.

ま た,文 献1),9)は,θ(lognloglogn)が 並 列 計 算 時 間 のF.下

限 と な る 言 語 を 示 し て い る.本 稿 で は,定 数 と1謬 麗n

の問 で,並 列 時 間計 算量 の稠 密 な 階層性 を示 す.

計 算 量 の 階 層性 の証 明 で最 も一 般 的 に 用 い られ る手 法

は対 角 線 論 法 で あ る.例 えば,逐 次計 算 量 の 時 間 的 階 層

性 は,対 角線 論 法 で証 明 され て い るが2),「t(n)時 間 の 如

何 な るTMも 模 倣 で き る」 とい うTMを 作 って い るた め,

模 倣 の た めのlogt(n)時 間 の オ ーバ ーヘ ッ ドが 必 要 とな

り,階 層性 の稠 密 さを損 な う原 因 にな って い る.一 方,並

列 計算 量 の 階 層 性 を対 角線 論 法 で証 明 す る と,逐 次 計 算

と同様 の オ ーバ ーヘ ッ ドが生 じる こ とに加 え,少 な いプ

ロセ ッサ で 多 くの プ ロセ ッサ を模 倣 す る こ との な い よ う

に,プ ロ セ ッサ 数 を制 限 せ ざ る を得 な い3)・5),7).しか し,

本稿 の よ うに,1憲 麗nよ りも小 さい並 列時 間 量 を考 えた

場 合 は,多 項 式 の 範 囲 で 幾 らで も多 くのプ ロ セ ッサ を持

っCRCWPRAMで も,t-1(n)が 並 列 計 算 時 間 の上 下

限 とな る 言語 を具 体 的 に示 す こ とが で きる.し たが っ て,

対 角 線 論法 に お け る模 倣 の ため の オ ーバ ー ヘ ッ ドは生 じ



ず,稠 密 な階 層が得 られ る.

以 ド,節2.で モ デ ル の 定 義 と本稿 の 一L定理 を述 べ る.

定 理 の証 明 は,節'3.で 与 える.

2.モ デ ル と結 果

Σ を 記 号 の 有 限 集 合 と す る.本 稿 で は,CRCW

PRAMは ΣNか ら{0,1}へ の 写像 を計 算 す る機 械 と定

義 す る.CRCWPRAMは,プ ロセ ッサPo,P1,P2,...か

らな り,そ れ らす べ て は入 力 の 長 さに 関係 な く同 じプ ロ

グ ラ ム を 持 つ.プ ロ グ ラ ム で は,有 限 個 の 局 所 変 数

x,y,...,共 有 の 配 列M[0],M[1],M[2],_,及 び,以 下 の

命令 を使 う こ とが で きる.

x← 定 数(非 負整 数)

餌← プ ロセ ッサ番 号

x←yOz,o∈{十,一,〉}(yとzは 整 数)

M囮 ← ツ

y←M囮

GOTOlabelifx=y

HALT

同 時 書 き込 み 規 則 は,い わ ゆ るPRIORITYで あ る.つ

ま り,複 数 の プ ロセ ッサ が 共 有 配 列 の 一 つ の セル に 同時

に書 き込 み を試 み た場 合 は,プ ロセ ッサ 番 号 が最 も小 さ

いプ ロセ ッサ が 書 き込 み に 成 功 す る.サ イ ズNの 入 力

は,文 字 列a0a1…aN_1で あ る.最 初,各ai∈ Σ は

、M[司に格 納 さ れ て い る.プ ロセ ッサ 数 はNの 多項 式 に

制 限 され て い る.全 プ ロセ ッサ は 同 時 に計 算 を 開 始 し,

計 算 を終 了 す る際 に は同 時 にHALT命 令 を実行 しな けれ

ば な らな い.計 算 結 果 は,M[O]に0ま た は1と して 与

え られ る.

長 さnの 全 ての 入 力 に対 して(t(n))e(1)時 間 の動 作 を

す るTMが 存在 し,か つ,t(n)が 単 調増 加 関数 で あ る と

き,孟(η)は 「良性 な関 数」 で あ る とい う.関 数 孟@)の 逆

関 数t-1(N)を,t(n)≦Nを 満 た す最 大 の 整 数nと 定

義 す る.

定 理1.t(n)は 良性 な関 数 で,そ の 逆 関 数t-1(n)が

OG。 害器n)で 押 え られ る とす る.こ の と き,多 項 式 の範

囲 内 で 多 くの プ ロ セ ッサ を もつ 如 何 な るCRCWPRAM

で も,受 理 す る の にe(t-1(n))時 間 が 必 要 か つ 十 分 な 言

語 が 存 在 す る.(証 明 は 節3。 で 与 え る.)

関 数t-'(n)と し て は,C(IOglOgn)k)C(IOglOglOgn)k,

,..,C(log*n)kや 逆 ア ッカ ー マ ン 関 数 な どが あ り,一 般 に

扱 う 微 小 な 関 数 の 全 て に 対 し て 定 理 は 成 立 す る.ま

た,tl(n)とt2(n)が 共 に 良 性 な 関 数 な ら ば,時 間 量

ぢ1(ぢ1(n))に 対 して も定 理 は 成 立 す る.

3.定 理1の 証 明

3.1証 明 の 概 要

以 下 で は,CRCWPRAMの 入 力 長 をNで 表 す.n

はTMの 入力 長 を表 す ため に用 い る.

本 証 明 で は,受 理す るの に θ(t-1(N))時 間が 必要 十分

で あ る言 語Lを 示 す.証 明 の 大 雑把 な流 れ は,文 献4)と

同 じで あ るが,受 理 時 間 を θ(t-1(N))で 押 え るた め に幾

つ か の新 しいア イデ アが 必 要 とな る.

直観 的 に は,Lは 次 の よ うな構 造 を もつ.

L-{σ 一 σ、σ、・1σ1-N,1σ 、1-(1・gN)ψ(N),

かつ σ2は 奇数個 の1を 含 む},

σ1,σ2の 細 か い定義 につ いて は,後 の 節 で述 べ る.

㎜ 変 数 の パ リテ ィ関 数 を計 算 す る段 数 た の 回路 に は,
エ

入 力 線 数 無 制 限 の 素 子 が 少 な く と も Ω(2M4k)個 は 含 ま

れ て い る こ と が 知 ら れ る1)'9).そ こ で,m=(log1>)ψ(N)
　の

とす れ ば,Ω(2(logN)4k)個 の 素 子 が 必 要 と な る.こ

れ が,Nの 多 項 式 で あ る た め に は,kはk≧ ψ(N)/4

を満 た さ な く て は な ら な い.上 記 言 語 五 に お い て,

σ2に は,奇 数 個 の1が 含 ま れ て い な く て は な らず,

しか も,1σ21=(log1V)ψ(N)で あ る.つ ま り,Lを 認 識

す る に は 段 数 Ω(ψ(N))が 必 要 に な る.論 理 回 路 と

CRCWPRAMの 模 倣 の 関係8)か ら,CRCWPRAMで

も 五 を 受 理 す る に は Ω(ψ(N))時 間 が 必 要 と な る.

1σ21=(logN)ψ(N)<Nで な くて は な らな いの で,定 理

は ψ(N)≠0(1。 譜N)な る ψ(N)に 対 して は 成立 しな

い.(ψ(N)=θ(1
。器 含N)を 上 下 限 とす る言 語 は,文 献

1),9)に お いて既 に示 され て い る.)

関 数 ψ(N)を,関 数t(n)を 用 いて以 下 の ように定 義す

る.孟@)は 良 性 な関 数 な の で,長 さ π の全 て の 入力 に対

して(t(n))θ(1)時 間の 動作 をす るTMTが 存 在 す る.多

テ ープTMは,動 作 時 間 を 多項 式 の 範 囲 で 増 や せ ば,1

方 向 無 限 の1本 の テー プ を持 ち,テ ープ 記 号0,1のTM

で模倣 可能 で あ る2).そ こで,Tも その よ うなTMと 仮

定 し,Tの 動 作 時 間 をt'(n)と お く.以 降 の節 で述 べ る

技 術 的 理 由か らψ(N)は,10(t'(n))2c≦Nを 満 たす最 大

の整 数nと 定 義 す る.た だ し,cは 十分 大 きい整 数 で あ

り,cの 値 は節3.3.1,3.4で 述 べ る.本 証 明 で は,多 項

式 の 範 囲 で 多 くの プ ロ セ ッサ を もつ 如 何 な るCRCW

PRAMで も,上 記Lを 受 理 す る に はe(ψ(N))時 間 が

必要 十 分 で あ るこ とを示 す.ま た,ψ(N)は θ(t-1(N))

で押 え られ るこ とを証 明す る.

3.2主 要 な命 題

Q={81,82,_,SiC}をTの 状 態 の 有 限 集 合 とす る.

本証 明 で は,集 合 Σ 上 の 言 語 五 を構 成 す る.こ こで,Σ

に は,記 号 と して0,1,B,$,liと そ れ ら に添 字1,2,_,k



を 付 け た もの や,印',t,‡,oを 付 け た もの が 含 ま れ る.

σ が 言 語 五 に 属 して い る た め の 最 初 の 条 件 は,σ が 同

じ長 さの10個 の 部 分 か ら構 成 さ れ て い る こ とで あ る.

σ=a・a2a3a4β ッδλpω

各 部 分 の 最 後 の 記 号 に は,部 分 と部 分 の 境 界 を表 す 印 ‡

が 付 い て い る.a1は,a1=a11a12の よ う に 二 つ の 小 部

分 か ら構 成 さ れ る.a12=跡 ・囎 ‡は,a1の 長 さ を 調 整

す る た め の 列 で,1a1il=N1と お く と,1a11=(N1)cで

あ る.

σ の 各 部 分 に つ い て は,β とtyを 除 い て,後 の 節3.3で

述 べ る.β は 次 の 構 造 を もつ 長 さ(ノV1)cの 文 字 列 で あ る.

β 一P。P、P、 …PN、.、tttt…tttt‡,

た だ し,p、 ∈{0,1}で あ る.β の 最 初 のN1個 の 文 字 は

任 意 の 文 字 列 で あ る.ッ は,

ツ ーq。q、q、 …q、 一、ttn…ttti‡

な る 長 さ(Nl)cの 文 字 列 で あ り,h=(logN1)nで あ る.

た だ し,nはa1の 定 義 の 際 にTMを 用 い て 定 義 す る.

(節3.1で 述 べ た よ う に,ψ(N)の 値 をnと し て い る.)")'

の 先 頭 か らん番 目 ま で の 文 字 列 に対 す る 条 件 は,次 の 通 り

で あ る.ま ず,β を 「関 数 ∫ を 定 義 し て い る 文 字 列 」 と

見 な す.つ ま り,i=bin(Xi。gN、 …x2Xl)と して,tyのi

番 口 の 文 字 は,f(Xi,X2,_,Xl。gN、)=p,な る 関 数 を 定

義 して い る と 見 な す.た だ し,bin(Xi。gN、 … ω2鋤)は2

進 数 ωlx2…Xl。gN、 を10進 数 で 表 現 し た も の で あ る.

(例 え ばbin(1100)=3.)ッ に対 す る条 件 は,

fn(qo,ql,_,qh_1)=:1,

で あ る.β を う ま く選 べ ば,∫ η は パ リテ ィ関 数 に な る こ

と に 注 意.δ,λ,pは,∫ を 高 速 に計 算 す る た め に 用 い る.

ω は,各 部 分 の 長 さ が(N1)cで あ る か 否 か を短 時 間 で 判

定 す る た め に 用 い る.こ れ ら は,節3.3.1,3。3.2に て 述

べ る.

命 題1.LはCRCWPRAMでO(n)で 認 識 で き る.

こ こ で,ψ(N)=nで あ る こ と に 注 意.命 題1の 証

明 は,節3.3で 与 え る.節3.1に て,ψ(N)は,TM

Tの 動 作 時 間 の 関 数t'(n)(=(t(n))e(1))に よ っ て,

10(t'(n))2c≦Nな る 最 大 のnと 定 義 さ れ た.つ ま り,

ψ(N)は,t(n)の 逆 関 数 で は な く,10(t'(n))2cの 逆 関 数

に な っ て い る.そ こ で,次 の 命 題 が 必 要 に な る.

命 題2.ψ(N)は θ(t-1(N))で 押 え ら れ る.(証 明 は,

節3.4で 与 え る.)

命 題1,2よ り,五 はCRCWPRAMで0(t-1(N))で

認 識 で き る.ド 限 の 証 明 で は,論 理 回路 を 用 い るの で,

入 力列 は{0,1}Lの 文 字 列 で あ る ほ うが 都合 が 良 い.そ

こで,Lの 各文 字列 の 記号 を,定 数 の 長 さの{0,1}上 の

文 字列 に マ ッピ ング して 得 られ る 言 語 をLBと す る.す

る と,次 の命題3が 成 り立 つ.

命 題3.LBはCRCWPRAMで0(t-1(N))で 認 識 で

き る.

下限の 証 明 は,LBの 構 造 に違 い は あ るが,文 献4)と

同様 であ る.

命 題44).LBがCRCWPRAMでd(Nl)時 間で 認 識

され る とす れ ば,(logNi)n変 数 の パ リテ ィ関 数 は,素 子

数 がNlの 多項 式,段 数 が0(d(Nl)),各 素子 の 入 力線 数

が 無 制 限 の 論 理 回路 で計 算 で き る.た だ し,N,は σ に

含 まれ るa1の 長 さで あ る.

d(Nl)≦log1>1だ か ら,上 記 命 題 に お け る0(d(/>1))

は0(d(N))に 置 き換 え て も成 並す る.命 題2,及 び,節

3.1と 同 じ計 算 に よ り,次 の命 題 が得 られ る.

命 題54).如 何 な る論 理lnl路 で もLBを 認識 す るに は

Ω(t-1(n))段 必要 で あ る.

論 理 回 路 に よ るCRCWPRAMの 模 倣 の 結 果8)か

ら,如 何 な るCRCWPRAMで も 五Bを 認識 す る に は

Ω(t-1(n))時 間が 必 要で あ る.

3.3命 題1の 証 明

本 節 で は,a1,a2,a3,a4,β,ty,δ,λ,p,ω の条 件 を示 し,

さら に,そ れ らの条 件 は微 小 な時 間 でチ ェックで きるこ と

を示 す.

3.3.1a1,a2,a3,a4の 構 造

a1は,a11とa12か ら な る.a12は,a1の 長 さ を

(N1)cに す るた め の列 で,a12=tt#…tt#‡ な る構 造 で あ

る.た だ し,N1はa11の 長 さで あ る.a11のi番 目のブ

ロ ック は,t'(n)時 間TMの 時 刻iに お け る計 算 状 況 を

表 す.(Fig.1参 照.最 初 の ブ ロ ッ クは,時 刻1に お け る

TMTの 計 算 状 況 を表 して い る.つ ま り,Tの テ ープ に

は 入 力列ili2i3… 呪 と空 臼 記号 が 書 か れ て お り,ヘ ッ ド

は 最 初 の マ ス の 上 に あ り,状 態 は 初 期 状 態81で あ る.

Fig.1の 例 で は,ヘ ッ ドは次 の時 刻 にはoを 書 いて 右へ

動 き,状 態 はs7に な った こ とを表 して い る.)

正 確 に は,a11の 満 た す べ き 条 件 は 以 ドの 通 り で

あ る.

1。 記 号$は 等 間 隔 に現 れ,最 後の 記 ㌧}は$で あ る.

2.ゴ 番 目の ブ ロ ック の 」番 目の 記 号 に は 印 ノが 付 く.

(つま り,印'はt'(n)+1ご とに等 間隔 に付 け られ て

い る.)さ ら に,最 後 の 記 号 に 印 ノが つ く.(つ ま り,

各 ブ ロ ックの 長 さ 〆@)と,ブ ロ ック数 は一 致 す る こ

とにな り,a11の 長 さN1は(tl(n))2と な る.)

3.各 ブ ロ ック は{0,1}上 の 文 字 列 で 始 ま り,Bが 続



Fig. 1 Structure of  aii

Fig. 2 Structure of a2

き,最 後 は$で あ る.各 ブ ロ ック は,0ま たは1を 少

な くと も一 つ 含 み,か つ,Bも 少 な くと も一 つ 含 む.

また,$は 最 後 の一つ の み で あ る.

4.最 初 の ブ ロ ック の最 初 の 文 字 には,初 期 状 態 を表 す

添 字1が 付 け られて い る.

5.隣 接 す るブ ロ ック(計 算 状 況)間 の 関係 は,TMT

の遷 移 関 数 に従 って い る.

6.最 後 の ブ ロ ックの 最 初 の文 字 に は,最 終 状 態 を表 す

添 字 鳶 が付 け られ て い る.

本 稿 のa1は,文 献4)のa1と は 多少 の構 造 が 違 い が

あ る.し か し,ほ ぼ 同様 の 方法 で,a1が ヒ記 条件 を満 た

して い るか 否か を定 数時 間 で判 定 で きる.

Fig.2の よ うに,a2,a3,a4はa1と 同 じ長 さ,同 じ

構 造 を もつ.た だ し,こ れ らを定義 す るTMは,一 進 数

で与 え られ たNlの 値 か らIOgNi,NilOgN1,(N1)2を 計

算 す るTMと す る.こ れ らのTMの 計算 状 況 の列 が 長 さ

(N1)cに 収 まる よう に,整 数cは ト分 大 き く とっ てお く.

a1,a2,a3,a4の そ れ ぞれの 長 さが(N,)cで あ る こ とを

チ ェッ クす るに は,次 節 の ω を用 い る.

σ のIO個 の 部分 の そ れ ぞ れ の長 さ は(N1)cと な るの

で,σ 全体 の 長 さ は ノV=10(N1)cと な る.Nl;(t'(n))2

だ か ら,1>=10(t'(n))2cで あ る.ψ は,Nか らnの 値

を求 め る関数 なの で,CRCWPRAMの 入 力が σ として

の 条件 を満 た してい れ ば,nの 値 は,a1の 最 も左 にあ る

Bの 位 置 か ら簡 単に求 め るこ とがで きる.

3.3.2ω の構 造

ω を定義 す るため,ま ず,

ω1=廿 劇 一一・廿$

}
N1

とす る.ω1の 」 番 目の 文 字 に 添 字1を つ け た列 を ω1(の

と お く.こ の と き,ω2=ω1(1)ω1(2)… ω1(N1)と す れ

ば,こ れ は 長 さ(Nl)2の 文 字 列 とな る.

今,長 さ(Nl)tの 文 字 列 ω,が 定 義 さ れ て い る とす る.

ω、の ゴ 番 目 の 文 字 に 添 字 乞 を つ け た 列 を 咳(の と す

れ ば,

ωi+1=ωi(1)ω,(2)… ω、((N1)z)

は,長 さ(Nl)t+1の 文 字 列 とな る.長 さ(Nl)cの 文 字 列

ω。の 最 後 の 記 号 に,印 ‡ を 付 け た 文 字 列 が ω で あ る.

ω の 部 分 が,規 則 を満 た し て い る か 否 か を判 定 す る 方 法

は,節3.3.1で 与 え た 条 件2と 同 様 で あ る.(つ ま り,

ω,+1の 最 初 と 最 後 の 文 字 に 添 字iが 付 け ら れ,か つ,

Wi+1の 中 で 添 字iが(N1)z+1ご と に 現 れ る こ と を確 か

め れ ば よ い.)

σ=a1a2a3a4β ッδλpω の10個 の 部 分 の 各 境 界 を表 す

印 ‡が 等 間 隔 に 現 れ て い る こ と を チ ェッ ク す る こ と で,

各 部 分 の 長 さ が(N1)cで あ る か 否 か を判 定 で き る.

3.3.36,λ,pの 構 造

δ,λ,pは,β,orで 定 義 さ れ たfn(qo,ql,_,qn-1)の1直

を0(n)時 間 で 計 算 す る た め に 用 い る.6,λ,pは,長 さ

が(N1)cと な る よ う に 後 ろ に 記 号#か らな る 長 い 列 が 付

け ら れ て い る.そ れ 以 外 は,文 献4)と 同 じで あ る.fnの

計 算 方 法 も 同 様 に で き る の で,こ こ で は 省 略 す る.

3.4命 題2の 証 明

命 題1は,10(t'(n))2cの 逆 関 数 の 時 間 で 言 語Lを 認 識

で き る こ と を 述 べ て い る.し か し,定 理1の 上 限 を 証 明

す る た め に は,ε@)の 逆 関 数 の 時 間 で 認 識 で き る こ と を

述 べ な く て は な ら な い.そ こ で,こ こ で は10(t'(n))2cの

逆 関 数 ψ(N)が θ(t-1(N))で 押 え ら れ る こ と を述 べ る.

t'(n)は,(t(n))Ω(1)で 押 え ら れ る の で,あ る 正

定 数nlよ り 大 き い す べ て の 整 数nに 対 し,

t'(n)〉(t(n))1/c1と な る よ う な 定 数C1が 存 在 す る.

従 っ て,cの 値 と し てc1/2よ り 大 き い 定 数 を 選 べ

ば,10(t'(n))2c>10(t(n))2c/c1>t(n)と な る.故 に,

10(t'(n))2cの 逆 関 数 は,t(n)の 逆 関 数 よ り も成 長 が 遅

い.だ か ら,あ る正 定 数!>1よ り大 き い す べ て のNに 対

して,ψ(N)〈t-1(N)と な る の で,ψ(N)は0(t-1(N))

で 押 え ら れ る.

t'(n)は,(t(n))o(1)で 押 え ら れ る の で,あ る 正



定 数n2よ り 大 き い す べ て の 整 数nに 対 し,

t'(n)<(t(n))c2と な る よ う な 定 数C2が 存 在 す

る.従 っ て,10(t'(n))2c<10(t(n))2cc2と な る.こ こ

で,gをxか らy=10x2cc2を 計 算 す る 関 数 と す

る.す る と,10(t'(n))2c〈g(t(n))な の で,10(t'(n))2c

の 逆 関 数 ψ(N)はt-1(g-1(N))よ り も 成 長 が 速

い.だ か ら,ψ(N)>t-1(g-1(1>))=t-1((N/10)1/2cc2)

と な る.t-1(N)は0(1。 畿 穿1>)で 押 え ら れ る

の で(つ ま り,t-1(N)〈logNな の で),上 記

の 式 はψ(N)>t　 1((N/10)1/2cc2)〉 瀞 一1(N/10)>

2麦2(t-1(N)-log10)と な る.従 っ て,ψ(N)は

Ω(t-1(N))で 押 え ら れ る.
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