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1 まえがき
Sims(シムズ)らにより提唱された多変量ベクトル自己回帰 (Vector Auto-Regressive: VAR)モ

デル分析は, それまでの大規模なマクロモデルの推定に代わる簡便な検証方法として認識され, 多
方面に応用されている [1]-[8]. この伝統的な VARモデル分析に加えて最近では, 自己回帰 (Auto-
Regressive: AR)係数が時間変化する VARモデル (以下では時間変化 VARモデルと呼ぶ)が提案
されている [9]-[13]. このモデルは,従来の VARモデルにおいて回帰係数が時間的に変化するケー
スへと拡張した方法であり,経済状況の時間変化や,それを前提とした経済分析へと応用されている
[9]-[13].時間変化 VARモデルについて,更にこれを 3つに分類することがなされ, 1) AR係数が時
間の関数であることを仮定し原理的にはその時刻ごとの係数を推定する方法 [9][10] , 2)時間的な
AR係数変化は連続的にではなくイベント生起に相当するように間欠的に発生し,係数の変化幅は
ある正規分布にしたがうと仮定する方法に分けられる [11]-[13].更に第 3番目の方法として, 3) 一
般的な線形ダイナミックスの時間変化としてとらえるものがある [14]-[16](ただし,この方法論はカ
バーする範囲が広範であり本論文で議論するテーマには適さないので,以下では議論しない). しか
しながら, VARモデル分析の最大の利点は, 変数へのショック入力がいつまで影響を及ぼすかを推
定する分散分解 (詳細は後述する)であるため, AR係数は確定的な数値で推定されることが望まし
い. 本論文では時系列区分化手法による時間変化多変量自己回帰モデルの推定と応用について展開
し,その手法を日米イノベーションにおける金融政策ショック分析へと適用することを考察する.
本論文では,まず最初に 2つに分類される時間変化 VARモデルの推定方法の概要を示すととも

に,この分析手法の問題点を整理する. 同時に, 回帰モデル分析の簡潔さを継承することが望ましい
ことを述べ, この利点を活用するための 1つの手法として,時系列の区分化手法を援用する方法を
提案する.具体的には, 複数の変化事象が対応する複数の時系列として表現されると仮定し,時系列
パラメータの変化時点の発生を, イベントの発生として推定する方法である [17]-[21]. この方法に
より, AR係数を完全に時間的に変化すると仮定することではなく, 区分的には定常定数であり, 区
間の境界において変化すると仮定することができる. なお,回帰モデル分析手法の適用によりモデ
ルの基本部分である係数の推定における計算量を軽減することが可能である. また,通常の回帰モ
デル分析の手法を援用することができ, しかも区間の間においてはモデルは定常であると仮定する
ことができるので, 分散分解も自然に適用可能となる.イベントの発生時刻の推定においては統計
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的なばらつきが存在することが予想される.したがって不確実性に対応できるように,時系列区分
化の実施においてはベイズ推定の手法を適用する. 通常の AR係数が時間変化するモデルとは異な
り,ベイズ推定の対象となるのは時系列区分化の境界の生起だけとなる.本論文で提案する時間変
化の応用として,日米イノベーションにおける金融政策ショック分析を取り上げる.その大きな理由
の 1つとしては,最近の極めて大規模な金融緩和の実施にも関わらず,各国の経済成長が低調であ
ることを時間的な経過の中で分析することにある.
応用例として,本論文の手法を人工データに適用し,時系列パラメータの同時変化を推定する性

能を確認するとともに,実際に観測される日米の金融政策に関連するマクロ指標データによる分析
への適用可能性について考察する.

2 時間変化VARモデルとその応用
2.1 VARモデルの基本

時系列解析や経済モデル分析における同時方程式のモデルにおいては,説明変数と被説明変数を
あらかじめ区別できることが前提となっている.しかし実際には,このような区分をあらかじめ設定
できない場合も少なくない.このようなケースに適用されるものが,シムズにより導入された VAR
モデルであり,変数ベクトルをそのラグ付き変数で説明するモデルである [1]. この手法の導入によ
り,やや規模が小さいマクロモデルを分析することが可能となっている. シムズが提案したモデル
では,マネーストック (サプライ),実質GDP,失業率,賃金,物価,輸入価格の 6変数を解析の対象と
している.それぞれの変数について 4つにラグを許すので,合計 24個の係数に対する推定となって
いる.
VARモデルは線形の同時方程式の体系を指しているが,この場合,制約の無い誘導型の形式をし

ている.すなわち,複数の方程式を同時にモデル化していることに加えて,内生変数ベクトルを表現
する場合に, 該当する方程式のラグ付き変数だけではなく,他の方程式のラグ付き変数も用いて表
現した線形モデルである.また,更に拡張され,同時点におけるラグ付き外生変数もシステムに含め
ることができる.分かりやすい事例として,変数が 2個の場合を仮定すると, 次のような 2つの変数
y1,t および y2,t について誘導型の方程式体系を仮定する.

y1,t = π10 + π
(1)
11 y1,t−1 + π

(1)
12 y1,t−2 + π

(1)
21 y2,t−1 + π

(1)
22 y2,t−2 + v1,t (1)

y2,t = π20 + π
(2)
11 y1,t−1 + π

(2)
12 y1,t−2 + π

(2)
21 y2,t−1 + π

(2)
22 y2,t−2 + v2,t (2)

ここで v1,t, v2,t は,ホワイトノイズである. すなわち,現在の時刻の内生変数を,外生変数と先決変
数およびラグ付きの内生変数により表現するものであり,このような形は構造方程式を変換するこ
とにより,間接的に得ることができる. また,自己回帰のモデルとして見た場合には 2次の自己回帰
モデルでありVAR(2)として記号で表すこともある. 式 (1), (2)に示す関係式を変数の個数が n,変
数の最大のラグが Lである一般的な場合に拡張した場合の定義式は,次のようになる

Yt = AXt +B + Vt, Yt = [y1,t, y2,t, ..., yn,t]T , Vt = [v1,t, v2,t, ..., vn,t]T (3)
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的なばらつきが存在することが予想される.したがって不確実性に対応できるように,時系列区分
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への適用可能性について考察する.
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できない場合も少なくない.このようなケースに適用されるものが,シムズにより導入された VAR
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現した線形モデルである.また,更に拡張され,同時点におけるラグ付き外生変数もシステムに含め
ることができる.分かりやすい事例として,変数が 2個の場合を仮定すると, 次のような 2つの変数
y1,t および y2,t について誘導型の方程式体系を仮定する.

y1,t = π10 + π
(1)
11 y1,t−1 + π

(1)
12 y1,t−2 + π

(1)
21 y2,t−1 + π

(1)
22 y2,t−2 + v1,t (1)

y2,t = π20 + π
(2)
11 y1,t−1 + π

(2)
12 y1,t−2 + π

(2)
21 y2,t−1 + π

(2)
22 y2,t−2 + v2,t (2)

ここで v1,t, v2,t は,ホワイトノイズである. すなわち,現在の時刻の内生変数を,外生変数と先決変
数およびラグ付きの内生変数により表現するものであり,このような形は構造方程式を変換するこ
とにより,間接的に得ることができる. また,自己回帰のモデルとして見た場合には 2次の自己回帰
モデルでありVAR(2)として記号で表すこともある. 式 (1), (2)に示す関係式を変数の個数が n,変
数の最大のラグが Lである一般的な場合に拡張した場合の定義式は,次のようになる

Yt = AXt +B + Vt, Yt = [y1,t, y2,t, ..., yn,t]T , Vt = [v1,t, v2,t, ..., vn,t]T (3)

Xt = [y1,t−1, y1,t−2, ..., y1,t−L, y2,t−1, y2,t−2, ..., y2,t−L, ..., yn,t−1, yn,t−2, ..., yn,t−L]T (4)

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

π
(1)
11 π

(1)
12 . . . π

(1)
1L π

(1)
21 π

(1)
22 . . . π

(1)
2L . . . π

(1)
n1 π

(1)
n2 . . . π

(1)
nL

π
(2)
11 π

(2)
12 . . . π

(2)
1L π

(2)
21 π

(2)
22 . . . π

(2)
2L . . . π

(2)
n1 π

(2)
n2 . . . π

(2)
nL

. . .

π
(n)
11 π

(n)
12 . . . π

(n)
1L π

(n)
21 π

(n)
22 . . . π

(n)
2L . . . π

(n)
n1 π

(n)
n2 . . . π

(n)
nL

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

(5)

B = [π10, π20, ..., πn0]T (6)

なお,方程式には時間トレンドを含ませることができるが, ここでは表示を簡略化している.
VARモデルが有用であるのは,変数ごとに加えた瞬間的な入力パルスが他の変数にどのように影

響を与え,どの時刻まで持続するかを分析するツールになることがある.これを分散分解と呼んで
いる. その詳細をここで述べるのは適切ではないので, 付録に示している.

2.2 AR係数が時間変化するVARモデルの開発

シムズらにより提唱されたVAR分析は,それまでの大規模なマクロモデルの推定に代わる簡便な
検証方法として提案され,特にそれぞれの変数の入力ショックが,将来的にどのような大きさでいつ
まで影響を及ぼすかを推定する分散分解は有用な方法となっている.この伝統的なモデル分析に加
えて,最近では, AR係数が時間変化するVARモデルが提案されている [9]-[13].この時間変化VAR
モデルにおいては, AR係数が時間的に変化するケースへと拡張されている.よく知られている事
例として,米国における金融政策の時代的な区分を説明する方法論として用いられており, Volcker,
Burns, Greenspanという政策実施主体の代表者の名前で区分する妥当性が示されている [10].
回帰係数が時間的に変化するモデルについて,更にこれを分類すると, (1) Time-Varying Parameter

(TVP)-VAR, (2) Markov Switching(MS)-VAR の 2つに分けることがなされている.これらの 2つ
の分類については, すでに多くの研究がなされ,その概要を見ることは容易であるので, ここでは概
要と問題点だけをまとめておく.
最初の方法である TVP-VARは, AR係数がどの時刻においても異なっているという前提で, す

べての係数を同時に求める方法である [9][10].いま n個の変数が存在し,これらの時系列データが,
Yt = [y1,t, y2,t, ..., yn,t]T として観測されていると仮定する.この観測データに関して推定されるべ
き方程式は式 (3)∼(6)になるが,この場合 AR係数は定数ではなく, 時間変化するため, A(t)とし
て表現されることになる.したがって変数に関連する AR係数の要素数は,大きなものとなる. なお
AR係数の推定手順において,いわゆるベイズ推定の手法を用いて,精度を向上させる方法も多用さ
れている [9][10]. 月次のデータで 6変数 13時刻までのラグを仮定した場合にはパラメータ数は 468
となる.変数の持続時間が数年であることは稀であり, 一般的にはこの 468という数値より大きな
未知係数が推定の対象となる.AR係数推定を行うための方程式は巨大なものになる可能性がある
ため,いくつかの縮約方法も同時に提案されている.まず一般的な簡略化の方法として,変数の間の
分散共分散行列をコレスキー分解することで,行列に含まれる未知係数の個数を減少させる.更に,
AR係数の遷移過程はブラウン運動にしたがうとする仮定を導入して, AR係数そのものではなく,
その統計量を推定する問題に帰着させている.しかしながら,このようなブラウン運動の仮定は,一
般的なものであるとは言えない.このように AR係数がすべての時刻で変化するという仮定のもと
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では,計算量が増加する問題は避けられない.更に, 時間変化する AR係数の仮定のもとでは,分散
分解における係数は,何らかの時間不変係数への近似的な変換が必要であるという問題が残される.
第 2番目の方法であるMS-VARは回帰係数が時間の関数であることを仮定し,原理的にはその

時刻ごとの AR係数を推定するように分析手法の拡張がなされている [11]-[13].ただし,この方法
においては,時間的な AR係数変化は連続的ではなく,イベント生起に相当するように,間欠的に発
生することが仮定されている.そのため,推定すべき AR係数の項数は,連続的に係数が変化すると
仮定する手法に比べて,大幅に少ないものとなっている. いま,変数の間の分散共分散行列をコレス
キー分解したときの変換後の係数行列の対角要素を atとして,分散行列の対角成分の分散 σ2

t の対
数値を ht = lnσt とする.このとき,これらが次の式にしたがって変動すると仮定する.

ht = ht−1 + I2ηt, ηt ∼ N(0, ch) (7)

at = at−1 + I3ξt, ξt ∼ N(0, ca) (8)

ここで, N(0, ch), N(0, ca)は平均がゼロで,標準偏差がそれぞれ ch, ah である正規分布である.ま
た, I2, I3は,ジャンプ状にパラメータが切り替わる変数であり, ベルヌーイ分布 (過程)にしたがっ
て変化すると仮定している. すなわち,ジャンプ状の係数変動が間欠的に発生すると仮定し, その発
生確率はあらかじめ与えられている.
しかしながら, AR係数の変化幅はある正規分布にしたがう確率的なものであると仮定されてい

るので,確定的な数値ではない. これらの方法は,工学的には興味ある VARモデル分析の拡張に
なってはいるが, 経済分析における分散分解などの実際的な目的には,ややそぐわない点が見い出
せる.これについて,以下で述べる.
このように AR係数を時間的に変化させるモデルは,興味ある拡張であると言える.しかしなが

ら,もともとは大規模で複雑なマクロモデル分析に代わるものとして提案され,しかも分散分解によ
る政策ショック分析が主要な応用分野であるとも言えるので,この適用分野に沿った拡張や,応用が
なされることが望ましい.具体的には,経済モデル分析の場合には,工学データとは異なり,頻繁に
状況が変化することは稀であることや,定常性を仮定することが多いので,時間的に細かく変化する
モデルの適用が,どの範囲まで有効であるかは疑問である.また, AR係数のそれぞれが,時間的に変
化すると仮定するモデルにおいては,連続時間ではなくても,少なくとも間欠的に変化する時刻ご
との係数の管理を行うことや,その時間ごとの変化を記録する必要がある.このような AR係数の
変化管理は,一般的には意味があることではあるが,工学モデルの場合とは異なり, VARモデル分
析の場合には個別の係数変化そのものは重視されず,分散分解などの変換においてこそ意味がある.
このような係数変化を詳細に管理し記録することの問題点は,これ以外にも存在すると思われる

が,詳細は省略する.

2.3 本論文の手法: VAR時系列区分化による

以上のようなことを考慮すると,これまで提案されている ARモデル分析の簡潔さを継承するこ
とが望ましいことが分かる. この問題点を回避する方法として,本論文では時系列区分化の手法を
基本とした時間変化VARモデル分析を提案する. 具体的には, AR係数を完全に時間的に変化する
と仮定するよりは,区分的には定常定数であり,区間の境界において変化すると仮定するモデルで
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では,計算量が増加する問題は避けられない.更に, 時間変化する AR係数の仮定のもとでは,分散
分解における係数は,何らかの時間不変係数への近似的な変換が必要であるという問題が残される.
第 2番目の方法であるMS-VARは回帰係数が時間の関数であることを仮定し,原理的にはその
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数値を ht = lnσt とする.このとき,これらが次の式にしたがって変動すると仮定する.

ht = ht−1 + I2ηt, ηt ∼ N(0, ch) (7)

at = at−1 + I3ξt, ξt ∼ N(0, ca) (8)

ここで, N(0, ch), N(0, ca)は平均がゼロで,標準偏差がそれぞれ ch, ah である正規分布である.ま
た, I2, I3は,ジャンプ状にパラメータが切り替わる変数であり, ベルヌーイ分布 (過程)にしたがっ
て変化すると仮定している. すなわち,ジャンプ状の係数変動が間欠的に発生すると仮定し, その発
生確率はあらかじめ与えられている.
しかしながら, AR係数の変化幅はある正規分布にしたがう確率的なものであると仮定されてい

るので,確定的な数値ではない. これらの方法は,工学的には興味ある VARモデル分析の拡張に
なってはいるが, 経済分析における分散分解などの実際的な目的には,ややそぐわない点が見い出
せる.これについて,以下で述べる.
このように AR係数を時間的に変化させるモデルは,興味ある拡張であると言える.しかしなが

ら,もともとは大規模で複雑なマクロモデル分析に代わるものとして提案され,しかも分散分解によ
る政策ショック分析が主要な応用分野であるとも言えるので,この適用分野に沿った拡張や,応用が
なされることが望ましい.具体的には,経済モデル分析の場合には,工学データとは異なり,頻繁に
状況が変化することは稀であることや,定常性を仮定することが多いので,時間的に細かく変化する
モデルの適用が,どの範囲まで有効であるかは疑問である.また, AR係数のそれぞれが,時間的に変
化すると仮定するモデルにおいては,連続時間ではなくても,少なくとも間欠的に変化する時刻ご
との係数の管理を行うことや,その時間ごとの変化を記録する必要がある.このような AR係数の
変化管理は,一般的には意味があることではあるが,工学モデルの場合とは異なり, VARモデル分
析の場合には個別の係数変化そのものは重視されず,分散分解などの変換においてこそ意味がある.
このような係数変化を詳細に管理し記録することの問題点は,これ以外にも存在すると思われる

が,詳細は省略する.

2.3 本論文の手法: VAR時系列区分化による

以上のようなことを考慮すると,これまで提案されている ARモデル分析の簡潔さを継承するこ
とが望ましいことが分かる. この問題点を回避する方法として,本論文では時系列区分化の手法を
基本とした時間変化VARモデル分析を提案する. 具体的には, AR係数を完全に時間的に変化する
と仮定するよりは,区分的には定常定数であり,区間の境界において変化すると仮定するモデルで

ある. このことにより,通常の VARモデル分析の手法を援用することができる. しかも,区間の間
においては VARモデルは定常であると仮定することができるので, 分散分解も自然に適用可能と
なる.
提案手法の基本的なポイントは 3つにまとめられる.すなわち, 1)観測される時系列データから

推定されるモデルにおいては, AR係数が複数の時間変化の時刻において間欠的に切り替わる仮定
を置くこと, 2)時間変化の時刻の推定において不確実性をカバーするため,ベイズ手法を適用する
こと, 3)更に区分化された区間の中においては,データは定常であると仮定して通常の従来の VAR
モデル分析における最小 2乗法による AR係数推定を適用することである. 1)については,詳細は
次のモデル化の節で述べるが,推定される VARモデルから求められる尤度を改善する方向に,時系
列区分化の境界を変更する手法である.次に 2)については,ベイズ推定の手法を適用することによ
り,不確実性に対応する手順として用いている.実際のデータ分析に,この手法を適用する場合には,
統計的なばらつきが存在することが予想される.したがって,このような不確実性が存在する場合
においても,その変動をカバーすることができる手法を用いることが望ましい.具体的には,ベイズ
推定の手法を用いて時系列を区分化するための境界の選択を行うことである.3)については時系列
区分化の手法を前提とすることで,時系列の区分化されて区間においては定常的な VAR分析が適
用できると仮定し,計算を簡略化できることである.具体的には,既存の VARモデル分析手法の適
用により,モデルの基本部分である AR係数の推定における計算量を軽減することができる.以上
述べるように本論文で提案する分析手法のもとでは, 通常の AR係数が時間変化するモデルとは異
なり,ベイズ推定の対象となるのは,時系列区分化の境界の生起だけとなる.
次に,本論文で提案する時系列区分化の方法による時間変化 VARモデルの推定において, 基本と

なる関係式を示す.いま多変量ベクトル時系列 Yt について,次のような記号を定義する.
t = 1, 2, ..., N : 観測データ Yt が集計される等間隔の時間幅の t番目の時刻
Yt: 多変量ベクトル時系列の時刻 tにおける計測値
K: ベクトル時系列 Yt におけるセグメントの個数
Ik: ベクトル時系列 Ytにおいて発生した k番目のセグメント, このセグメントに含まれる時刻 t

を t ∈ Ik として表現する
このような定義のもとで,観測される多変量ベクトル時系列 Ytへの時間変化 VARモデル当ては
めの尤度は, 次のようになる. ただし θはパラメータ, A, Bはセグメント内でのみ定数.

L(Y |θ) ∼ exp[−1
2

K�
k=1

�
t∈Ik

(Yt −AXt −B)T (Yt −AXt −B)] (9)

3 時系列区分化による時間変化VARモデル推定
3.1 ベイズ推定による時系列区分化

観測される時系列 (一般的には複数の同時に観測される時系列)の特性の変化を抽出し,時系列を
区分化する手法が提案されている [14]-[21].この手法は大きく分類して, 1)あらかじめ既存のパラ
メータ集合から選択されるパラメータを特定する方法 [14]-[16]と, 2)パラメータそのものが未知で
あり時系列特性の変化と同時にパラメータの変化後の値も同時に推定する方法 [17]-[21]に分けら
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れる. 第 1番目の手法においても,例えばシステムを駆動するノイズの平均や分散を推定する手法
などのバリエーションは存在する.しかしながら, 基本的にはパラメータの集合から選択されたパ
ラメータを特定する手法に帰着できる.モデル分析の複雑さについては,一般的には後者において,
やや増加する傾向にある.本論文では,第 2番目の時系列特性の変化後の値が未知である問題を取
り上げているので,この分野における,これまでの手法をまとめる [18]-[21].
用いるモデルの定義
本論文では,時系列パラメータの同時変化の推定が主な目的であるので,パラメータそのものは,

やや簡単なものに限定をしておく. 具体的には,文献 [18]に示されている光子 (photon)到着に関
する多変量時系列であり,モデルを分かりやすく説明するために,この例題を用いてモデルを記述
する.
光子などの粒子が複数のカウンタを用いて観測されると仮定し, 以下のように,観測データに関

連して変数が定義されているとする.パラメータ変化が発生して区分化される時系列の部分を, セ
グメントと呼ぶ.
t = 1, 2, ..., N :観測データが集計される等間隔の時間幅の t番目の時刻
j = 1, 2, ..., J :観測される時系列の番号 (全部で J 個)
yj,t:j 番目の時系列の時刻 tにおける計測値
Kj :j 番目の時系列におけるセグメントの個数
Ij,k:j 番目の時系列において発生した k番目のセグメント, このセグメントに含まれる時刻 tを

t ∈ Ij,k として表現する
λj,k:j 番目の時系列の, k番目のセグメントにおけるポアソン分布にしたがう光子の到着率
rj,t:j 番目の時系列で時刻 tにおけるパラメータ変化の発生を示す変数

rj,t =
�
1, この時刻に変化が発生;
0, otherwise;

(10)

記号として λj = (λj,1, ..., λj,Kj ), Λ = (λ1, ..., λJ), Rt = (r1,t, ..., rJ,t)T , R = (R1, R2, ..., RN ),
θ = (R,Λ)を用いる.定義のように, Rtは時刻 tにおける複数の時系列ごとの境界の生起の有無を,
ベクトルとして表記したものであり, 行列は R,この Rt を列ベクトルとして,全部の時刻について
並べたものである.
全体で J 個の複数の観測時系列データ全体に関する尤度関数は,次のように定義される.

f(Y |θ) =
J�

j=1

Kj�
k=1

�
t∈Ij,k

λ
yj,t

j,k exp(−λj,k)
yj,t!

(11)

更にパラメータ λj,k は, ベイズ推定における事前分布と事後分布が同じ形状であるガンマ分布
にしたがうと仮定して, 推定を安定化させている. 同時に, パラメータの変化の発生事象である
R = (R1, R2, ..., RN )についても,同時生起の確率が,後述するディリクレ分布 (過程)にしたがうと
仮定して,ベイズ推定の対象としている.
次に,パラメータ変化の生起とそのベイズ推定の手法について整理する. いま, 時系列 j で時刻

tにおけるパラメータ変化の発生を意味する変数 rj,tを j についてベクトルとして表記すると同時
に,これを集合から選択する表現を定義する.変数 rj,t を j についてベクトルとして見た場合には
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れる. 第 1番目の手法においても,例えばシステムを駆動するノイズの平均や分散を推定する手法
などのバリエーションは存在する.しかしながら, 基本的にはパラメータの集合から選択されたパ
ラメータを特定する手法に帰着できる.モデル分析の複雑さについては,一般的には後者において,
やや増加する傾向にある.本論文では,第 2番目の時系列特性の変化後の値が未知である問題を取
り上げているので,この分野における,これまでの手法をまとめる [18]-[21].
用いるモデルの定義
本論文では,時系列パラメータの同時変化の推定が主な目的であるので,パラメータそのものは,

やや簡単なものに限定をしておく. 具体的には,文献 [18]に示されている光子 (photon)到着に関
する多変量時系列であり,モデルを分かりやすく説明するために,この例題を用いてモデルを記述
する.
光子などの粒子が複数のカウンタを用いて観測されると仮定し, 以下のように,観測データに関

連して変数が定義されているとする.パラメータ変化が発生して区分化される時系列の部分を, セ
グメントと呼ぶ.
t = 1, 2, ..., N :観測データが集計される等間隔の時間幅の t番目の時刻
j = 1, 2, ..., J :観測される時系列の番号 (全部で J 個)
yj,t:j 番目の時系列の時刻 tにおける計測値
Kj :j 番目の時系列におけるセグメントの個数
Ij,k:j 番目の時系列において発生した k番目のセグメント, このセグメントに含まれる時刻 tを

t ∈ Ij,k として表現する
λj,k:j 番目の時系列の, k番目のセグメントにおけるポアソン分布にしたがう光子の到着率
rj,t:j 番目の時系列で時刻 tにおけるパラメータ変化の発生を示す変数

rj,t =
�
1, この時刻に変化が発生;
0, otherwise;

(10)

記号として λj = (λj,1, ..., λj,Kj ), Λ = (λ1, ..., λJ), Rt = (r1,t, ..., rJ,t)T , R = (R1, R2, ..., RN ),
θ = (R,Λ)を用いる.定義のように, Rtは時刻 tにおける複数の時系列ごとの境界の生起の有無を,
ベクトルとして表記したものであり, 行列は R,この Rt を列ベクトルとして,全部の時刻について
並べたものである.
全体で J 個の複数の観測時系列データ全体に関する尤度関数は,次のように定義される.

f(Y |θ) =
J�

j=1

Kj�
k=1

�
t∈Ij,k

λ
yj,t

j,k exp(−λj,k)
yj,t!

(11)

更にパラメータ λj,k は, ベイズ推定における事前分布と事後分布が同じ形状であるガンマ分布
にしたがうと仮定して, 推定を安定化させている. 同時に, パラメータの変化の発生事象である
R = (R1, R2, ..., RN )についても,同時生起の確率が,後述するディリクレ分布 (過程)にしたがうと
仮定して,ベイズ推定の対象としている.
次に,パラメータ変化の生起とそのベイズ推定の手法について整理する. いま, 時系列 j で時刻

tにおけるパラメータ変化の発生を意味する変数 rj,tを j についてベクトルとして表記すると同時
に,これを集合から選択する表現を定義する.変数 rj,t を j についてベクトルとして見た場合には

ビット列であるととらえることができるので,この存在可能な集合からの選択として,パラメータ
の変化を記述する.すなわち, j 番目の時系列変化である rj,t をある変数のビット表現として,この
全体の集合を Bとする. 例えば時系列の個数が 3である場合には,変数 rj,tの値を j を順番として
並べると, 次のように記述することができる.

bi ∈ B,B = (000, 001, ...., 111) (12)

更に本論文の以降での議論の都合上,ビット列の発生確率を P000, P001, ..., P111として表現し, これ
らを順番に並べた確率変数を zi としておく.すなわち,

z1 = P000, z2 = P001, ..., z8 = P111 (13)

である.また,確率変数 z1 = P000, z2 = P001, ..., z8 = P111 についての確率分布の集合を, P として
おく. 以上の操作を手順としてまとめると,次のようになる.推定の対象は, 2つのパラメータの組
みである θ = (R,Λ)と,境界の発生確率である確率変数 zi, zi ∈ (P000, P001, ..., P111)の分布 P であ
る. なおこれらの操作手順は, 同時に適用するには問題が複雑になるため,後述するように, 適切な
サンプリング手法を適用して,複数の項目について順次推定する方法を適用する.
未知パラメータの推定手順
次に,未知パラメータの推定手順についてまとめる.
(1) 境界のランダムな入れ替えと変更
現在与えられている境界のパターンをランダムに変更して,尤度が増加するかどうかを確認する.

そして尤度が増加する場合に限って,この新しい境界を存在可能な境界のパターンとして登録する.
すなわち,集合 Rのある要素 Rt(列ベクトル)をランダムに集合 Bから選択した bT

j と入れ替える.
この場合の Rを Ri とする.この結果得られる尤度の変化を,観測する.

f(R)Rt=bT
j
∼ f(Ri|Y ) (14)

同時に,この場合の妥当な bj の使用確率を, Sj として求めておく. なお,このようにランダムにイ
ベント生起のベクトルRtを入れ替えて検査する方法は, 文献 [17]に示されているような,図式的に
あるいは組織的に境界の移動の可能性をチェックする方法と比較して,冗長なイメージがある.しか
しながら,計算手順の簡略化などの効果と,実際的な計算時間の比較などから,ここにまとめている
手法には遜色はない.
(2) Λの更新
まず λj,kの初期値を, 2つの初期パラメータ ν, γを仮定したガンマ分布G(ν, γ)から抽出する.す
なわち, λj,k ∼ G(ν, γ)とする.次に,与えられた R,Φ(ただし Φ = (P, γ) として定義する)のもと
で, j 番目の時系列の区間 kにおける到着率を, その区間に含まれるサンプル数 sj,k と観測される
粒子の個数 nj,k に応じて, ガンマ分布のパラメータを増加させる.

λj,k|R, γ, Y ∼ G(ν + sj,k, γ + nj,k) (15)

(3) 境界の発生パターンの確率の更新
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与えられた θ,Φのもとで,境界の発生パターンの確率を与える確率変数 zj に与えられているディ
リクレ分布のパラメータ αj を, Sj にしたがって更新する. なおディリクレ分布 (過程)については
付録 Bにまとめているので,パラメータ αj の定義についても付録 Bに述べている.

αj → αj + Sj (16)

(4) ハイパーパラメータ γ の更新
ガンマ分布の第 2番目のハイパーパラメータである γ を, 次の手順にしたがって更新する. なお

第 1番目のパラメータ ν は固定して,変更しない.

γ|R,Λ ∼ G(ν
J�

j=1

Kj ,

J�
j=1

Kj�
k=1

λj,k) (17)

なお,上に示した事例では,粒子のポアソン到着率などの未知パラメータ θ,Φが推定対象である
が,本論文のモデルにおいては,回帰分析の結果として得られる解があるだけで, Λに相当する推定
すべきパラメータは存在しない. この点が大きな差異である.また j番目の観測時系列は, 粒子の到
着個数という複数個の 1次元の変数 yj,tではなく,多変量 VARモデルにおけるベクトル Ytを複数
のベクトル時系列に拡張したものであることも異なっている.このため,本論文で説明に用いてい
る単独の多変量ベクトル変数 Ytを, Yj,tとして j番目の多変量ベクトルであることを明示するよう
に拡張を行っている.したがって,比較のための例示は,これ以上は行わない.
しかしながら,上に述べた 4つの推定手順は,そのまま本論文のモデルにおいても適用可能であ

り,異なるのは,式 (11)に用いている複数の単独の変数からのパラメータ推定のための尤度の定義
を,式 (9)に示す,複数の多変量ベクトル変数に拡張することである. 具体的には,推定のための尤
度は次のように定義される.

f(Y |R) = exp[−1
2

J�
j=1

Kj�
k=1

�
t∈Ij,k

(Yj,t −A(j)Xj,t −B(j))T (Yj,t −A(j)Xj,t −B(j))] (18)

ここで,粒子の観測と時系列区分化の例題について説明しているパラメータ θ = (R,Λ)の中で,到
着率 Λは時間変化 VARモデル推定においては含まれないので,単 Rにだけを推定すべきパラメー
タとしている. なお,式 (18)に示されている推定すべきパラメータ A,B(AR係数)は, 多変量時系
列の順番 jごとに異なっていることを前提として,上の定義式においてこれらの区別は,上付きの添
え字 (j)として示している. A(j), B(j) はセグメントごとに異なると仮定する.

3.2 ベイズ推定による時系列区分化と時間変化VARモデル推定

本論文では,複数の多変量ベクトル時系列の観測データYj,tからパラメータ変化の時刻を推定するこ
とが目的である. モデル推定において,推定に用いるR,P についての確率密度関数を f(Y |R), f(R|Φ)
として定義した場合に,区分化を示すパラメータの推定問題は,次のように形式的に書くことがで
きる.ここで, Φ = (P, γ)である.

f(R|Y ) =
�

f(R,Φ|Y ) ∼
�

f(Y |R)f(R|Φ)f(Φ)dΦ (19)
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与えられた θ,Φのもとで,境界の発生パターンの確率を与える確率変数 zj に与えられているディ
リクレ分布のパラメータ αj を, Sj にしたがって更新する. なおディリクレ分布 (過程)については
付録 Bにまとめているので,パラメータ αj の定義についても付録 Bに述べている.

αj → αj + Sj (16)

(4) ハイパーパラメータ γ の更新
ガンマ分布の第 2番目のハイパーパラメータである γ を, 次の手順にしたがって更新する. なお

第 1番目のパラメータ ν は固定して,変更しない.

γ|R,Λ ∼ G(ν
J�

j=1

Kj ,

J�
j=1

Kj�
k=1

λj,k) (17)

なお,上に示した事例では,粒子のポアソン到着率などの未知パラメータ θ,Φが推定対象である
が,本論文のモデルにおいては,回帰分析の結果として得られる解があるだけで, Λに相当する推定
すべきパラメータは存在しない. この点が大きな差異である.また j番目の観測時系列は, 粒子の到
着個数という複数個の 1次元の変数 yj,tではなく,多変量 VARモデルにおけるベクトル Ytを複数
のベクトル時系列に拡張したものであることも異なっている.このため,本論文で説明に用いてい
る単独の多変量ベクトル変数 Ytを, Yj,tとして j番目の多変量ベクトルであることを明示するよう
に拡張を行っている.したがって,比較のための例示は,これ以上は行わない.
しかしながら,上に述べた 4つの推定手順は,そのまま本論文のモデルにおいても適用可能であ

り,異なるのは,式 (11)に用いている複数の単独の変数からのパラメータ推定のための尤度の定義
を,式 (9)に示す,複数の多変量ベクトル変数に拡張することである. 具体的には,推定のための尤
度は次のように定義される.

f(Y |R) = exp[−1
2

J�
j=1

Kj�
k=1

�
t∈Ij,k

(Yj,t −A(j)Xj,t −B(j))T (Yj,t −A(j)Xj,t −B(j))] (18)

ここで,粒子の観測と時系列区分化の例題について説明しているパラメータ θ = (R,Λ)の中で,到
着率 Λは時間変化 VARモデル推定においては含まれないので,単 Rにだけを推定すべきパラメー
タとしている. なお,式 (18)に示されている推定すべきパラメータ A,B(AR係数)は, 多変量時系
列の順番 jごとに異なっていることを前提として,上の定義式においてこれらの区別は,上付きの添
え字 (j)として示している. A(j), B(j) はセグメントごとに異なると仮定する.

3.2 ベイズ推定による時系列区分化と時間変化VARモデル推定

本論文では,複数の多変量ベクトル時系列の観測データYj,tからパラメータ変化の時刻を推定するこ
とが目的である. モデル推定において,推定に用いるR,P についての確率密度関数を f(Y |R), f(R|Φ)
として定義した場合に,区分化を示すパラメータの推定問題は,次のように形式的に書くことがで
きる.ここで, Φ = (P, γ)である.

f(R|Y ) =
�

f(R,Φ|Y ) ∼
�

f(Y |R)f(R|Φ)f(Φ)dΦ (19)

ここで,この関係式は解析的には解は求められないので, Gibbs samplingによる手法により,最
適解を推定することになる. したがって式 (19)は, 基本的には左辺のRを右辺の事前分布を仮定し
て,逐次的に推定することを意味している.なお推定されるRは時系列変化の時刻変数であるが,そ
のものではなく,この生起確率 (生起する可能性)を rj,t についてを示すものであるので,これも確
率分布として示すことになる. 本論文のモデルにおいては時系列パラメータとこれを制御するハイ
パーパラメータ,およびこれに関連する同時変化のメカニズムを記述する変量が多数含まれており,
一度に推定を進めることは効率的ではない. これを考量して,多数のパラメータを推定するベイズ
推定の問題において適用される Gibbs samplingによる逐次推定を用いる.

Gibbs samplingによる逐次推定
パラメータを単独の値ではなく,分布として与えることにより, パラメータ推定の不確実性を緩

和することができる.したがって,パラメータ推定においても,この分布を前提とした手順に変更す
る必要がある.具体的には, Gibbs samplingと呼ばれるサンプリング手法である.この方法におい
ては,パラメータの値はある注目する現在の分布関数に示す分布からサンプリングされて, 次の適
用のステップにおいて適用される,式 (19)に示すパラメータの更新が行われ,このように更新され
た数値のもとで,再びサンプリングが行われる.この場合,この注目する分布関数以外の分布関数は
固定されている.このような逐次的な操作により, 複雑な計算を簡単な計算に分解している.
このようなGibbs samplingによるパラメータの分布形状の推定の手順を全体としてまとめると,

次のようになる.なお推定に用いる関係式は, 粒子到着の時系列区分化の例題においてすでに説明
しているので, 以下では引用だけを簡潔に述べる.
(1) 初期値の設定
パラメータ R,P の初期値を設定する.
(2) パラメータの更新
前節に示した手順にしたがって,時系列のパラメータである Rの値を推定して,更新する.しかし

ながら,すでに述べたように, パラメータ Λは推定対象には含まれないので,自動的にガンマ関数
による分布の近似と推定は必要がなくなる.したがって,残る推定対象は時系列の区分化を与える
Rと,これに並行して更新される確率分布の集合 P だけになる.具体的には, f(R)Ri=bj ∼ f(Ri|Y )
にしたがって時系列区分化の境界を入れ替えた場合の尤度の改善を計算として求め, これに比例し
てビット列 bj の選択の頻度 Sj を計算する.次に, αj → αj + Sj にしたがって, P の分布を決める
ディリクレ分布におけるパラメータ αj を更新する.
(3) 繰り返し
これらの推定結果として,式 (18)に示すモデル全体の尤度が計算される.この尤度が, あらかじ

め設定した基準より大きくなると,推定の手順を終了する.もし得られた尤度が基準以下である場
合には,上に整理した計算手順を繰り返す.
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4 応用例
4.1 人工データを用いた時間変化VARモデルパラメータ変化の推定

本論文では,実際に観測される時系列データをもとにして, これにあてはまる時間変化 VARモデ
ルを推定することを目的としている.以下ではまず,これらの検討を進める前に, 人工的に生成され
る時系列データを用いて,本論文で提案するモデル推定方法の適用結果をまとめておく. 具体的に
は,次のような手順で行う.
(1) 複数の多変量ベクトル時系列について区分化の境界を与える
あらかじめ相互に関連性のある複数の多変量ベクトル時系列の組みを人工データとして生成して
おくことにより,本論文で提案する時系列区分化手法の性能を評価することができる.本論文の場合
にはこの係数変化の境界となる時刻と,同時生起であるかだけを推定する問題である.したがって,
同時変化あるいは単独変化であるかだけをあらかじめ与えておけばよい.すなわち, J 個の時系列 j

を仮定し, それぞれの時系列 jについて,あらかじめKj 個の時刻 (境界)において, 時系列パラメー
タ係数が変化すると仮定しておく.これらの変化には, 同時変化も含まれている.
(2) これらの区間における係数をランダムに与え時系列を生成する
設定された多変量ベクトル時系列の区分化範囲において,それぞれ式 (3)∼(6)で用いている係数

行列 A,B の要素を乱数から選択すると同時に,式 (3)における正規乱数 vj,t を生成しながら,逐次
的にVAR変数の値を時系列として生成していく. すなわち,このように生成した多変量ベクトル時
系列を用いて,その生成された期間において VARモデルを推定すれば,結果として,あらかじめ与
えている AR係数の値に極めて近い数値として計算されるであろう.同時に,その場合の最小 2乗
推定の誤差の分散は,あらかじめ設定した数値 (vj,t の分散)に極めて近いものになるであろう.
(3) 推定手法を適用し性能を評価する
次に,これらの時系列を観測データとして用いて,本論文の推定手法を適用する. 具体的には, 1)

まず区分化の同時生起確率の分布を仮定する, 2) 区分化の初期値を与える, 3)それぞれの区間にお
いて通常の VARモデル推定,すなわち最小 2乗法によるパラメータ係数の推定を行う. この操作
を繰り返しながら,最終的に,推定誤差が減少しないステップまで行う.最後に,推定された区分化
の境界を,あらかじめ設定した値と比較して, 推定の精度を検証する.なお,あらかじめ設定してい
る AR係数については, 個別の推定結果を既知の値と比較することはあまり意味がないので, 本論
文では実施しない.
シミュレーションの条件を,以下のように設定する.
多変量ベクトル時系列の長さ: N = 240
多変量ベクトル時系列の個数: J = 2
それぞれの多変量ベクトル時系列の区分数: K1 = 4,K2 = 2
αj = (100, 2, 3, 2)
なお,多変量ベクトル時系列生成に用いる式 (3)∼(6)における AR係数 A,B およびホワイトノ

イズ vtはランダムに選択するが,時系列が発散しない範囲で選択している.しかしながら,この詳細
や推定結果は,シミュレーションによる本論文の手法の評価には直接的には影響しないので,詳細は
省略する.
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4 応用例
4.1 人工データを用いた時間変化VARモデルパラメータ変化の推定

本論文では,実際に観測される時系列データをもとにして, これにあてはまる時間変化 VARモデ
ルを推定することを目的としている.以下ではまず,これらの検討を進める前に, 人工的に生成され
る時系列データを用いて,本論文で提案するモデル推定方法の適用結果をまとめておく. 具体的に
は,次のような手順で行う.
(1) 複数の多変量ベクトル時系列について区分化の境界を与える
あらかじめ相互に関連性のある複数の多変量ベクトル時系列の組みを人工データとして生成して
おくことにより,本論文で提案する時系列区分化手法の性能を評価することができる.本論文の場合
にはこの係数変化の境界となる時刻と,同時生起であるかだけを推定する問題である.したがって,
同時変化あるいは単独変化であるかだけをあらかじめ与えておけばよい.すなわち, J 個の時系列 j

を仮定し, それぞれの時系列 jについて,あらかじめKj 個の時刻 (境界)において, 時系列パラメー
タ係数が変化すると仮定しておく.これらの変化には, 同時変化も含まれている.
(2) これらの区間における係数をランダムに与え時系列を生成する
設定された多変量ベクトル時系列の区分化範囲において,それぞれ式 (3)∼(6)で用いている係数

行列 A,B の要素を乱数から選択すると同時に,式 (3)における正規乱数 vj,t を生成しながら,逐次
的にVAR変数の値を時系列として生成していく. すなわち,このように生成した多変量ベクトル時
系列を用いて,その生成された期間において VARモデルを推定すれば,結果として,あらかじめ与
えている AR係数の値に極めて近い数値として計算されるであろう.同時に,その場合の最小 2乗
推定の誤差の分散は,あらかじめ設定した数値 (vj,t の分散)に極めて近いものになるであろう.
(3) 推定手法を適用し性能を評価する
次に,これらの時系列を観測データとして用いて,本論文の推定手法を適用する. 具体的には, 1)

まず区分化の同時生起確率の分布を仮定する, 2) 区分化の初期値を与える, 3)それぞれの区間にお
いて通常の VARモデル推定,すなわち最小 2乗法によるパラメータ係数の推定を行う. この操作
を繰り返しながら,最終的に,推定誤差が減少しないステップまで行う.最後に,推定された区分化
の境界を,あらかじめ設定した値と比較して, 推定の精度を検証する.なお,あらかじめ設定してい
る AR係数については, 個別の推定結果を既知の値と比較することはあまり意味がないので, 本論
文では実施しない.
シミュレーションの条件を,以下のように設定する.
多変量ベクトル時系列の長さ: N = 240
多変量ベクトル時系列の個数: J = 2
それぞれの多変量ベクトル時系列の区分数: K1 = 4,K2 = 2
αj = (100, 2, 3, 2)
なお,多変量ベクトル時系列生成に用いる式 (3)∼(6)における AR係数 A,B およびホワイトノ

イズ vtはランダムに選択するが,時系列が発散しない範囲で選択している.しかしながら,この詳細
や推定結果は,シミュレーションによる本論文の手法の評価には直接的には影響しないので,詳細は
省略する.

図 1: 生成された時系列の例と区分化の推定結果 (上: y1,t,下: 得られる f(rj,t = 1))

図 1には,既知である VARモデルにしたがって生成した時系列 y1,t(観測データ)の例を示して
いる.2つの多変量ベクトル時系列 (No.1, No.2)の 1つの要素 (第 1番目の変数 y1,t だけ)を示して
いる. また図 1の下方には,ベイズ推定により得られる区分化の結果を示している. 具体的には推
定結果として時系列 j について,ある時刻 tにおける境界が発生する (rj,t = 1となる)確率である
f(rj,t = 1)を示している. データは,最初の部分だけを示している. 図 2には確率分布の集合 P の
要素のそれぞれを示しており,これらの図の横軸は図に示すように, 確率変数 P00, P01, P10, P11 で
あり, 縦軸はこの確率変数が実現される確率である. また図 3には,推定された時系列区分化の個数
の分布関数を示している. この場合, Kj =

�N
t=1 rj,t により,区分化の個数K の存在確率を計算し

ている.Kj の存在確率としてKj = m,m = 1, 2, ... となる確率 f(Kj = m)を示す.簡単化のため推
定である記号を省略する. これらの結果から分かるように,既知の設定として与えている時系列区
分化の境界の場所とその最尤値は一致しており,本論文の推定手法は有効である.

4.2 日米イノベーションにおける金融政策ショック分析

次の応用例として,米国と日本の経済構造の変化を抽出する問題を, 本論文で示す手法を適用し
て考察する.この分析における分野として,イノベーションにおける金融政策ショック分析を取り上
げる.具体的には, 最近大きな議論のテーマとなっている,いわゆる大規模な金融緩和政策が経済成
長に寄与しているかどうかの分析である.このための 1つの分析を,本論文で提案する時系列の時
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図 2: P00, P01, P10, P11 のベイズ推定結果

間的な区分化の手法を援用することにより考察する.
日米金融緩和に関連した多変量時系列の区分化
本論文で示す方法においては,経済活動を代表する指標を時系列として収集すると同時に,一般

的によく知られている経済構造の変化を,時系列の特性変化の境界であるとしてとらえる. この時
系列区分化の境界検出に,本論文で提案するVARモデル分析における区分化手法を用いる.この場
合,区分化された観測区間ごとに,特にマネタリーベースのショックが, GDPおよび消費者物価指
数 (CPI)の上昇にどのように寄与するかを, VAR分析における分散分解を用いて検証する.した
がって,時系列の区分化が完了したあとでは,それぞれの区間ごとに,従来から用いられている線形
のVARモデル分析を適用する. 収集するデータは, GDP, CPI のほかに,関連する経済指標であり,
具体的には,表 1に示すような時系列データである.観測頻度は年 4回観測される, いわゆる四半期
データであり, 1970年の第 1四半期から 2014年の第 4四半期の間のデータである.

表 1.収集する GDP, CPIに関連する経済指標データ

変数名 意味 データの形式
GDP 国内総生産 前期からの増加率 (%)
CPI 消費者物価指数 増加率 (%)
Rate 短期金利 米国は federal fund rate,日本は短期貸出金利
Unemploy 失業率 雇用者全体における比率
Monetary マネタリーベース 米国は St. Louis Adjusted Monetary Base(billion dollar), 日本は日銀データ (億円)
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図 3: 時系列区分化個数K1,K2 の存在確率

時系列区分化の結果およびマネタリーベースなどの傾向
分析結果として,最初に時系列区分化について示す.時系列では j = 1, j = 2のそれぞれが米国お

よび日本のデータに対応する. 図 4, 5には米国と日本のデータにおける観測データ (時系列)の代
表事例としてGDPの時系列を示し,同時に本論文の時系列区分化の手法を適用した場合の,区分境
界の検出結果を示している.それぞれの図 4, 5における上方が観測時系列 (GDP)であり,下方が区
分化の境界発生の推定結果である. 具体的には推定結果として時系列 j について,ある時刻 tにお
ける境界が発生する (rj,t = 1となる)確率である f(rj,t = 1)を示している. また図 6には,推定さ
れた時系列区分化の個数の分布関数を示している. この場合, Kj =

�N
t=1 rj,tにより,区分化の個数

K の存在確率を計算している.Kj の存在確率としてKj = m,m = 1, 2, ... となる確率 f(Kj = m)
を示す.簡単化のため推定である記号を省略する.
これらの図において分かるように,日米の観測データにおける分析について検出される区分化の

境界は,どちらも 3つであり,これらの中で 2つは同時に生起している.なお,この区分化の生起個
数とその確率については,図 6から分かるように,区分化の個数が日米の分析において 2から 5の
範囲に分布はしているが,これらの中での最大確率は, それぞれ 3となっている.
次に,マネタリーベースとGDPおよびCPIとの関係の概要について述べておく.マネタリーベー

スと GDP, CPIとの関連性を示すために,図 7において日米における,これらの時系列の変化を示
している.なお,図を分かりやすくするために, GDPと CPIとは,増分ではなく,観測された実数値
そのものを示している.また図示する都合上, CPI については数値 (相対値)を,米国のデータは 10
倍,日本のデータは 10000倍したものを表示している.同時に米国のGDPデータも, 10倍したもの
を表示している. この図から分かるように, 日米において, 2008年以降に金融緩和の結果として,多
量のマネーが投入されている.この結果として,米国においては緩やかではあるが GDP, CPIは持
続的に拡大しているが,日本においては成長は停滞している.
金融政策ショックの分散分析の結果
本論文では 1970年から 2014年までの,日米のマクロ指標を変数とする VARモデル分析による

時系列区分化の結果を用いて,更にそれぞれの区間において分散分解を実施している. すでに述べ
たように, VARモデル分析における日米における時間の区分化の結果として, 4つの時代が抽出さ

図 2: P00, P01, P10, P11 のベイズ推定結果

間的な区分化の手法を援用することにより考察する.
日米金融緩和に関連した多変量時系列の区分化
本論文で示す方法においては,経済活動を代表する指標を時系列として収集すると同時に,一般

的によく知られている経済構造の変化を,時系列の特性変化の境界であるとしてとらえる. この時
系列区分化の境界検出に,本論文で提案する VARモデル分析における区分化手法を用いる.この場
合,区分化された観測区間ごとに,特にマネタリーベースのショックが, GDPおよび消費者物価指
数 (CPI)の上昇にどのように寄与するかを, VAR分析における分散分解を用いて検証する.した
がって,時系列の区分化が完了したあとでは,それぞれの区間ごとに,従来から用いられている線形
のVARモデル分析を適用する. 収集するデータは, GDP, CPI のほかに,関連する経済指標であり,
具体的には,表 1に示すような時系列データである.観測頻度は年 4回観測される, いわゆる四半期
データであり, 1970年の第 1四半期から 2014年の第 4四半期の間のデータである.

表 1.収集する GDP, CPIに関連する経済指標データ

－59－

時系列区分化手法による時間変化多変量ベクトル自己回帰モデルの推定と金融政策ショック分析への応用



図 4: 米国における GDP の時系列例と区分化 (上: 観測時系列 y1,t, 下: 区分化の境界発生確率
f(r1,t = 1))

れるので,これらの時代ごとに,金融政策ショックの分散分解を行う. ただし VARモデル分析にお
いては,特定の被説明変数や説明変数の選択はしないことや, 有意でない係数が,分散の持続性の減
少として自然に分析結果に反映されるので,全部の変数を同時に投入した結果だけを用いている.ま
た,われわれの関心はマネタリーベースがGDPおよび CPIに及ぼすショックであるので,これ以外
の変数への影響の考察は,省略している.
金融政策ショック分析の方法として,本論文では, マネタリーベースを入力とした場合のGDPお

よび CPIへの影響の大きさと, その持続性を分析している.分散分解における予測の長さは 10で
あり,すなわち 10期 (四半期)先までのショックによる値の広がり (大きさ)を分解している. した
がって,用いる結果はやや簡単であり, 図 8, 9のような 4つの図にまとめることができる.この図に
おいて, 米国のデータでは線分 U1, U2, U3, U4として 4つの時代区分におけるマネタリーベース
を入力とした場合の,分散分解の結果を意味している.日本のデータの場合には,これらの時代区分
の分散分解の結果の線分を, J1, J2, J3, J4として区別している. この結果から,次のような 2つの
点が明らかとなる.
(1) 米国における金融緩和の一定の有効性
大幅な金融緩和の目的は,政策実施によるGDPの拡大と CPIの順調な伸張にあるとして整理で
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れるので,これらの時代ごとに,金融政策ショックの分散分解を行う. ただし VARモデル分析にお
いては,特定の被説明変数や説明変数の選択はしないことや, 有意でない係数が,分散の持続性の減
少として自然に分析結果に反映されるので,全部の変数を同時に投入した結果だけを用いている.ま
た,われわれの関心はマネタリーベースがGDPおよび CPIに及ぼすショックであるので,これ以外
の変数への影響の考察は,省略している.
金融政策ショック分析の方法として,本論文では, マネタリーベースを入力とした場合のGDPお

よび CPIへの影響の大きさと, その持続性を分析している.分散分解における予測の長さは 10で
あり,すなわち 10期 (四半期)先までのショックによる値の広がり (大きさ)を分解している. した
がって,用いる結果はやや簡単であり, 図 8, 9のような 4つの図にまとめることができる.この図に
おいて, 米国のデータでは線分 U1, U2, U3, U4として 4つの時代区分におけるマネタリーベース
を入力とした場合の,分散分解の結果を意味している.日本のデータの場合には,これらの時代区分
の分散分解の結果の線分を, J1, J2, J3, J4として区別している. この結果から,次のような 2つの
点が明らかとなる.
(1) 米国における金融緩和の一定の有効性
大幅な金融緩和の目的は,政策実施によるGDPの拡大と CPIの順調な伸張にあるとして整理で

図 5: 日本における GDP の時系列例と区分化 (上: 観測時系列 y1,t, 下: 区分化の境界発生確率
f(r2,t = 1))

きる.4つの時代区分の中においても,特に最近の第 4期U4における金融政策の実施では,この点は
重視されている.リーマンショックを境として,他の時代区分では見られなかった規模のマネタリー
ベースの拡大がなされてきている. この結果として,米国においては,マネタリーベースを入力とし
た分散分解を見る限りでは,このショックの効果を一定程度見ることができる. 具体的には,図 8に
示すように,マネタリーベースを入力とした場合のGDPおよび CPIへの影響の大きさは, U4にお
ける線分において, 他の線分 (U1, U2, U3)よりは大きくなっている.しかも,その持続性において
も, 10期 (四半期)後までの継続が確認される.確かに,マネタリーベースが過去の数値と比較して
3倍ないしは 4倍となっていることを考慮すると, GDPおよび CPIにおける拡大の大きさは十分
ではないと言える.しかしながら,大規模な金融緩和の効果として, GDPおよび CPIの伸張が見ら
れることを確認することができる.
(2) 日本における金融緩和の問題点
米国におけると同様に日本においても,リーマンショックを境として, 大規模な金融緩和政策が

実施され今日に至っている.しかしながら,これまでの各種の分析結果を参考にすると,緩和政策の
実効性は顕著には見られないと言えよう.確かに円安の進行による輸出企業の業績の回復と, 大企
業における勤労者の所得の増加などが見られるが,マクロ的には金融緩和が顕著に影響を与えてい
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図 6: 時系列区分化個数K1,K2 の存在確率

図 7: 日米におけるマネタリーベースと GDP, CPIの関係 (左: 米国, 右: 日本)

るとは言えない. このような事象は,本論文の分析結果からも確認することができる. 具体的には,
最終の時代区分である J4においては, 大規模のマネタリーベースの拡大がなされてきているが,日
本においては,マネタリーベースを入力とした分散分解では,このショックの効果を見ることはでき
ない. 図 9に示すように,最終時期の時代区分である J4においても,他の時代区分の場合と同様に,
小さなレベルにとどまっている. なお,本論文の分析目的とは直接の関連性はないが,日本において
は, いわゆるバブル経済の時期においては,マネタリーベースの拡大がなされていないにもかかわ
らず, GDPへのマネタリーベースショックは,他の時代区分のときよりも相対的に大きくなってい
る.これはまさに,バブルにより誘発された伸張であると言える.

4.3 イノベーションをめぐる問題

これまで見てきたように,マネタリーベースが GDP拡大に及ぼす影響の日米における差は大き
なものとなっている.しかしながら,米国において経済の回復基調が達成されたかに関しては,多く
の議論がある.いわゆる成長戦略として金融緩和が決定的な影響を与えているかの分析に関しては,
明確ではないのが現状であろう. この成長戦略の全体をここで議論するのは本論文の目的から考え
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本においては,マネタリーベースを入力とした分散分解では,このショックの効果を見ることはでき
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は, いわゆるバブル経済の時期においては,マネタリーベースの拡大がなされていないにもかかわ
らず, GDPへのマネタリーベースショックは,他の時代区分のときよりも相対的に大きくなってい
る.これはまさに,バブルにより誘発された伸張であると言える.

4.3 イノベーションをめぐる問題

これまで見てきたように,マネタリーベースが GDP拡大に及ぼす影響の日米における差は大き
なものとなっている.しかしながら,米国において経済の回復基調が達成されたかに関しては,多く
の議論がある.いわゆる成長戦略として金融緩和が決定的な影響を与えているかの分析に関しては,
明確ではないのが現状であろう. この成長戦略の全体をここで議論するのは本論文の目的から考え

図 8: 米国と日本における金融政策ショックの例 (マネタリーベースによる GDP誘発)

図 9: 米国と日本における金融政策ショックの例 (マネタリーベースによる CPI誘発)

て適切ではないので,今までなされている議論を引用するにとどめておく. 分析のポイントは,以下
の 3つである [22]-[26].
(1) 成長戦略とその成果
多くの先進国と同様に,第 2次オバマ政権においても,経済成長戦略の基本には,いわゆる先進製

造業が位置づけられている.最近ではシェール革命が注目されているが,成長の基本は製造業であ
るとする分析は少なくない.しかしながら, GDPに占める製造業のシェアは 2000年代半ばから低
下傾向にある.一方では,成長の大きな要因である製造業におけるデフレの進行についても,下げ止
まる傾向にあることが分析されている.この製造業デフレは,労働生産性の向上や労働コストの低
下によりもたらされてきたが,最近では,労働生産性の向上の鈍化と労働コストの低下傾向の縮小
などが懸念されいる.
(2) 企業投資の拡大傾向
最近の傾向として,大企業を中心として米国国内への投資を進める案件が増加している. その原

因として, 1)海外進出と比較しても国内回帰が総合的なコストの面で優位となりつつあること, 2)
イノベーションを促進するには,国内投資が望ましいこと, 3)米国国内での需要の重視,などのポイ
ントが指摘されている.特に,労働コストについては,新興国における急激な賃金上昇のほかに,米国
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国内での労働運動の低下による賃金上昇圧力の低下などが指摘されている. したがって,イノベー
ション戦略に直接的に誘発されていると考えるよりは,海外投資との相対的な比較による選択であ
ると言える.
(3) 成長の内容と問題点
最近の米国における最大の成長産業は,教育,医療,福祉であると分析されているが, これらのいず

れの分野も,労働集約的で生産性の低い分野である.1990年から 2012年までの産業別雇用者数の変
動を見ると,製造業は 19.4%から 10.7%へと低下している. 一方では,サービス業の雇用者数のシェ
アは 74%から 83.5%へと拡大している. その中でも,教育,医療,福祉の分野における拡大が著しい
ことが指摘されている.
このように米国においては,成長戦略が政府により策定され,しかもこの成果についての評価も

行われ始めている.しかしながら日本においては,金融緩和政策を除いては, 政策の策定が検討され
ている段階である.しかも,製造業に重点が置かれるよりは, 米国でシェアは拡大してはいるが,生
産性が極めて低いとして問題とされている教育,医療,社会福祉サービスや,実現性が問題視される
農業分野での先進性などが中心的なテーマとなっている.そして日本においては,大規模な金融緩
和にもかかわらず, GDP拡大はなされていない.

5 むすび
本論文では時系列区分化手法による時間変化 VARモデルの推定と応用について展開し,その日

米イノベーションにおける金融政策ショック分析への適用について述べた. 最初にこれまでの時間
変化VARモデルの推定方法の概要を示し問題点を整理しながら, 解決する 1つの手法として,時系
列の区分化手法を援用する方法を提案した.これにより通常の VARモデル分析の手法を援用する
ことができ, 区間の間においてはモデルは定常であるので, 分散分解も自然に適用可能となること
を述べた. 時系列区分化の実施においてはベイズ推定の手法を適用した. 応用例として,本論文の
手法を人工データに適用し,時系列パラメータの同時変化を推定する性能を確認すると同時に,実際
に観測される日米イノベーションにおける金融政策ショック分析への適用可能性について考察した.
今後これらのモデル分析の手法を,更に他の国における時間変化 VARモデル分析へと適用する

とともに,イノベーション政策との関連性を分析する予定である.
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付録 A. VARモデルとイノベーション (ホワイトノイズ展開)の計算

VARモデルにおいて重視されている性質の 1つに,イノベーション (技術革新の意味ではなく工
学的なホワイトノイズ展開を意味する) の計算がある. イノベーション計算とは,工学分野で用いら
れているインパルス応答関数と同じものであり,システムに大きさが 1であるパルス状の信号を加
えた場合に, これがその後の時系列データとしてどのようになるかを推定するものである. 方法論
としては, ARモデルを逐次近似の方法を用いてMAモデルに変換することにより,逆の関係とし
て表現することに相当する.いま, 式 (1), (2)のような VARモデルを考える.ただし分散分解にお
いては,それぞれの時系列方程式を独立して分析するので,以下では式 (1)だけを考察し,添え字を
省略し,単独の時系列 yt とする.
ここで,残差の項 vt = (v1t, v2t, ..., vMt)は, 平均がゼロで相互に無相関であり, すべての時刻に

ついて同じ共分散行列 Σv = E[vtv
T
t ]をもつと仮定する. このような残差を,ベクトルホワイトノイ

ズと呼ぶことがある. このような自己回帰モデルに対して,次のような無限の項からなるMAモデ
ルによる表現が可能であることが示されている.

yt = μ+ vt +M1vt−1 + ... (20)

ここで, μは Θi から計算することができる.

μ = E[yt] = (I −Θ1 −Θ2 − ....−Θp)−1ν (21)

Mi の kj の番目の要素は,時刻が i期間まえの変数 j により発生された単位大きさのショックに対
する k番目の変数の応答を表している. これらのショックと応答の関係は相互に独立であり,係数
を通じて反映されている. VAR(p)過程の共分散行列は正定符号行列であるので, PΣvP

T = I とな
るような行列が存在する.この行列を用いて,次のような表現を得る.

yt = μ+
∞�

i=0

Φiwt−i,Φi = MiP
−1, wt = (w1t, w2t, ..., wMt)T = Pvt (22)

このときベクトル wtは,その要素が相互に無相関で分散が 1であるという,便利な性質をもってい
る.したがって,係数 Φiは大きさが 1,すなわち単位イノベーション wtに対する yt の応答であると
みなすことができる.
単位イノベーションに対する応答は,具体的には,ある被説明変数に対する説明変数 (この場合,

説明変数には被説明変数自体も含まれる)の影響が,将来にわたりどのように残存するかを見る場
合に用いる. これは時期 h先の予測誤差により説明されている.
式 (22)の関係式を用いると,時期 h先の予測誤差の共分散行列は,次のように記述することがで

きる.
Σ(h) = Σv +M1ΣvM

T
1 + ...+Mh−1ΣvM

T
h−1 (23)

この式に,行列分解 PΣvP
T = I の関係式を適用し書き換えを行うと, 次のような式が導出できる.

Σ(h) = Φ0ΦT
0 +Φ1ΦT

1 + ...+Φh−1ΦT
h−1 (24)

この式の中で,第mb番目の対角要素は第m番目の変数 ymが予測誤差に与える影響として見積も
ることができ,これを予測誤差の説明変数への分散分解と呼んでいる.すでに述べたように,この分
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散分解は h先の時期における予測誤差への説明変数の寄与の割合を示しているので, ある被説明変
数に対して,この説明変数が保有する (残存する)影響の度合いを表している.この分散の定義より,
これらの割合の合計は 1になる.

付録 B. ディリクレ分布 (過程)の適用

切り替えを含む線形システムのモデル化において用いられている方法論の中で,パラメータ変化
をモデル化する方法としてディリクレ過程 (Dhirichle Process: DP) による定義がある.このDP 方
法を用いる場合のパラメータ推定の方法についてまとめておく.
ディリクレ分布は,事前確率も事後確率も類似した形式をしていることを用いる.いま,事象 1,

2,..., K の生起確率の確率変数を z1, z2, ..., zK としておく.一般的なディリクレ分布の事前分布形
状を次のように仮定しておく.

P (Z) =
1

B(α)
ΠK

i=1z
αi−1
i ,

K�
i=1

zi = 1 (25)

B(α) =
ΠK

i=1Γ(αi)

Γ(
�K

i=1 αi)
(26)

ここで αiは分布の形状を調整するためのパラメータであり, Γ(.)はガンマ関数である.この場合に
は, ディリクレ確率の事前分布と事後分布は次のような関係になる.

αi → αi +mi (27)

ここでmiは変数 zi(事象 i)が観測される割合である.このような方法論を本論文で用いる,複数の
時系列におけるイベント生起の同時確率の変数を定式化する場合に適用する.すなわち式 (13)に示
すように複数の時系列におけるイベントの同時発生の確率変数を zi = P000, P001, ..., P111とした場
合 (話を簡単にするために,式 (13)に示している時系列の個数が 3 である場合だけを述べる)に,こ
こに示す確率変数に zi, この変数の定義をそのまま適用することになる.したがって式に示すパラ
メータの増分mi は, P000, P001, ..., P111 などのイベントの生起回数に比例して, 変化させることに
なる.
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