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確率微分方程式を用いた SIR解法とその応用
Solving the SIR Equations via the Stochastic Differential Equations with Some Applications

九州工業大学大学院情報工学府 野口和久 (Kazuhisa Noguchi)
九州工業大学大学院情報工学研究院 廣瀬英雄 (Hideo Hirose)

概 要

The conventional SIR models given by the ordinary differential equations can be solved as an initial
value problem. The solution may be obtained deterministically if the initial values are appropriately
provided. However, disease spread phenomena show randomness. It would be more natural to deal with
such equations incorporating stochastic terms. In this note, we discuss the modeling for such stochastic
differential equations adapted to the SIR models

1 はじめに

今日,感染症の拡大モデルやその終息値を予測する研究は数多い．代表的なものは，1)生物成長
系を基礎としたダイナミックスの常微分方程式形である SIRモデル [1, 2]，2)エージェントを基礎
としたモデル [3]，それらを組み合わせたモデル [12]，3)インターネットや SNSを利用したモデ
ルなどがある [4, 5, 6]．通常の SIRモデルは常微分方程式で与えられ,初期値が定められると解が
確定的に定められる. しかし,一般にランダムな動きを仮定する方が自然であり, SIRモデルに確率
微分方程式を用いることが考えられる. ここでは, SARSなどのような実例を参考にしながら,確率
微分方程式としてどのようなモデルがふさわしいか議論したい.

2 SIRモデル

感染拡大の推移を推定するために SIRモデルを用いる．感染系に属する総人口をNとするとき

N = S(t)+ I(t)+R(t) (2.1)

と表現される.今，時刻 tのパンデミックにおける感染者数を S(t)，感受性者数を I(t),除外者数 (ま
たは回復者数という)を R(t)とするとき，以下の連立微分方程式で表現される．

dS(t)
dt

= −βS(t)I(t)

dI(t)
dt

= βS(t)I(t)− γI(t) (2.2)

dR(t)
dt

= γI(t)

ここで β は感染率，γは回復率 (除外率)を表すパラメータである. これらのパラメータは観測値
を用いて差分法などを用いることで終息値までの推移を求めることができる．
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これらのパラメータを推定するには前進差分，後退差分などが用いられる. 例えば，後退差分は
以下で与えられる.

β (t) =
S(t−1)−S(t)

S(t) I(t)
(2.3)

γ(t) =
R(t)−R(t−1)

I(t)
(2.4)

これをある区間で平均化することで比較的安定した β̂ (t), γ̂(t)を求めることができる.

3 確率微分方程式

時刻 tiにおける確率過程 X = X(ti)について確率微分方程式は以下の式で表される [8]．

dX(ti) = µ(ti,X(ti))dti +σ(ti,X(ti))dW (ti) (3.1)

ただし，µ(ti,X(ti))dtiはドリフト項, σ(ti,X(ti))ｄW (ti)は拡散項とし,W (ti)は 1次ウィーナー過
程である. このとき dW (ti)は時間増加量を ∆ti = ti+1− tiとしたとき

dW (ti) ∼ Z(ti)
√

∆ti (3.2)

となり平均 0,分散 ∆tiの正規分布に従う.
Skiadas[7]は,成長方程式の典型例であるロジスティック分布に対する確率微分方程式の解を与
えている. 確率微分方程式の解はこのように正確に記述できる場合と数値的なシミュレーションで
解を求める場合があるが,ここでは SIRに対しては後者を考える.

4 確率微分方程式型の SIRモデル

SIRモデル, S(t), I(t),R(t)の 3式に確率項を導入した確率微分方程式型の SIRモデルにはいくつ
か考えられる. 例えば,

dS(ti) = −βS(ti)I(ti)dti +σSdWS(ti)

dI(ti) = βS(ti)I(ti)dti− γI(ti)dti +σIdWI(ti) (4.1)

dR(ti) = γI(ti)dti +σRdWR(ti)

dS(ti) = −βS(ti)I(ti)dti +σSdWS(ti)

dI(ti) = N−S(ti)−R(ti) (4.2)

dR(ti) = γI(ti)dti +σRdWR(ti)

dS(ti) = −βS(ti)I(ti)dti +σSdWS(ti)

dI(ti) = βS(ti)I(ti)dti− γI(ti)dti +σIdWI(ti) (4.3)

dR(ti) = N−S(ti)− I(ti)

dS(ti) = −βN− I(ti)−R(ti)

dI(ti) = βS(ti)I(ti)dti− γI(ti)dti +σIdWI(ti) (4.4)

dR(ti) = γI(ti)dti +σRdWR(ti)
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である [10]. あるいは,

dS(ti) = −β I(ti)S(ti)dti +σSdW (ti)

dI(ti) = {βS(ti)− γ}I(ti)dti +σIdW (ti) (4.5)

dR(ti) = γI(ti)dti +σRdW (ti)

以下，この最後のモデルについて議論する.

5 確率微分方程式型の SIRモデルのパラメータ推定

5.1 拡散項のパラメータ推定

拡散係数 σS,σI について,パラメータ推定の計算を行う. まず σSについて

dS(ti) = −β I(ti)S(ti)dti +σSdW (ti)

の両辺を 2乗する.

{dS(ti)}2 = {−β I(ti)S(ti)dti +σSdW (ti)}2

　 = {β I(ti)S(ti)}2(dti)2+{2β I(ti)S(ti)σS}dtidW (ti)+σ2S {dW (ti)}2

ここで伊藤の公式

dW (ti)dt = dtdW (ti) = (dti)2 = 0 (5.1)

{dW (ti)}2 = dti (5.2)

より次の関係式が導かれる.

{dS(ti)}2 = σ2S {dW (ti)}2

= σ2S dti

dS(ti) ∼= S(ti+1)−S(ti) , dti ∼= ti+1− ti と近似できると仮定すると拡散係数 σS(ti)は

σS(ti) ∼=
S(ti+1)−S(ti)√

ti+1− ti
(5.3)

と算出される. この式に期待値を取ると拡散係数 σSの最尤推定値 σ̂Sは以下のように得られる.

σ̂S =
1

n−1

n−1

∑
i=1

S(ti+1)−S(ti)√
ti+1− ti

(5.4)

同様の計算で拡散係数 σI,σRの最尤推定値 σ̂I, σ̂Rも得られる.

σ̂I=
1

n−1

n−1

∑
i=1

I(ti+1)− I(ti)√
ti+1− ti

(5.5)

σ̂R=
1

n−1

n−1

∑
i=1

R(ti+1)−R(ti)√
ti+1− ti

(5.6)

S(ti)+ I(ti)+R(ti) = Nより拡散係数の最尤推定値 σ̂I, σ̂I, σ̂Rの総和は 0になる.
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5.2 ドリフト項のパラメータ推定

次にドリフト項に存在する β , γ のパラメータ推定方法について述べる. これらのパラメータを
推定するには通常の SIRモデルと同様に後退差分を用いる.

β (ti) =
S(ti−1)−S(ti)−σSdW (ti)

S(ti)I(ti)dti
(5.7)

γ(ti) =
R(ti)−R(ti−1)−σRdW (ti)

I(ti)dti
(5.8)

より β (ti), γ(ti)の最尤推定値 β̂ (ti), γ̂(ti)はこれらの式の期待値をとることで得られる.このとき,
dW (ti)は平均 0,分散 ∆tの正規分布に従うことから

E[dW (ti)] = 0 (5.9)

dti ∼= ti+1− ti と近似すると

β̂ (ti) = E[β (ti)]

∼=
1

n−1

n−1

∑
i=1

S(ti−1)−S(ti)
S(ti)I(ti)(ti+1− ti)

(5.10)

γ̂(ti) = E[γ(ti)]

∼=
1

n−1

n−1

∑
i=1

R(ti)−R(ti−1)
I(ti)(ti+1− ti)

(5.11)

5.3 オイラー・丸山法

確率微分方程式の数値計算の手法してとオイラー・丸山法 [9]を使用する. なお, dWt は正規疑似
乱数により再現する．平均 0，分散 ∆ti の正規分布に従うとする. ∆tiは時間増加量である.

X(ti+1) = X(ti)+ µ(ti,X(ti))∆ti +σ(ti,X(ti))Z(ti)
√

∆ti (5.12)

本モデルの更新式は以下のように表される.

S(ti+1) = S(ti)− β̂ (ti)I(ti)S(ti)∆ti + σ̂S(ti)Z(ti)
√

∆ti

I(ti+1) = I(ti)+{β̂ (ti)S(ti)− γ̂(ti)}I(ti)∆ti + σ̂I(ti)Z(ti)
√

∆ti (5.13)

R(ti+1) = R(ti)+ γ̂(ti)I(ti)∆ti + σ̂R(ti)Z(ti)
√

∆ti

6 議論

パンデミック予測を目的として, SIRモデルに確率微分方程式型の数値解法を組み合わせたモデ
リングについて議論した. 今後は,適切なモデル選定に加え各パラメータを適切に決定法する方法
を組み立てていき,数値シミュレーションなどを通して適用性や妥当性について検討しながら,パ
ンデミックの実例にも適用させていきたい.
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