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BiCGSTAB(4)法 の 有 効 利 用 の た め の あ る注 意

藤野清次*・ 三浦謙 一**

 A Remark for Effective Utilization of the BiCGSTAB(e)  Method 

                 Seiji FUJINO and Kenichi MIURA 

                       (Received December 13, 2002)

Abstract: A useful remark about utilization of the initial shadow residuals ro which appear in the al-

gorithm of the BiCGSTAB(f) iterative method is described. In general, the initial shadow residuals ro 
are set as same as the initial residual ro in the BiCG process. However, sometimes convergence fails, 
sometimes the approximate solutions degrade in view of its accuracy. Therefore we give the initial shadow 
residuals ro as uniform random numbers. Through some numerical experiments, it will be made clear 
that this remedy is effective for gaining high and stable convergence of the BiCGSTAB(t) method. 
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1.は じ め に

連立1次 方 程式Ax=bをBicGsTAB(e)法12)で 解 くこ

と を考 え る.こ こで,Aは 大 き さn×nの 正 方 行 列,b,x

は η次 元 の 右 辺 ベ ク トル お よ び 解 ベ ク トル と す る.

BicGsTAB(e)法 はBicG法 系統 の 反復 解 法 の 一 つ で,そ

の 他 こ の 系 統 に 属 す る 反 復 解 法 に は,例 え ば,BiCG法,

cGs法,BicGsTAB法,BicGsTAB2法,GPBicG法,な

ど数 多 くの もの が あ る.一 般 に,BiCG系 統 の反 復 解 法 で

は,反 復 の初 期 値 と して初期 残 差roと 初 期 シャ ドゥ残 差

rδ を与 え な けれ ば い け な い.前 者 の 初期 残 差 の 値 は,与

え られ た初 期 推定 解XOか ら,式ro=b-AXOで 自動 的

に決 定 され る.し か し,後 者 の初期 シ ャ ドゥ残 差 が満 たす

べ き条件 は 内積(r6,ro)≠0だ けで,そ の与 え方 は ま だ確

定 して い な い.し たが って,こ の条 件 を満 た しか つ簡 便 で

あ る とい う理 由 か ら,r6=roと 与 え る こ とが従 来 多 か っ

た.そ して,そ の条 件 下 で様 々な反 復 法 の 収 束性,頑 強性,

効 率 な どが今 まで論 じられ て きた.

さ らに,BiCGSTAB(e)法 で は計 算 を始 め る前 に段 数e

を陽 的 に与 え る必 要 が あ る.そ の た め,従 来 の研 究8)9)

11)で は収 束 過 程 に お け る残 差 の値 か ら停 滞(stagnation)

や 破 綻(breakdown)な どの現 象 を まず 検 出 し,次 に段 魏

を一 時 的 に増 加 させ る こ とに よ って これ らの 停 滞 や 破 綻

を回避 して通 過 し,そ の後 元 の段数eを 使 う とい う,い わば

適 応 型 のBiCGSTAB(e)法 の研 究 が 活 発 に行 な わ れ て き

た.し か し,BiCGSTAB(e)法 自体 の 収 束 性 の 改 善 につ い

ては あ ま り論 じられ なか った.

本 研 究 で は,初 期 シ ャ ドゥ残 差 略 の与 え方 に任 意 性 が
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残 って い る こ とに着 目 し,そ れ を適切 に与 え る こ とに よ っ

てBiCGSTAB(e)法 の収 束 特性 が 向上 す る こ とを数値 実験

に て示 す.具 体 的 に は,初 期 シ ャ ドゥ残 差rδ に擬 似 一様

乱 数 を与 え,そ の ときのBiCGSTAB(e)法 の収 束 性 を観 察

し こ の 与 え 方 の 有 効 性 を 検 証 す る.さ ら に,収 束 し

た と き に 得 ら れ る 近 似 解 の 誤 差 に つ い て も 検 証 し,

BiCGSTAB(e)法 の 有効 な使 い方 につ い て論 じる4).

2.BiCGSTAB(の 法 の 算 法 と演 算 量

以 下 にBiCGSTAB(e)法 の算 法 を示 す.算 法 の 中の 初期

シ ャ ドウ残 差rδに 関す る部 分(2行 目)に 下 線 を つ け た.初

期 シ ャ ドウ残 差 は 反復 計 算 を始 め る前 の 準 備 段 階 で た だ

1度 現 れ る だけ で あ るが,後 述 す る よ うに,反 復 法 の 収 束

性 に大 きな影響 を与 え る.

BicGsTAB(e)法 で は,k=・me+e(m=o,1,2,…)に

関 して残 差ベ ク トル,方 向 ベ ク トル そ して近 似解 の更 新 な

どが行 なわ れ る.こ の 反復 は外 部反 復 と呼 ばれ る.外 部 反

復 を1回(す な わ ち,k=meか らk=me+eま で)進 む

間 にe回 の内 部反 復 の処 理 が含 まれ る.後 者 の反復 は2つ の

処 理 部分 か ら構 成 され る.1つ は新 しいBiCG法 の ベ ク ト

ル を計 算 す る部 分 で あ り,残 る1つ はe次 のMR(Minimal

Residual)多 項式 を用 い て局 所 的 な最 小 残差 ベ ク トル を求

め る部分 で あ る.以 下 で は,eを 段 数 と呼 ぶ.上 述 の2つ の

処 理部 分 の概 略 を以下 述べ る.

1.BiCG法 を使 う部分:

す で に得 られ て い る残 差 ベ ク トルrkに 対 して,BiCG

法 の 反復 をe回 繰 り返 す.こ の 結果 得 られ た残 差 ベ ク

トル を残 と す る と,計 算 す る途 中 で 副 産 物 と し て

Aiテκ(iニ0,.■ 一,e)が 得 られ る.

2.欲 のMR多 項式 を用 い る部 分:

こ こ で は,BiCG法 を 用 い た 部 分 で 得 ら れ た



ず 残(i・ ◎,_,e)を 用 い て残 差 ベ ク トルrkのL2ノ

ル ムが 局 所 的 に最 小 に な る よ うに,す なわ ち,liT甜2

が 局所 的 に最 小 に な る ように,

雛=残+α 、漸 計 …+α 犀 夢海

の係 数 α1,α2,,。.,aeが 決 め られ る.す な わ ち,修 正

GraR}-Schmidtの 直 交化 を利 用 して乏本 のベ ク トルの

直交 化 が 行 な われ る.こ の 演算 量 は0(e2)で 見 積 もら

れ,上 のBiCGの 部 分 の 演 算 量 に 比 べ て非 常 に多 い.

BiCGSTAB(e)法 の 平均 演 算 量 は,行 列 ベ ク トル積 の

演 算 量 を1と した と き,段 数4を 使 ってe+5と 表 さ

れ る12).し た がoて,BiCGSTAB(e)法 に お い て6=

1とe=2の 演 算 量 の 比 は7/6=約1.17,同 様 にe=1

とゼ=8と の同 比 は13/6・:約2.17に な る・

この よう に段 数 ぞを増 や す と全 体 の 演算 量 は急 に増 え

る.一 般 に,計 算 時 間 を減 らす 目的 で段 数 を増 加 させ る操

作 が よ く行 なわ れ る.し か し,こ の 操 作 は計 算 時 間 の減 少

に必 ず しも有 効 とは限 らず,段 数 乏を適切 に定 め る こ とは

BiCGSTAB(e)法 を使 う上 で 大変重 要 で あ る.

【AlgorithmofBiCGSTAB(e)】

k=-4

choosemo,rδ,computero・b-Amo

takeu-i・0,Xe=Xg,Po=1,α=0,ω=1

repeatUntiliIT'k十ell2iSSmallenOUgh

k=k十4
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end
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PutUk+e-、=a。,rk+e・ ←◎,Xk+e=io

end.

3.初 期 シ ャ ドゥ残 差r6に つ い て

BiCG法 系 統 の 反 復 法 で は,係 数 行列Aの 性 質 だ け で

な く初期 残 差roに 含 まれ る固 有ベ ク トル の個 数 と反復 法

の 収束 性 が関 係 深 い こ とが よ く知 られ て い る2)6).た とえ

ば,残 差 ベ ク トルrnは 残差 多項 式Rn(A)と 初期 残差reと

の 積 で,同 様 に,シ ャ ドゥ残 差 垢 も残差 多 項 式Rn(AT)と

初 期 シ ャ ドゥ残 差rδ との 積 で 以 下 の よ う に表 され る.こ

こで,Tは 行 列Aの 転 置 を表 す.

rk=Rk(A)ro,

rXニRk(AT)T6

この 式 か ら,初 期 残 差roと 初期 シ ャ ドゥ残 差 垢 は とも

にBiCG法 系 統 の 反復 法 の収 束性 に大 き く影響 す る重 要 な

因子 の1つ で あ るこ とが わ か る.一 方,収 束 まで の 反復 回

数 の 点 か ら,初 期 残 差 ㌍◎ に含 まれ る固有 値 に対応 す る固

有 ベ ク トル 成 分 の 個 数(こ れ をMと お く)は 少 ない 方 が 好

ま しい.し た が って,従 来 の よ う に,Xo=0,ro・=bか つ

略 瓢 物 とお くの は,固 有 ベ ク トル成 分 の 個 数 を これ以 上

増 加 させ な い とい う意 味 で しか ない.し か し,対 称 問題 に

おけ る数 値 実験 とそ の考 察 か ら,固 有ベ ク トル成 分 の個 数

Mが 元 の行 列Aの 相 異 な る固 有値 の 個 数(こ れ をKと お

く)と比 較 して 極端 に数が 少 な い とき,す な わ ち,

M《K

の と き,BiCG法 の系 統 の 反復 法 は収 束過 程 にお い て発 散

した り,収 束 が不 安 定 に な る、さ らに,逆 に 固有 ベ ク トル

成分 の 個 数 κ が 多 い と き,収 束 まで の 反復 回 数 は若 干 増

加 す るが確 実 に安 定的 に収 束 す る こ ともわか って いる1).

そ こで,本 研 究 で は,初 期 残 差 につ い て は今 まで どお り

ro・b-AXoと お き,他 方,初 期 シャ ドゥ残 差 略 に つ い

て は擬 似 一様 乱 数 を与 え る,と い う戦 略 を とる.こ の理 由

と して,擬 似 一様 乱 数 に はすべ て の 固有 ベ ク トル成 分 が含

まれ る可 能性 が高 い と推 測 され るか らであ る.こ の戦 略 の

有効 性 を次 の節 で 調べ る こ とにす る.

4.テ ス トで 用 い た 乱 数 に つ い て

テス トで 用 い た乱 数 には 以下 の3種 類 の[O,1】 区 間 の擬

似 一様 乱 数 を用 い た。

。MersenneTwister法 に よ る乱 数(以 下,``MT"と 略

す)7).一 様 に 分 布 す る32bitの 符 号 な し 整 数(0

～232-1)を232-1で 割 って 生成 した乱 数 であ る.周

期 が219937-1と な る有 限 体 多項 式 型 の一 様 乱数 生 成

法 で多項 式 の次 数 は19937で あ る.

・M系 列 乱 数(以 下,"ms"と 略 す).こ の 方 法 で は,演

算 と して 合 同法 の 乗算(お よび加算)に 対 して,排 他 的

論理 和 を とる論 理 演算 を用 いる5).



● 線 形 合 同(CORgruence)法 に よ る乱 数(以 下,"ceRg."

と略 す).こ の方 法 は漸 化式 を使 った 乱数 法 で あ る,

4.1初 期 値:Xo,xδ お よ びro,r6の 組 合 せ

初期 値:nCo,x6お よびro,r6の 組 合せ をTable1に 示

す.以 下 で は,表 に示 す 従 来 の タイ プA(1ケ ー一ス)お よび

擬 似 一様 乱 数 を使 う タイ プB(3ケ ース)の 合 計4ケ ー ス に

つ い てBiCGSTAB(e)法 の収 束 性 を調べ た.

Table 2 Numerical results in case of the least time of 

 BiCGSTAB(€)  method  when  parameter  -y  is  var-
      ied

Table 1 Number of cases of types A and B, two initial 
      solutions zo, xand two initial residuals ro, 71;

5.数 値 実 験

数 値 実 験 は 九州 大 学情 報 基 盤 セ ンタ ーの富 士 通:ス ーパ

コ ン ピュ ー タVPP5000上 で 倍 精 度 演 算 で 実 行 した.言 語

はFertraR9◎ を使 用 した.計 算 は従 来 の タ イ プAお よ び乱

数 を使 う タ イ プBの 場 合 につ い て 行 っ た,ま た,タ イ プB

の 結 果 の 数 字 は3種 類 の乱 数 の と きの 平均 値 で あ る.nは

行 列 の次元 数 を表 す.表 中 の"相 対 残 差"と は第 ん回 目の 反

復 にお け る10910(llb・-AXkll2/llbH2)を 表 す.段 魏 の最 大

値 は8と した.収 束判 定 は各 反復 での 相対 残 差 のL2ノ ル ム

が11rkl1/liroll≦10-12の とき と し,最 大 反 復 回 数 は2000

回 と した.行 列 の 前 処 理 は施 さ な か っ た。ま た,以 下 に

示 す σkの 値 が 計 算 機 イ プ シ ロ ンE← 約2.2×10-16>

の 平 方 根,す な わ ち,お よ そ1.5×10"-8以 下 の と き"破

綻,,(breakdewn)と み な した.

σん=(rk,rδ)/(llrkll・Ilrδ11)≦ 〉τ(1)

5.1テ ス ト問 題

1.【 問 題1】 実 数Toeplitz行 列 を取 り扱 った.ッ は実 数

パ ラ メ ー タで あ る.右 辺 項 は厳 密 解 が すべ て1と な る

よ うに定 め た10).次 元 数 はn==5122=262144で あ る.

2.【 問 題2】 正 方 形 領域{0,112で 定 義 され た偏 微 分 方 程

式 か ら生 じ る全 周Dirichlet型 境 界 条 件 つ きの境 界値

問 題 を取 り扱 った6).Dは 実 数 パ ラ メー タであ る.次

元 数 はn=・2562=65536,格 子幅hは1/257で あ る.厳 密

解 をu(x,y)=1+xyと し,そ の よ うに な る よ うに右

辺項G(x,y)を 定 め た.

一砺 コ。一一Uyy十D砺=σ(x ,y)

5.2実 験 結 果

Table2お よ びTable3に 問 題1の 実 験 結 果 を示 す.

Table2に,Toeplitz行 列 に含 まれ るパ ラ メ ー タ7の 値 を

変 化 さ せ た と き,BiCGSTAB(e)法 の 計 算 時 間 が 最 も

少 な か っ た と き の 段 数e("stage"),計 算 時 間,相 対 残 差

("res."〉,2つ の タ イ プ の 時 間 の 比("ratio")を 示 す.ま た,

Table3に,パ ラ メ ー タty=1.7の と きのToeplitz行 列 に 対

す るBiCGSTAB(e)法 の 段数,反 復 回 数("itr。}}),計算 時 間,

相対 残 差,段 数e=・1の と きに対 す る各計 算時 間 の比 率 を示

す.Table3の 中 で下 線 を付 け た数 字 は収 束 ま で の計 算

時 間が 最 も少 なか っ た もの を意味 す る.以 下 の 表で も下線

は 同様 の意 味 とす る,ま た,表 中 の"一"印 は最 大 反 復 回数

まで でBiCGSTAB(e)法 が 収束 しなか った もの を表 す.ま

た,以 下の 表で 示す 計算 時 間 の単位 はすべ て秒 であ る.

kble2とTabie3の 結 果 か ら以 下 の こ とがわ か る.

1.よ り大 きな7の 値 に対 して,乱 数 を使 う タイプBの 方

が従 来 の タイ プAよ りも収 束 性が 頑強 で あ る.

2.タ イプBの 方 が段 数 も少 な く計 算 時間 も短 い.

3.タ イ プAで は,段 数 を 大 き く して も必 ず しも反 復 回

数 が 減 らな い と きや逆 に増 え る と きが あ る.

4,タ イプBで は反復 回数 は ほぼ一 定 であ る.

5.い ず れ の タイ プで も,近 似 解 は 要求 精 度 と同 じ12桁

の精 度が 得 られ て い る,

Fig.1に ッ=1.7の と きのBicGsTAB(e)法 の 収 束 の履

歴 を示 す.段 数 は艇2と6=3の 二 つ の場 合 であ り,い ず れ

も タイ プAと タ イプBの と きの 残 差 ノ ル ムllrkll2の値 を プ



Table 3 Numerical results in case of Toeplitz matrix 

 with y=1.7

Table 4 Numerical results for the problem 2 with 

      Dh=2

ロ ッ トした.こ の 図 か ら,タ イプAで は収 束 しなか っ た も

の が,タ イ プBで はe=2とe=3の いず れ の場 合 も収 束 し

た こ とが わか る.タ イプAで 乏=3の 場 合,反 復 回数 が205回

を超 え た と き残 差 が急 激 に(オ ー ダ10-5か らオ ー ダ10へ)

増 加 し,(1)式 のσκ に 関す る"破 綻"(表 中 の"break")が 検

出 され た.た だ し,Fig.1は 破 綻 の検 出 の後 も反復 計算 を

続 行 させ た と きの 図 であ る.

Table 5 Iterations for the problem 2 with both Dh=2 

      and Dh=4

Fig.1 Convergence history of type A and B for Toeplitz 

 matrix  with  y=1.7  at  stage  £  =  2  and  £  =  3.

次 に,Table4か らTable8ま で に問 題2に 対 す る結 果

を示 す.ま ず,Table4は,パ ラ メ ー タDh=2の と きの,

BiCGSTAB(e)法 の段 数eご との 反復 回 数,計 算 時 間,相 対

残 差 そ して タイ プBの タイ プAに 対 す る比 を各 々表 した も

の で あ る.ま た,最 下 の2つ の行 は各 項 目の平均 値("Av.")

お よび タ イプAの 平均 値 を1と した ときの タ イプBの 比 を

各 々表 す.Table4の 結果 か ら,

1.タ イプAの 相対 残 差が 要求 精度 に比べ て悪 い,

2.乱 数 を使 う タイプBは ほ ぼ要求 精度 を満 た して い る,

3.タ イ プBの 計算 時 間 は21.4%～41.0%ほ どタイ プA

よ り少 な い,

4.タ イプBの 平均 反復 回数 と平均 計 算 時 間 は タイ プA

の67.2%お よび に65.9%に 各 々大 幅 に減 少 した

な どが わ か る.従 来 の タ イプAに 比 較 して タ イプBの 方 が

収束 性 が非 常 に よい.

次 に,Table5は,Dh=2とDhニ4の と きの収 束 まで の

反復 回数 につ い て3種 類 の乱数 に よ る反復 回数 の 違 い を表

した もの で あ る.こ の結 果 か ら,3種 類 の乱 数 に よ る差 は

い ず れ も小 さ くDh=2の と きは合 同("cong.")の 場 合 が 収

束性 が よ く,Dh=4の と きは"MT"とM系 列("ms")の 場 合

が 同程 度 に よい こ とが わか る.し か し,従 来 の タ イ プAに

比 較 して,い ず れの 乱数 の場 合 も反復 回数 が大 幅 に少 な く

なっ た こ とが わ か る.た だ し,Table5の 最 下 の2行 に示

した 平均 値("Av.")は 段 数eニ2か らeニ8ま で の平 均 値 であ

る.比("ratio")に つ いて も同様 で あ る.

次 に,Table6は,パ ラ メー タDh=4の と きの段 数 ご と

の 反復 回数,計 算 時 間,相 対残 差 お よ び比 を各 々 表 した も

の で あ る.最 下 行 は各 平均 値 を表 す.な お,Table6の 段

数 がe=1の と きの タ イ プBの 欄 に示 した数 字 は,3種 類 の

乱 数 の う ち収 束 したM系 列("ms")の と きの 値 で あ る.こ



Table 6 Numerical results for the problem 2 with 

      Dh=4

Table 7 Numerical results for the case with the least 

      time when parameter Dh is varied

の結 果 か ら,'lable4と 同様 に,Dh=4の と き も,タ イ プA

の相 対 残 差 は極 めて悪 い こ と,計 算 時 間 もタイ プBの 方 が

26%～35%ほ ど少 な い こ とな どが わ か る。

次 に,thble7は,パ ラメ ー タDhをO.5か ら32ま で変 化

させ た と き,最 も計 算 時 間が 少 な か っ た と きの段 数,タ イ

プAと タイ プBの 計算 時 間 とそ の 比,相 対残 差 を各 々表 し

た もの で あ る.こ の 結 果 か ら,パ ラ メ …一・タDん の値 を変 え

た と き,

1.い ず れ の 場 合 もタ イ プBの 方 が タ イ プAよ り計 算 時

間(平均82.5%に 減 少)が 少 ない,

2.相 対 残 差 の 結 果 か ら,タ イプBで は 近似 解 の精 度 が

要 求 され た とお りに12桁 まで得 られ て い る,

3.一 方,タ イプAで は近似 解 の相 対残 差 が非 常 に悪 い,

4.特 に,タ イ プAのDh=2.0の と き相 対 残 差 は最 悪 で

一5.4し か得 られ てい ない,

5.ま た,タ イ プAで はDhが1.0と16の 間 の途 中 の値 の

と きも相 対残 差 が 最 良 の場 合 で も約 一9.1し か 得 られ

てい な い

な ど タ イ プAの と きの 近 似 解 の 精度 が 非常 に 悪 い こ とが

わか る.

Table 8 Residual of the case with stage 1=8 and that 

      of the case with the least time

次 に,Table8は,最 も計 算 時 間が 少 な か っ た と きの相

対 残 差 お よ び 段 数:8の と き の 相 対 残 差 お よ び そ の 差

("dif."〉を示 した もので あ る.パ ラメー タDhが2よ り小 さ

い ときは段 数e=1の と きが 計 算時 間 が最 も少 な く,Dh・4

以 上 の と きは段 数e=・2の と きが計 算 時 間が 最 も少 なか っ

た.こ の結果 か ら,

1.い ず れ の タ イ プで も,計 算 時 間が 最 も少 な か った と

きの 相 対 残 差 と段 数 が8の と きの そ れ を比 較 した と

き,後 者 の相対 残 差 は大幅 に悪 くな って い る,

2.し か し,そ の度 合 は タ イプAの 方 が タイプBよ り も大

きい,

こ と な ど が わ か る.Fig.2に,パ ラ メ ー タDん=4.◎,段

数e・2の と き の タ イ プAお よ び タ イ プBの と き の

BiCGSTAB(の 法 の 収 束履 歴 を示 す.図 か ら タ イプBの と

きの 収 束性 の よさが わか る.

Fig.2 Convergence history of type A and B for problem 

 2  with  Dh=4.0  at  stage  £  =  2.

以上の数値実験結果から,従来のタイプAの 初期値にし

たときのBiCGSTAB(e)法 と初期シャドウ残差 略 に擬似

一様乱数を与えるタイプBのBiCGSTAB(e)法 の収束性に

関して得られた知見が次のようにまとめられる.



1.BiCGSTAB(e)法 で は,段 数eを 大 き くす る と,収 束

して得 ら れ た近 似 解 の 相 対残 差 は だ ん だ ん と悪 くな

る傾 向 が あ る.そ の ため,段 数 をむ やみ に 大 きな値 に

す るの は近似 解 の精 度 を保 つ 上で危 険 で あ る.

2.従 来 の タ イ プAよ り も タ イ プBがBiCGSTAB(e)法

の収 束性 が 頑強 で あ る.

3、 タイ プBの ときの 近似 解 の相 対残 差 は要 求精 度 と同

じオ ー ダ10-12が 保 持 され てお り信 頼性 が 高 い.

4.一 方,タ イ プAの と き,近 似 解 の 相 対 残 差 は 平均 で

オ ー ダ10-8'9程 度 で非 常 に悪 く信 頼性 が 低 い.

5.計 算 時 間 も タ イプBが 従 来 の タイ プAよ り も大 幅 に

少 ない,

6.ま と め

タ イ プBのBiCGSTAB(e)法,す な わ ち,初 期 シ ャ ドウ

残 差 略 に擬似 一様 乱数 を使 用 す るBiCG-STAB(e)法 を使

え ば,計 算 時 間お よび得 られ た近似 解 の相 対残 差 の観 点 か

ら,最 少 の計 算 時 問 で信頼 度 の 高 い近似 解 が得 られ る可 能

性 が 高 い.ま た,段 数eの 上 限 もe=3程 度 の 少 な い段 数

で十 分 であ る.
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