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二分 決 定 グ ラ フに よ るモデ ル 生成 木 の刈 込み

岡 雄 一 郎*・ 長谷川 隆三**・ 越 村 三 幸**

Pruning Model Generation Proof Tree with Binary Decision Diagrams 

         Yuuichirou OKA, Ryuzo HASEGAWA and Miyuki KOSHIMURA 

                           (Received December 13, 2002)

Abstract: Binary Decision Diagram(BDD) is a data structure that expresses Boolean expressions on 
computers. We can effectively manipulate Boolean expressions and determine their satisfiability with 
BDDs. We can enhance the proving power of MGTP (Model Generation Theorem Prover) by pruning 

proof tree of MGTP using BDDs. In this paper, we propose a method which postpones updating BDD 
in order to suppress memory consumption and compare its performance with standard MGTP and a 

previous version of MGTP with BDDs. 

Keywords: Model generation, Binary decision diagram(BDD), Automated theorem proving, Proof tree

1.は じ め に

MGTP(ModelGenerationTheoremProver)1)は,モ

デル生成法 に基づ く一階述語論理 の定理証明システムで

ある.モ デル生成法は,節 集合のエル ブランモデルの構築

を試 みることで,節 集合の充足可能性の判定を行 う.構 築

途 中のモデルをモデル候補 と呼ぶ.モ デル生成法は,モ デ

ル候補で充足 され ない節の基礎 例を用 いてモデル候補を

拡張 してい く.こ の拡張は,全 ての節が充足 され るか,矛

盾が導かれるまで続 けられ る.一 つのモデル候補が複数の

モデル候補に拡張 され ることがあ り,こ れは証明の分岐に

相 当している.

拡 張は,盲 目的に行われ るので,証 明には貢献 しない拡

張や分岐後 の重複証明 といった無駄な推論 が行 われ る危

険がある.我 々は以前,二 分決 定グラフ(BinaryDecision

Diagram,BDD)を 利 用 して回避す る手法 を提案 した4).

BDDは 命 題論理関数の表現法であ り,BDDに 対 す る論理

演算は計算機上で効率的に実現できる.こ こでは生成木の

刈 り込みには効果 があるものの,メ モ リの使用量や証明時

間の点で悪化することが分かろた.そ こで本稿では,BDD

の構 築手順 を見直 し,メ モ リの使用量や証明時間を改善す

る手法を提案 し,そ の評価を行 う.

以 下で は,ま ずBDDとMGTPの 概 要 を説 明 した後,

MGTP証 明へのBDD演 算 の組み込み法 と今回提案す る手

法 を示す.最 後に,本 手法 の実験結果 を述べ,そ れに対 し

て考察す る.
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2.二 分決 定 グ ラ フBDD

2.lBDDの デ ー タ構 造

BDD2)と は,論 理関数 をコンパ ク トに表現で きる非巡

回有 向グラフである.BDDの 各節点 は一つの論理 関数 を

表 し,

fv=層 ・fv=o十v・fv=1

と書 くこともできる.こ こで ノ.は変数"で ラベル付 けされ

た論 理 関数 ノで節 点 に相 当す る.fv=o,fv=1は,0枝,1枝

の 指 す 子 節 点 で あ る.す な わ ち,BDDは 論 理 関数 の

Shannon展 開 をグラフで表現 した ものとも言 える.

本 稿ではBDDをFig.1の よ うに表す.こ れは α>bを

表すBDDで あ る.BDD中 の 円は節 点(変 数節 点,node)と

呼 ばれ,変 数でラベル付 けされている.正 方形で囲まれた

0,1は 特 に定数節点 と呼ばれ る.節 点か ら左下,右 下に出

た線 をそれぞれ0枝,1枝 といい,変 数が0,1の 値 を持つ場合

に対応す る.

ま た枝が指す先の節点を子節点,そ の逆を親節点 と呼ぶ

ことがある.Fig.1の 場 合,節 点nOは 節 点n1の 親 節 点で

あ り,n1はnOの 子 節点である.

また,先 頭にある節点(Fig.1で はnO)を 根(root)と 呼

ぶ.根 か ら任意 の値をとって定数節点へた どる経路をここ

で は 路(path)と 呼 ぶ.Fig.1の 場 合,3本 の 路が存在 す

る.す なわち,

●a→1

● 面→b→1

● δ→b→O

で ある.

Fig.2の 左 図において,節 点nO,n1は 節 点n2の 親 節点



Fig.1 BDD for a V b.

であ り,節 点n3はn2の 子 節点である.n2に つ いて見てみる

と,0枝,1枝 の どち らも同 じ節点n3を 指 しているので,n2

に ラベル付 けされた変数の値 によらず,n3へ た どりつ くの

で,n2は 値 の決定に関与 していないことになる.こ の よう

な節点n2を 冗長な節点 と呼ぶ.n2を 取 り除き,n2を 指 して

いた枝 をn2が 指 してい たn3を 指す よ うに して も等価 な

BDDと な る.

Fig.2 Eliminating redundant nodes.

Fig.3の 左 図の場合,節 点n6と 節 点n7は 同 じ変数でラ

ベル付 けされ,0枝 が節点n8,1枝 が節点n9と そ れぞれ同 じ

子節点を指 している.こ のよ うな節点n6,n7を 等価 な節点

とい う.こ の場合,節 点n5のn7を 指 す枝をn6に 付 け替 え,

n7を 取 り除いても,BDDは 等 価である.

Fig.3 Eliminating equivalent nodes.

冗長であった り,等 価であった りす る,不 必要な節 点を

取 り除いたBDDを 既約 なBDDと 呼 ぶ.

BDD中 に 出て くる変数それぞれに異 なる優先順位 がつ

いていて,そ の優先順位に従ってBDDが 構成 され ている

場合,順 序つきのBDDと 呼 ぶ.順 序つきのBDDに お いて,

根 か ら任意の路 をた どった場合,そ の路に現れ る変数の順

序 関係 はこの優 先順位 の関係 と同 じになってい る.た だ

し,任 意の路をた どった時に入力 されたすべての変数が出

現する とは限らない.一 部の路には現れない場合や,BDD

その ものか ら除去 されて しま う場合 もあ り得る.

一般 にBDDと 言 えば
,既 約で順序 つきのものを指す.

変数の優先順位が等 しいな らば,入 力の順序を どのよ うに

変えても,既 約なBDDは 同 じものとなる.

3.モ デ ル生 成法

モデル生成法において,節 は次のよ うに含意式の形で表

現 される.

Al〈A2〈_〈An→01VO2>_VOm

こ こ で,Ai(1≦i≦n)お よびCj(1≦ 」≦m)は 原 子論理

式(atom)で あ る.→ の左側 を前件部,右 側 を後件部 とい

う.n=0の とき,前 件部を特にtrueと 書 き,正 節 と呼ぶ.

一 方m=0の とき
,後 件部 を特 にfalsε と書 き,負 節 と呼

ぶ.そ れ以外 の節 は混合節 と呼ぶ.m=1の と き,Horn

節 と呼 び,Horn節 で な い節 はNon-Horn節 と呼 ぶ.ま

た,節A1〈A2〈...〈An→01>02>...>Omが 基礎 ア

トム の集 合.Mに 置 換 σの も とでviolatedで あ る とは,

∀i(1≦i≦n)ん σ ∈M〈 ∀ン(1≦ ゴ≦m)CjσeMで あ

ることをい う.

モデル生成法は,与 えられた節集合に対するエルブラン

モデルを,空 集合 から始 めて構成 的に求める証明手法で

ある.

モ デル生成法 には次の二つの規則があ る.規 則中洞 は

構成途 中のモデルの集合 を表 し,各 要素をモデル候補 と呼

ぶことにす る.ル{の 初期値は{φ}で ある。

● モ デ ル 拡 張 規 則:混 合 節 も し く は 正 節

Ai〈A2〈_〈An→01VO2>_VOmが,あ るモ

デル候補M∈Mに 置換σの もとでviolatedで あ る時,

Mの 代 わ りに各0ゴσをMに 加 えてモデル候補 を拡張
　

す る(M・-MU{MU{(ろ σ}}＼{M})・

」=1

● モデル棄却規則:負 節A1〈A2〈...〈An→ ノαlse

が,あ るモ デ ル 候 補M∈Mに 置 換 σの も と で

violatedで あ る時,.Mを 棄却す る(M:=M＼{M}).

二つ の規則のいずれも適用できなくなった時点で,節 集

合 の全モデルがル1の 要素 として得 られ る.モ デル生成法

は健全 で完全で あることか ら,況 ≠ φな らば節集合は充



 Fig.4 Example clause set Si  and its proof tree.

足可能であ り,ル1=φ な らばその節集 合が充足不可能で

あることがわかる.

なおMGTPで は,入 力節 に値域限定 とい う制約 を設 け

てい る.値 域限定 とい うのは,後 件部に現れ る変数 は,全

て前件部に現れるとい う制約である.こ れによ りモデル候

補の各要素は,基 底であることが保証 される.

Fig.4はc1か らc7の7つ の節で構成 され る問題s1と,

そ の問題 に対 してMGTPが 生 成す るモデル生成木である.

各 ア トムの左(12の み 右)に ある数字はMGTPが 生 成 した

モデル候補 につ ける番号で,本 文 中のMnのnと 対応 して

いる.例 えば7番 であれば,M7={r,α,d}の モ デル候補 を

表す.

こ こで,根 から リテラルをた どったものを枝 と呼ぶ.枝

が閉 じる とは,枝 上の リテラルの集合において矛盾が発生

するか,モ デル棄却規則が適用 される場合を言 う.完 成 し

た枝 とはこれ以上モデル拡張規則が適用できない枝か,閉

じた枝のことである.一 般に枝 といった場合 には完成 した

枝のことを指す.

ま ず,空 集 合M={φ}か ら 始 め る.φ に01を

用 い て モ デ ル 拡 張 規 則 を 適 用 す る こ と に よ

り,.M1={r}が 得 ら れ る.次 に02に よ りMlか ら

M2={r,α}とMiO={r,b}が 得 られ る.M2は03に よっ

てM3={r,α,p},M4={r,α,C},M7={r,α,d}に 拡 張 さ

れ る.こ こで,M3は06に よって棄却 され る.M4は04に

よ ってMs={r,a,C,p}と.M6={r,α,C,q}に 拡 張 され る

が,そ れぞれ06,07に よって棄却 され る..M7も 同 様であ

る(Ms,Mg).一 方,MiOは05に よって.M11={r,b,p}と

。M12={r,b,q}に 拡 張 されるが,そ れぞれ06,07に よって

棄却 され る.M=φ とな りどの規則 も適用できないので

S1は 充足不能 であると結論できる.こ の場合の枝数は7で

いずれ も閉 じている.ま たMGTPが 生成 したモデル候補

数 は12で ある.

4.BDDを 利 用 したモ デル 生 成木 の刈 り込 み

4.1MGTPに お けるBDDの 役 割

モデル生成法は健全で完全な定理証明法であ る.し か

しなが ら,盲 目的に拡 張を行 うため,貢 献 に関与 しない無

駄な拡張や,同 じ部 分証明木を複数生成す る重複証 明 と

いった無駄な推論を行 って しま う可能性がある.

無 駄な推論の回避は次の原理 に基づいて行われ る:

現 在着 目しているモデル候補が,そ れ以前までに

用い られた基礎例の集合に矛盾 していれば,そ の

モデル候補に対する拡張は不要である.

なぜな ら,こ のモデル候補 を含むよ うなモデルは存在 し得

ないので,拡 張を続 けていっても,い ずれ矛盾 が導かれ る

か らである.こ こで,基 礎例の集合 もモデル候補 も命題論

理 式 として表現で きるので,こ の矛盾 検査は,(原 理的に

は)命 題論理式の充足不能性 の検査 とな る.本 稿では,こ

の充足不能性検査をBDDを 用 いて行 う.

4.2MGTPへ のBDDの 実 装

BDDを 組 み込んだMGTP(以 下BDD-MGTPと 呼 ぶ)で

は,従 来 のMGTPの 動 作 に加 えて,新 た に以 下の こ とを

行 う.

4.2.1BDDの 拡張

Alσ 〈A2σ 〈_〈.Anσ → σ1σ>02σ 〉_>Omσ

は,前 件 リテラル を後件 に移動 させ,



true→01σ>02σV...>Omσ>Alcr>A2σ 〉_〉.Anσ

と して も等価である.こ のことから,節 か ら論理関数

01σ 〉σ2σ〉_>Cmσ>Aiσ 〉.A2σ〉_>Anσ

を得ることができる.

節 を適 用 してモ デル候 補 を拡 張す る際,そ の節 か ら

上記 の よ うに して 得 られ た論 理 関数 をBDDで 表 し,

BDD-MGTPが 保 持 す るBDDとand演 算 を行 うことに

よってBDDを 拡 張す る.な お,BDD-MGTPが 保 持す る

BDDの 初 期値は1で ある.

4.2.2BDDに よ る恒偽判定

モデル候補 を拡張 した際,BDDを 調 べ ることに よって

生成 されたモデル候補 が恒偽であるか どうかを判定す る.

恒偽 となることが判定できれば,そ のモデル候補 をこれ以

上拡張す ることな く棄却す ることができる.

具 体的には,節 点に ラベル付 け されたア トムについて,

着 目しているモデル候補に正 リテ ラルが含まれていれ ば1

枝 を,負 リテ ラルが含 まれ ていれば0枝 をた どる.対 応す

るリテラルが含 まれていない場合は両方の枝 をた どる.こ

の規則に従 う全 ての路 が定数節点0に た ど り着 くな らば,

そ のモデル候補 は恒偽であると判定 され る.1つ で も定数

節点1に た どり着いたな らば現時点では恒偽ではない と判

定する.

また,あ る問題節により1つ のモデル候補M。 。gが複数 の

モデル候補に拡張 され た場合,MGTPで はその うち1つ を

着 目す るモデル候補 として保持 し,残 りをスタックに保存

す る.一 つの枝が完成 した後 にこのスタ ックからモデル候

補 を取 り出すが,そ の際に もこの.M。rgに つ いて同様 の恒

偽判定 を行 う.こ の条件 によるBDD検 査 で棄却 された場

合 には,こ れ以 上M。 。gを拡張 して もモデル は存在 しない

とい うことができる.こ れは問題節 が証明に貢献 していな

い場合に対応す る.

いずれの場合にも,こ の判定作業はモデル候補が負節に

よって拡張 され るまでは行われ ない.

5.btmupBDD-MGTP

以 前 の研究4)で は,BDDの 演算 ・構築 に要す る時間や メ

モ リの要求量が非常 に大 きくなって しま う問題 が発生 し

た.本 稿ではこれ らの点 を改善す るため,次 のよ うな改善

案 を提 案 し,BDD-MGTPに 実 装 した.以 下,こ の版 の

BDD-MGTPをbtmupBDD-MGTPと 呼ぶ.

5.1BDDの 構 築手 順 の変 更

BDD-MGTPで は,問 題節 を利用す ると同時にBDDに

組 み込んでいたが,実 際には証明に関与 していない節があ

ることが分かってお り,様 々な研究がな されてい る3).

そ こで,BDDの 拡 張 を当該節の証明終了後 に遅 らせ る

ことに よって,実 際には証明 に関与 しなかった節 に よる

BDDの 拡張は行わないようにした.

具体的には,

● モデル候補 の拡張に使 われた問題節 と拡張前のモデ

ル候補 を対に してスタックに積 んでお く.た だ し,そ

の問題節 が正節 ならば即座 にBDDを 拡 張す る.こ の

理由については次節で述べる.

● 枝 が閉 じた場合,ス タックか ら積んでおいた問題節

と対応す るモデル候補を取 り出 し,そ のモデル候補 と

BDDを 用 いて恒偽判定 を行 う.こ こで恒偽 と判 定さ

れれば,取 り出 した問題節は証明に関与していない と

わかるので,こ の問題節 を利用 したBDDの 拡 張は行

わない.恒 偽 と判定 されな ければ,BDDを 拡 張す る.

こ の動作 はまだ棄却 されていないモデル候 補が残 っ

ている問題節 を取 り出すまで繰 り返 され る.

5.2正 節 に よ るBDD拡 張

正節 は定理証明において,前 提条件 を表す ものであ り,

モ デル生成法では証 明はここか ら始 まる.正 節 がHorn節

な らばモデル候補 には正節の後件 の リテ ラルが必ず含ま

れ る.こ れ はBDDに お いてこの リテ ラルが対応す るノー

ドの0枝 をた どることは無い とい うことである.一 方,5.1

節 の方式で正節 による拡張を即座 に行わない場合,そ の正

節 は証 明の最後までBDDに 取 り込 まれないため,該 当す

るノー ドの0枝 も演算の対象 とな り,BDDの 拡 張の際,ほ

とんどの場合,無 駄 な演算が行われ る.ま た,そ の分BDD

の ノー ド数 も増加 す る.正 節がNon-Horn節 の 場合 で も

Horn節 の 場合 よ り無駄 な演算 が少 なくなるとはい え,同

じことが言 える.

BDDの 構 築 に関 しては,2つ のBDDの2項 演算 はBDD

の そ れぞれの ノー ド数 をm,nと す ると,0(mn)の 手 間が

かかる.ま た,メ モ リの使用量はBDDの ノー ド数にほぼ比

例する.従 って,メ モ リの使用量の点からも,BDDの 構 築

に要す る計算量の点 からも,BDDの ノー ド数を削減す る

ことは重要である,

ま た,MGTPに お いてBDDを 拡 張す る際にはand演 算

のみ を利 用す るので,定 数節 点0に 到達する路 を増やす こ

とで,BDDの 拡 張 に関す る演算を短縮す ることができる

ほか,そ の後 の拡張において もノー ド数 を抑制することが

できる.

以 上の理 由か ら,5.1節 の通 り,正 節 に関 しては即座 に

BDDの 拡 張を行 うことに した.



 Table 1 Statistics : Averages on MGTP=1.

Table 2 Performance Comparison of BDD-MGTP 

      and btmup BDD-MGTP.

5.3BDDに お ける変数 の優 先 順序

BDDの ノー ド数は変数の優先順序に非常に敏感に変化

す る.以 前の研究4)で は証明に登場 した順 に優先順位を決

定し,最 初に出てきた変数が優先度が最 も高 くなるよ うに

した.Fig.4の 例 題s1で あれば,rが 最 も高 く,α,b,p,c,d,q

の順 序である.そ の後,後 件につ いては後 ろか ら優先順位

を決定す る(r,b,α,d,c,p,q)方式 で実験 を行ったが,最 初の

方式 よりノー ド数が増大 した.そ こで今回は最初の方式を

基本に,(1)証 明 に登場 した節 か ら優 先順位 を決 定す る,

(2)BDDの 拡 張 に利用す る節か ら優先順位 を決定す る,2

つ の方式 を事前 に実験 し,全 般的 に結果 が良好 であった

(1)の 方 式を採用 した.

6.性 能 評価,実 験

6.1概 要

Javaに よ り 実 装 し たBDD-MGTP,btmup

BDD-MGTPと 従 来のMGTPに,そ れぞれ 問題 を解かせ,

そ の性能を比較 した.問 題 はThousandsofProblemsfor

TheoremProvers6)か ら,143問 について計測 した.

計 測で は,従 来のMGTPと してJavaCMGTPVersion

32gを,BDD-MGTPはBD-CMGTPVersion32gV7を,

btmupBDD-MGTPはBDDbtmupvO.06revO2を,Java

はJava2SDKI.4.1を 使 用 した.

な お,今 回はSAT/UNSATの 判 別 のみを行 う方式で計

測 した.従 って,モ デル が見つかる問題 の場合はそのモデ

ルが見つかった時点で証明は終了する.

Table1は,各 デ ー タ をMGTPの 値 を 基 準 と した

相 対 値 の 平 均 を 取った も の で あ る.表 中 のBDDは

BDD-MGTPを,btmupはbtmupBDD-MGTPを 示 す.

Table 3 Result.

Table2は,各 デ ータ をBDD-MGTPの 値 を基 準 とした

相対値の平均 と,そ の最小値,最 大値 に関す る表 である.

Table3は,証 明 の 終 了 原 因 ご との 問題 数 で あ る.

MGTPの み で解 ける問題が34問,btmupBDD-MGTPの

み で解 けるのが2問,MGTPとBDD-MGTPで 解 けるのが

3問,す べての方式で解けるのが72問 である.

な お,MGTPよ り も 速 く 判 定 で き る 問 題 数 は,

BDD-MGTPで は1問 の み で あった の に 対 し,btmup

BDD-MGTPで は3問 である.

6.2BDDの 拡 張 回数

Table2の#ofBDDUpdatesを 比 較 す る と,平 均 で

86%に 減 少 してお り,今 回採用 した方式は有効に働 いてい

ると言える.

6.3証 明 速 度

証 明時 間(Provingtime)を 比 較す るこ とで考 察す る.

Table2に よ ると,BDD-MGTPに 対 して3%程 度 の改善

が見 られ る.ま た問題数で比較すると,72間 中44問 で 早 く

なってお り,今 回採用 した方式 は証明速度 の向上にも寄与

している.し か しなが ら,Table1の とお り,MGTPと

は平均153倍 とな り,BDD-MGTPよ りも改善 してい ると

はいえ,ま だ大きな隔た りが見 られ る.

6.4探 索 空 間

棄却 され た枝数(Failedbranches)と 生 成 されたモデル

候補数(Totalatoms)を 比 較す ることで考察す る.Table

2に よ ると,数%程 度数値が増 えてお り,BDDに よ る棄却

精度 が落 ちているこ とを示 している.こ れはBDDに 組 み

込む必要 が無い と判 定 した問題節がその後で有効 に働 く

場合 に,BDD-MGTPで は すでに組み込まれているので棄

却で きるものの,btmupBDD-MGTPで は棄却 できない

場合が考 えられ る.Table1で も若干 の悪化 が見 られ る

が,い ずれの比較結果 も証明速度の向上か らす ると納得で

きる範囲だと考える.

6.5BDDの 作 成効 率

Table2の 作 成 ノー ド数(#ofCreatedNodes),破 棄

ノー ド数(#ofRetractedNodes),最 大 ノ ー ド数(#of

MaximumNodes)で 比 較 す る.平 均 す る と77%か ら



93%に 減少 しているが,問 題数 で見る と最大ノー ド数 は減

少38問,増 加31問 で,今 回の方式は改善に若 干寄与 してい

る,と い う程度 である.た だ,Table3か ら分かるように,

メモ リ不足による終了が減少 してお り,メ モ リ使用量につ

いてはある程度減少 しているのではないか と推測 される.

7.ま と め

本稿では,メ モ リ使用量の削減や,BDDの 構 築時間の

削減を 目的 として,MGTPに お けるBDDの 構 築手順を変

更 したbtmupBDD-MGTPを 提 案 し,そ の実証 を行 った.

実 験の結果,各 項 目で若干の改善は見 られた ものの,従

来のMGTPに は及ばなかった.

BDDの 最 大規模 は,変 数順位や節 の投入順序 に非常に

敏感に変化す る.こ れ に関連 して さまざまな研究5)が な さ

れ てい るものの,MGTPに お けるBDDの 構 築は,MGTP

の動 作 と密接 に関連 してお り,最 適 な設定 を見つ けること

は今後の課題である.

5.2節 で 述 べ た 全 体 に 関 与 しや す い 問 題 節 を 優 先 す る と

い う方 式 は,今 回 の 改 良 と あ い ま っ て,か な り の 改 善 効 果

を も っ て お り,こ れ を 負 節 に も 適 用 す る こ と に よ り,更 な

る 改 善 を す る こ と が 可 能 で あ る と考 え られ る.
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