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論 文 審 査 の 結 果 の 要 旨 
 

 
Kaneko-Zagier (1998)は超特異楕円曲線の j-不変量の研究において，一変数楕円モジュラー形

式に対するある２階の線型微分方程式（以下 KZ-方程式）を導入した．これは，解空間が

SL(2,Z)の作用で閉じているという性質で本質的に特徴付けられる，重さをパラメータとする微分

方程式である．その後，Kaneko-Koike は一連の研究で，この微分方程式のモジュラー，および準

モジュラー解について詳細な研究を行い，（準）モジュラー解のすべてと思われる解を具体的に

記述した．またこの微分方程式は二次元共形場理論の分類などにも現れ，その３階の一般化が， 

頂点作用素代数との関わりの中で Kaneko-Nagatomo-Sakai によって研究されているほか，最近

では Guerzhoy によって KZ 方程式の「混合擬モジュラー」解が発見され，新しい展開を見せて

いる． 

本学位論文は，その KZ 方程式の類似物を，二変数モジュラー形式である Jacobi 形式に対して

導出し，その解を具体的に記述するものである．申請者はまず， Jacobi 形式に対する 

Ramanujan-Serre 微分作用素の類似をもちいて，重さが適当な合同条件を満たすときの Jacobi 形

式（SL(2,Z)でインデックス１）の空間の線型変換を，その空間上に働く４階の微分作用素として

定義，その固有値問題として微分方程式を導出する．一変数の場合は２階線型常微分方程式であ

るが，Jacobi 形式の場合は，上半平面上の変数について２階，複素変数について４階の線型変分

方程式となる．申請者はこの微分方程式の解空間が Jacobi 群の作用で不変であること，そうして

その条件（といくつかの付帯条件）で本質的にこの微分方程式が特徴付けられることを示した．

これはこの微分方程式がある種標準的なものであることを示しており，一変数の場合に超特異楕

円曲線，共形場理論の分類や特殊な型の準モジュラー形式(extremal quasimodular form)など

様々な対象と結びついたことを考えると，Jacobi 形式の場合にも何か関係する良い対象があると

考えるのが自然ではないかとの推測を裏付ける結果になっている． 

そうして申請者は，重さパラメータが mod 6 である合同条件を満たす整数であるときに，導出

した微分方程式の解を具体的に構成する．それは漸化的に決まる四つの多項式列によって記述さ

れる Jacobi 形式である．構成した Jacobi 形式が解であることを証明するのに，解の漸化的な構

造と，伊吹山知義氏による，(Jacobi 形式と一変数モジュラー形式から新しい Jacobi 形式を構成

する）Rankin-Cohen 型微分作用素を用いる．またこの解は超幾何級数と密接な関係を持ち，上述

の多項式列を決める漸化式の係数は Gauss による超幾何級数の比の連分数展開に現れる数列によ

って記述される．  

さらに申請者はインデックスが一般の場合にも同様の微分方程式を導入し（群は SL(2,Z)），

テータ関数を用いて解と目される関数を表示することにより，申請者が導いた Jacobi 形式に対す

る微分方程式と，もともとの KZ 方程式との間に非常にきれいな関係があることを発見，証明した．

その結果は，本論文の二変数偏微分方程式と一変数モジュラー形式に対する KZ 微分方程式，およ

び古典的な偏微分方程式である熱方程式の間に密接な関係があることを示しており，今後のさら

なる研究が望まれるところである．  



本論文で得られた成果は，一変数の KZ 方程式を多変数保形形式に拡張する初めての試みであり，

類似の理論が Siegel モジュラー形式など他の多変数保型形式に対しても存在する可能性を示唆し

た点でも意義深い．Guerzhoy 氏の研究のように，新しい型の保型形式が解として現れることが示

されれば更に興味深い進展が得られると期待される． 

   本論文の前半の結果は既に英文学術雑誌に公表済みであり，後半部分は現在論文としてまとめてい

るところである．申請者は他にも，参考論文として，修士論文での研究を発展させた，（特定のサイ

ズ，レベルの）Siegel モジュラー形式の空間の構造を決定する研究を行っており，これも既に公表さ

れている． 

   これらの研究結果は整数論，とくにモジュラー形式の分野において価値あるすぐれた業績と認めら

れる．よって本研究者は博士（数理学）の学位を授与される資格があるものと認める． 

 
 

 


