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第 9 章	
 数列と級数そして無限へ	
 

	
 数列とか級数は何のために学ぶのであろうか？実は積分のときに重要になってくるからである．また，関

数をべき級数の和として表すことができれば，それを用いて簡単に微分，積分ができるようになる．また，

べき級数展開を通して，関数の間の関係も知ることができ，関数の奥深さを知ることができる．実は古代か

ら人類は未来のことを考えて級数の計算をしながら農業をしていたのである．即ち，級数を学ぶと

将来に対する展望が開けてくるのである．	
 

	
 ここでは収束とか，発散の厳密な議論にこだわらずに，級数の面白さを知ることで数学の深みと広がりを

見る．級数は，数を無限に足していくとその和がある有限な値になったり（収束したり），値がどんど

ん大きくなっていく（発散する）場合の２つに大きく分けることができる．	
 

§9.1.数列と級数の関係

関数をある一定間隔でとると数列になる．級数とはその数列を足し合わせたもので，幅Δ = 1の長方形の
面積の和として図に表わされる．この長方形の横軸を無限に小さく分割した級数が積分である．例えば，

双曲線関数ｙ＝１／ｘの場合，下図（図 9－ 1）左が数列で，右図はその級数である．	
 

	
 	
 数列：1, 1
2
, 1
3
, 1
4
, 1
5
, 級数： Ln = 1+

1
2
+
1
3
+
1
4
+
1
5
+ ⋅ ⋅ ⋅+

1
n

図に描くことによって，数列は被積分関数，級数は積分に対応していることがすぐに理解できる．	
 

数列(関数)	
 級数（積分）	
 

図 9－ １	
 

§9.2.外に広がる無限

§9.2.1.新聞紙を何回折りたたんで台にすると宇

宙へいけるか？	
 

	
 厚さ 0.2mm(=0.2x10-3	
 m)の新聞紙を何回折りたたむと

地球の外に出る位の厚さになるであろうか？折りたた

んだ物をさらに折りたたむことを繰り返す，いわゆる”

思考実験”を行ってみよう(図 9－ ２)．	
 

１回目：２層＝２１

２回目：４層＝２２	
 

３回目：８層＝２３	
 

４回目：１６層＝２４	
 

１回目 ２回目

３回目 ４回目

図 9－ ２	
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８回目：２8＝256 層	
 

	
 	
 	
 新聞紙の厚さ＝256x0.2x10-3m=51	
 mm	
 

３０回目：２３０＝1,073,741,824 層～1x109	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 厚さ＝1x109x0.2x10-3m=0.2x106	
 m=200	
 km	
 

４０回目：２４０＝1,099,511,627,776 層～1x1012	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 厚さ＝1x1012x0.2x10-3m=0.2x109	
 m=200,000	
 km	
 

地球と月の距離は REm=384,400	
 km であるから，その半分まで達することになる．	
 

１００回目：２１００＝1,267,650,600,228,229,401,496,703,205,376 層～1x1030	
 

厚さ＝1x1030x0.2x10-3m=2x1026	
 m=2x1026	
 m/0.94x1016	
 m/年＝2x1010	
 光年（２０億光年）	
 

	
 

（注：１光年は光が１年間に進む距離で，Ｌ＝3x108	
 [m/s]x365x24x60x60[s]=94,608,000x108	
 m～94x1014	
 m

である．）最近の観測によるとビッグバンから今日までの時間は約 137 億年であるといわれているので，宇

宙の大きさは，その間に光の進む距離約 137 億光年程度である．従ってあと 3回折ると宇宙の果てに届く計

算になる．	
 

	
 以上で理解できるように，たった１０３回新聞紙を折るだけで，宇宙の果てに届くことなど感覚的にはぴ

んとこないが，計算上は事実である．	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

新聞紙の層の数を並べてみると，次のような数列になっていることがわかる．	
 

1 回，2 回，3 回，4 回，5 回，6 回，7 回，8 回,	
 9 回，10 回，	
 

２１，	
 ２２，２３，２４，	
 ２５，２６，２７，２８，２９，２１０	
 

10 回目では約 103，20 回目では約 106，30 回目では約 109，40 回目では約 1012といわゆる”指数関数的に”

大きくなっていく．	
 

	
 	
 	
 

§9.2.2.発散する級数	
 

	
 今度は以下のように無限に数を足し算する場合を考える．その結果はすべて無限の大きさになる．それを

発散するという．	
 

	
 	
 ● S = 1+1+1+1+1+ ⋅ ⋅ ⋅ = ∞ 	
 
この数列(左図)と級数(右図)を描くと下図（図９－ 3）のようになる．級数は次第に大きくなり発散してい

くことがわかる．級数は数列の足し算であるから，例えば，級数 S の n=5 での高さは,左の数列で n=5	
 まで

を足し合わせたものである．	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 

図 9－ 3	
 

	
 	
 	
 新聞紙を１０３回折ると，宇宙の果てまで届く．	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 ̶ ̶ ＞指数関数の驚異	
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その他の発散級数を示す．級数の記号は次のようにギリシャ文字（大文字）のシグマ∑ で表わす．kに１，

２，３，４を代入し次々に足していく．	
 

● S2 = 1+ 2 + 3+ 4 + 5 + ⋅ ⋅ ⋅+ k + ⋅ ⋅ ⋅ = k
k=1

∞

∑ = ∞ 	
 

● S4 = 1+ 4 + 9 +16 + 25 + ⋅ ⋅+k
2 + ⋅ ⋅ = 12 + 22 + 33 + 42 + 52 + ⋅ ⋅+k2 + ⋅⋅ = k +1( )2

k=0

∞

∑ = ∞ 	
 

	
 

§9.3.内なる無限	
 

	
 §9.2.1.の例は 100 回折り曲げるだけで無限に大きくなる例で“外に広がる無限”であった．次は無限回

繰り返しても有限の値を超えないような例を考えよう．これは“内なる無限”ということもできよう．	
 

	
 

§9.3.1.有名なアキレスと亀の逆説.飛ぶ矢は飛ばない（例１）	
 

	
 	
 古代ギリシャのゼノンはこう言った．「足の速いアキレスが亀に追いつこうとしている．アキレスが亀の

出発点に来たとき，亀は先にすこし進んでいる．さらにその位置までアキレスが来たとき，亀はまたすこし

先に進んでいる．こう考えるとアキレスは亀を追い越すこ

とはできない．」アキレスを矢に見立て，走る亀をイノシシ

をに見立てれば，矢はイノシシを射止めることはできず，

イノシシより先には飛ばないことになる．つまり，ある瞬

間に矢はある場所にある．わずかな時間に区切ると矢はす

こししか飛ばない．この時間をどんどん短くすれば，矢は

動くだけの時間がないから同じ場所にとどまっているはず

である．従って矢は飛ばない．そんな馬鹿な！	
 

	
 ここでは時間を無限に小さく刻んで袋小路にはまってし

まっている．内なる無限に取り込まれて出口がなくなって

しまったのである．我々はもっと大局的に物事を考えなけ

ればいけない．そこに「もっと数学を大きくとらえよう」

というこの本の目的があるのである．	
 

	
 アキレスの速度を a	
 [m/s]とし，亀の速度を b	
 [m/s]とし，

亀の最初の位置は c	
 [m]	
 にあるとする．アキレスが最初に

亀がいた位置に達するのは t1 = c / a 	
 秒後である．しかし
亀はすでに	
 bt1だけ先に行っていて，	
 

	
 	
 	
 亀の位置：	
 y = c + bt1 = c + b
c
a
= c + c b

a
	
 

の位置にいる(図９－ 4)．アキレスが前に亀のいたところにたどり着くには，	
 

t2 =
bt1
a

= bc
a2
	
 

秒だけ走らなければならない．しかし，そのとき亀はすでに	
 bt2だけ先に行って	
 

	
 	
 	
 亀の位置：	
 y = c + c b
a
+ bt2 = c + c

b
a
+ c b

a
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

	
 

亀

アキレス

a

b

c

t1

t2

t3

bt1

bt2
bt3

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 図９－ 4	
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の位置にいる．また，再びアキレスが前に亀のいたところにたどり着くために，	
 

t3 =
bt2
a

= b
a
bc
a2
	
 

秒だけ走ると，亀はすでに	
 bt3だけ先に行って，現在地は	
 

	
 	
 	
 亀の位置：	
 	
 y = c + c
b
a
+ c b

a
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ bt3 = c + c
b
a
+ c b

a
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ c b
a

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
3

	
 

の位置にいる．これの繰り返しであり，いつまで経っても追いつかないように思えてしまう．	
 

	
 そこで，亀の速度を b=0.5	
 [m/s]とし，最初の位置を c=3	
 [ｍ]先とすれば，亀の位置は	
 

y = bt + c = 0.5t + 3.0 	
 
で表され，アキレスの速度を a=1.5	
 [m/s]とすれば，その位置は	
 

y = at = 1.5t 	
 
となる．これらを等しいとおけば追いつく時間と地点が計算できる．	
 

	
 	
 	
 	
 1.5t = 0.5t + 3.0 	
 
即ち，t = 3.0s後であり，位置は y = 4.5 mである．ここで，亀の位置，速度，アキレスの速度（c=3	
 m,	
 b=0.5	
 
m/s，a=1.5	
 m/s）を上の級数の式に代入して求めると，	
 

	
 	
 	
 	
 

y = c + c b
a
+ c b

a
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ c b
a

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
3

+ ⋅ ⋅ ⋅ = 3+ 3 0.5
1.5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ 3 0.5

1.5
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ 3 0.5
1.5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
3

+ ⋅ ⋅ ⋅

= 3 1+ 1
3
+
1
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+
1
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
3

+ ⋅ ⋅ ⋅
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= 3 1

1− 1
3

=
9
2
= 4.5 m

	
 

（この計算法は後述する）となり，時間を無限に短くしていって計算した地点は連立方程式を用いて求めた

交点と同じになることがわかる．時間を限りなく短く区切っているので，いつまでも追いつく時間には達せ

ず，追いつかないかに思えてしまうのである．しかし，時間は一定の刻みで進んでゆくのであり，無限に切

り刻んで考えてはいけないのである．	
 

	
 

§9.3.2.シュメール人の農業（例 2）	
 	
 

	
 カルヴィン．Ｃ．クロースン，「数学の不思議」，青土社によれば，BC3100 年頃にシュメール人は数列や級

数を使って将来のことを考えながら農業をしていたという証拠を示す文献があるそうである[9.1]．それは

｢次の年に十分な食料を供給し，引き続く年に種を残すには春にどのくらいの穀物を植えればよい

か？籾（モミ）の種は 3 倍に増えると仮定する．｣	
 という問題である．	
 

	
 つまり，春に 1/3 ブシェル(注：ブシェルとは穀物の量の単位で樽のことである)のモミを植えると，秋に

は 1ブシェルのモミを収穫できる．冬の間家族を養うには 1ブシェルのモミが必要である．この様な条件で

未来永劫生きていくには春に何ブシェルのモミを植えればよいだろうか？	
 

（１）1 年の命で終わる場合	
 

	
 1 年目：春：	
 1/3	
 ブシェルのモミをまく．	
 

	
 	
 	
 	
 	
 秋：	
 １	
 ブシェルのモミを収穫し，冬の間生きていけるが，春まくモミがない．	
 

（２）２年の命で終わる場合	
 

	
 1 年目：春：1/3＋1/9	
 ブシェルのモミをまく．	
 

	
 秋：１＋1/3	
 ブシェルのモミを収穫し，冬は越せて，春まくモミもあるが，その次の年に春まく

モミがない．	
 

	
 	
 2 年目：春：1/3	
 ブシェルのモミをまく．	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 秋：	
 １ブシェルのモミを収穫し，冬の間生きていけるが，次の春まくモミはない．	
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（３）未来永劫に続く命の場合	
 

1 年目：春：1/3＋1/32＋1/33＋1/34＋1/35+1/36＋1/37＋1/38＋1/39････････	
 ブシェルのモミをまく	
 

秋：１	
 ＋1/3＋1/32＋1/33＋1/34＋1/35+1/36＋1/37＋1/38＋1/39････････	
 ブシェルのモミを収穫	
 

	
 	
 2 年目：春：	
 	
 	
 1/3＋1/32＋1/33＋1/34＋1/35+1/36＋1/37＋1/38＋1/39････････ブシェルのモミをまく	
 

	
 	
 秋：	
 	
 	
 １＋1/3＋1/32＋1/33＋1/34＋1/35+1/36＋1/37＋1/38＋1/39･･･････ブシェルのモミを収穫	
 

	
 3 年目：春： 	
 1/3＋1/32＋1/33＋1/34＋1/35+1/36＋1/37＋1/38＋1/39･･･････ブシェルのモミをまく	
 

	
 秋： １＋1/3＋1/32＋1/33＋1/34＋1/35+1/36＋1/37＋1/38＋1/39････ブシェルのモミを収穫	
 

従って，1 年目の春にこれだけのモミをまくと未来永劫生きていけることになる．	
 

この和 Sを求めるには，両辺に 1/3	
 をかけて，辺々差し引き，	
 

−
S =

1
3
+

1
32 +

1
33 +

1
34 +

1
35 +

1
36 +

1
37 +

1
38 + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1
3

S =
1
32 +

1
33 +

1
34 +

1
35 +

1
36 +

1
37 +

1
38 +

1
39 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1−
1
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

S =
1
3

→ S =
1
2

よって	
 

S =
1
3
+

1
32 +

1
33 +

1
34 +

1
35 +

1
36 +

1
37 +

1
38 + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ =

1
2

となる．即ち，最初に 1/2=0.5 ブシェルのモミをまいて，将来成長する芽の分をきちんと考慮しておくと，

未来永劫生きていける．このように無限に続いた数値の和を計算し，それが有限な値をもつことができるこ

とをシュメール人は認識していたと考えられる．	
 	
 

	
 この級数の各項である数列と関数 y=1/3ｘを図９－ 5 の左に，対応する級数を右に示す．5 年程度で数列は

０に近くなり（5 年先のためのモミの量は最初はきわめて少ないことを意味する），級数の和はほぼ一定の

1/2（最初の年にまかなければいけないモミの量）になっている．	
 

図 9-5	
 

両辺に２を掛けると，次のように書き直すことができる．	
 

2
3
+

2
32 +

2
33 +

2
34 +

2
35 +

2
36 +

2
37 +

2
38 + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = 1
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この級数が１になる様子も図に描くことができる．2/3 にさらにその 3 分の１の 2/32を足して，さらにまた

その 3分の１の 2/33を足し，これを無限に繰り返していくと１ｘ１の正方形ができることがわかる．	
 

	
 	
 	
 	
 

1

1

2/32

2/3

2/3

2/33
2/33

	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 9-6	
 

	
 このように紀元前から人間は級数を使っていた．それは将来を考えるためになくてはならないものである

からである．昔の人々がそのように将来を考えながらやってきたおかげで今の人類があるのではなかろう

か？現在，年金や税金が問題になっている今日，現代社会はもっと数学的に物事を考えて進める必要がある

のでないか．級数は無限という考え方を通して将来がどのようになるかを教えてくれる．	
 

	
 

§9.3.3.無限等比級数の和	
 

	
 上に示したような等比数列の和（級数）は以下のよ

うにして一般的に求めることができる．	
 

2 31 n
nL r r r r= + + + + ⋅ ⋅ ⋅+ 	
 	
 	
 	
 	
 (9-1)	
 

両辺に r	
 をかけて	
 

  rLn = r + r 2 + r3 + ⋅ ⋅ ⋅+ r n + r n+1
	
 	
 (9-2)	
 

辺々引いて	
 

	
 	
 	
 ( ) 11 1 n
nr L r +− = − 	
 à	
 

  
Ln =

1− r n+1

1− r
	
 	
 	
 (9-3)	
 

	
 上の級数を無限にした場合，	
 

2 31 n
nL r r r r= + + + + ⋅ ⋅ ⋅+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 	
 	
 (9-4)	
 

図９-7 に示す数列 rnからわかるように，r が 1 よりも小

さい場合，ｎが大きくなると	
 rn+1は速く 0に近づくので，

級数は	
 

	
 	
 	
 	
 
  
L∞ =

1
1− r

	
 	
 	
 (9-5)	
 

に収束する．右図（図９－ ８）に示すように，ｒが１より

小さいほど，収束が速く値は小さくなる．ｒが１に近いと，

収束が遅く値は大きくなる．	
 

	
 

［例題１］次の無限級数を求めよ．	
 

0.80

r=1.0

r=0.99

0.98
0.97
0.96
0.95
0.90

0.70

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 図 9-7	
 	
 	
 

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 9－ 8	
 



物理工科のための数学入門 	
 御手洗	
 修	
 

213	
 

S = 1
7
+
1
72

+
1
73

+
1
74

+ ⋅ ⋅+
1
7n−1

+ ⋅ ⋅

［解答］	
 両辺に１／７をかけて，引き算する．	
 

−
S = 1

7
+
1
72

+
1
73

+
1
74

+ ⋅ ⋅+
1
7n−1

+ ⋅ ⋅

1
7
S = 1

72
+
1
73

+
1
74

+ ⋅ ⋅+
1
7n−1

+ ⋅ ⋅

1− 1
7

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
S = 1

7
→∴S = 1

6

上の公式を用いれば， r = 1
7
とおいて， L∞ =

1

1− 1
7

より S = 1
6
となる．従って，	
 

S = 1
7
+
1
72

+
1
73

+
1
74

+ ⋅ ⋅+
1
7n−1

+ ⋅ ⋅ ⋅⋅ =
1
6

［問題９—１］次の級数を求めよ．	
 

（1）
1
4
+
1
42

+
1
43

+
1
44

+ ⋅ ⋅+
1
4n−1

+ ⋅⋅ =

（2）
1
10

+ 1
102

+ 1
103

+ 1
104

+ ⋅ ⋅+ 1
10n−1

+ ⋅⋅ =

（3）
9
10

+ 9
10

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ 9
10

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
3

+ 9
10

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
4

+ ⋅ ⋅+ 9
10

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
n−1

+ ⋅⋅ =

（4）
A
B
+

A
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+
A
B

3

+
A
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
4

+ ⋅ ⋅+
A
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
n−1

+ ⋅⋅ = 	
 	
 	
 	
 ただし，
A
B
< 1とする．

［例題２］次の無限級数(交代級数）を求めよ．	
 

S = 1+ 1
2
− 1
22

+ 1
23

− 1
24

+ 1
25

+ ⋅ ⋅

［解答］	
 両辺に 1/2 をかけて，今度は足し算する．	
 

+
S = 1+ 1

2
− 1
22

+ 1
23

− 1
24

+ ⋅ ⋅+ 1
2n−1

+ ⋅ ⋅

1
2
S = 1

2
+ 1
22

− 1
23

+ 1
24

− ⋅⋅+ 1
2n−1

+ ⋅ ⋅

1+ 1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ S = 1+

2
2

S = 1+ 1
2
− 1
22

+ 1
23

− 1
24

+ 1
25

+ ⋅⋅ = 4
3

よって，	
 

1
2
− 1
22

+ 1
23

− 1
24

+ 1
25

+ ⋅⋅ = 1
3
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これを図に描くと下図のようになる．	
 

	
 	
 	
 	
 

図９－ 9	
 

	
 

これらを並べて書いて，2 つの級数を比較してみると，—の項を持つ級数が当然ながら小さな値を持ってい
ることがわかる．	
 

 

1
2
+ 1

22
+ 1

23
+ 1

24
+ 1

25
+ 1

26
+ 1

27
+ 1

28
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 1

1
2
− 1

22
+ 1

23
− 1

24
+ 1

25
− 1

26
+ 1

27
− 1

28
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 1

3

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

	
 

この交代級数は，次の 2式を辺々足して，	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 

  

+
Ln = 1+ r − r 2 + r3 − ⋅⋅⋅+ −1( )n+1

r n

rLn = r + r 2 − r3 + r 4 − ⋅⋅⋅+ −1( )n+1
r n+1

1+ r( )Ln = 1+ 2r − −1( )n+1
r n+1

	
 

  
∴ Ln =

1+ 2r − −1( )n+1
r n+1

1+ r( ) 	
 

r が 1 よりも小さい場合，ｎが大きくなると	
 rn+1は速く 0 に近づくので，級数は	
 

  
L∞ = 1+ 2r

1+ r( ) = 1+ r
1+ r( ) 	
 

となる．従って，	
 

  
L∞ −1= r − r 2 + r3 − ⋅⋅⋅+ −1( )n+1

r n + ⋅ ⋅ ⋅ = r
1+ r( ) 	
 

上の公式を用いれば， r = 1
2
とおいて L∞ = 1+ 2r

1+ r
=
1+ 2
2

1+ 1
2

= 4
3
となる．従って，	
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1
2
− 1
22

+ 1
23

− 1
24

+ 1
25

+ ⋅⋅ = 1
3

［問題９—2］次の級数を求めよ．	
 

(1)	
 1+ 1
7
−
1
72

+
1
73

−
1
74

+
1
75

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

（2）
1
10

− 1
102

+ 1
103

− 1
104

+ ⋅ ⋅ ⋅⋅ =

（3）
9
10

− 9
10

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ 9
10

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
3

− 9
10

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
4

+ ⋅ ⋅ ⋅⋅ =

（4）
A
B
− A

B
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ A
B

3

− A
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
4

+ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = 	
 	
 	
 	
 ただし，
A
B
< 1とする．

§9.4.無限級数の応用（循環小数の分数化）

	
 0.33333333･･･のように循環する小数は無限級数と同じである．級数を構成する数列は，0.3,0.33,0.003,

と一桁ずつ小さくなっていく．そのような循環する少数は，以下のように分数になおすことができる．	
 

Ln = 0.3333333333 ⋅ ⋅ ⋅ = 0.3+ 0.03+ 0.003+ 0.0003+ 0.00003+ ⋅ ⋅ ⋅

= 3 0.1+ 0.01+ 0.001+ 0.0001+ 0.00001+ ⋅ ⋅ ⋅( )
    = 3

1
10

+
1

102 +
1

103 +
1

104 + ⋅ ⋅ ⋅
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 3 1+

1
10

+
1

102 +
1

103 +
1

104 + ⋅ ⋅ ⋅
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− 3

    = 3
1

1− 1
10

− 3 =
1
3

即ち，	
 

1 0.3333333333
3
= ⋅ ⋅ ⋅

である．この両辺に３を掛けると，面白いことに	
 

1 0.99999999999999= ⋅ ⋅ ⋅
となる．１／３が無限循環小数であることは直感的に受け入れられるが，１が 0.9999･･･と同じであること

は直感的には受け入れがたい．	
 

別の計算法では	
 

0.99999999999999X = ⋅ ⋅ ⋅とおいて，両辺を１０倍し，辺々差し引くと，
10 9.9999999999999X = ⋅ ⋅ ⋅
10 9X X− = 	
 	
 即ち， 1X =

A
B
< 1のとき， A

B
+ A

B
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ A
B

3

+ A
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
4

+ ⋅ ⋅+ A
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
n−1

+ ⋅⋅ = B
B − A

	
 	
 	
 	
 (9-6)	
 

A
B
− A

B
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

+ A
B

3

− A
B

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
4

+ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = A
B + A

(9-7)	
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これは 0.99999999…は 1 に近づくと見なせばよい．実際の物理的世界では，誤差もあるし，繰り上げて 1

に等しいと見なしあまり気にしないが，数学の世界ではその違いが気になる．このようになった原因は，

等比無限級数において，右辺では無限に続く数字から無限に続く同じ数字を差し引いた結果，ぴったしの

値が出てくるからである［9.1.カルヴィン．Ｃ．クロースン］．	
 

	
 

［例題３］	
 循環小数を分数で表わすことができるか，いろいろな場合を試してみよう．	
 

(1)	
 0.1666666666 ⋅ ⋅⋅ = 	
 

［解答］	
 	
 	
 	
 	
 

S = 0.1666666666 ⋅ ⋅ ⋅
10S = 1.666666666 ⋅ ⋅ ⋅
9S = 1.5

	
 à	
 
1
S
=
9
1.5

= 6 	
 à	
 S = 1
6
	
 

(2)	
 0.142857 142857 142 ⋅ ⋅⋅ = ? 	
 

［解答］	
 	
 	
 	
 

S = 0.142857 142857 142857 ⋅ ⋅ ⋅

106 S = 142857.142857 142857 ⋅ ⋅ ⋅

106 −1( )S = 142857
,	
 à	
 	
 

1
S
=
99999
142857

= 7 	
 à	
 S = 1
7
	
 

	
 

(3)	
 0.09090909090 ⋅ ⋅⋅ = 	
 

［解答］	
 	
 	
 	
 	
 

S = 0.09090909090 ⋅ ⋅ ⋅
100S = 9.090909090 ⋅ ⋅ ⋅
99S = 9

à	
 
1
S
=
99
9

= 11	
 	
 à	
 S = 1
11
	
 

	
 

[問題 9－ 2]	
 	
 次の循環小数を分数で表せ．	
 

（１） 0.08333333333 ⋅ ⋅⋅ = ,	
 	
 （２） 0.0769230  769230 769230 ⋅ ⋅⋅ = 	
 
	
 

§9.5.級数の積分への応用	
 

	
 級数とは変化する量を次々に足してその全体の和を求めることであった．それは微少な幅のいろいろな高

さを次ぎ次ぎに足して行く積分という行為と同じことである．級数は積分の基礎になるものであり，次の級

数は積分を求める際に良く出てくる．	
 

§9.5.1.等差数列の級数	
 

	
 ｙ＝ｘの積分で重要になる級数は	
 

  
Sn = 1+ 2 + 3+ 4 + 5+ ⋅ ⋅ ⋅+ n( ) = k

k=1

n

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

 =
n n +1( )

2
	
 	
 	
 	
 (9-8)	
 

このようになる理由は，nを逆向きに大きい方から小さい方に並べて，辺々足し合わせると，	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 

   

  + 
Sn = 1                  +2          +3           +4 + ⋅ ⋅ ⋅+ n − 2( ) + n −1( )      +n( )
Sn = n          + n −1( ) + n − 2( ) + n − 3( ) + ⋅ ⋅ ⋅         +3         +2        +1( )

  2Sn = n +1( ) + n +1( ) + n +1( ) + n +1( ) + ⋅ ⋅ ⋅+ n +1( ) + n +1( ) + n +1( )
n

  

        = n n +1( )
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より，	
 

( )1
2n

n n
S

+
= 	
 

図９－ 9 に示すように，三角形を２つ並べて四角形にして，その長方形の面積の半分として求めた方法と同

じである．	
 

	
 
1 2 3 4 5 6

123456

	
 	
 	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 9̶ 10	
 

ちなみに黒丸の数は	
 

	
 	
 	
 
  
Sn =

1
2

6 6 +1( ) = 21	
 

となる．	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

§9.5.2.等差数列の自乗の級数	
 

	
 ｙ＝ｘ2の積分で重要になる級数は	
 

  
Sn == 12 + 22 + 32 + 42 + 52 + ⋅ ⋅ ⋅+ n2( ) = k 2

k=1

n

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

n n +1( ) 2n +1( )
6

	
 	
 (9-9)	
 

	
 図９－ 11 に示すように四角数の配列から計算できる．	
 	
 

	
 
１ ３ ５ ７ ９ １１

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図９̶ 11	
 

各々の面積は，1,	
 3,	
 5 と増大していくので，	
 

12=S1=1	
 

22=S2=1+3	
 

	
 

  
Sn = k

k=1

n

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1+ 2 + 3+ 4 + 5+ ⋅ ⋅ ⋅+ n( ) = n n +1( )

2
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32=S3=1+3+5	
 

42=S4=1+3+5+7	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 ･･････	
 

n2=Sn=1+3+5+7+9+11+13+	
 ….	
 	
 +(2k-1)	
 
	
 

これを辺々，それぞれ縦方向に足すと	
 

	
 	
 

   

Sn = k 2

k=1

n

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1in + 3i(n −1) + 5i(n − 2) + 7i(n − 3) + ⋅ ⋅ ⋅   +(2k −1)i1

    = (2k −1)i n − (k −1){ }
k=1

n

∑
	
 

この計算は，6.5.1.節の等差数列の級数で得た式を用いて計算できる．	
 

   

Sn = (2k −1)in − (2k −1)i(k −1){ }
k=1

n

∑ = (2k −1)in − 2k 2 + (3k −1){ }
k=1

n

∑

    = 2n k − n 1
k=1

n

∑ − 2 k 2

k=1

n

∑ + 3 k − 1
k=1

n

∑
k=1

n

∑
k=1

n

∑ = 2n
n n +1( )

2
− nn − 2Sn + 3

n n +1( )
2

− n
	
 

これを Sn についてまとめると，	
 

  

3Sn = n2 n +1( ) − n2 + 3
n n +1( )

2
− n = n n2 + n − n + 3

2
n + 3

2
−1

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

     = n
2n2 + 3n +1{ }

2
 =

n 2n +1( ) n +1( )
2

	
 

となる上の結果が得られる．また，これは一般的には次の式を利用することによって求めることができる．	
 

( )3 3 21 3 3 1k k k k+ − = + + 	
 

k=1	
 から順次代入していくと	
 

  23 −13 = 3i12 + 3i1+1	
 
  33 − 23 = 3i22 + 3i2 +1	
 
3 3 24 3 3 3 3 3 1− = + +i i 	
 
3 3 25 4 3 4 3 4 1− = + +i i 	
 

	
 	
 	
 	
 ．．．．．．	
 

3 3 2( 1) 3 3 1n n n n− − = + +i i 	
 

辺々足すと，	
 

  
n +1( )3

−1= 3 k 2

k=1

n

∑ + 3 k
k=1

n

∑ + 1
k=1

n

∑  = 3Sn + 3
n(n +1)

2
+ n 	
 

これより，	
 

  

3Sn = n +1( )3
−1− 3

n(n +1)
2

− n = (n +1) n +1( )2
−

3
2

n −1
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

      =
(n +1)

2
2n2 + 4n + 2 − 3n − 2{ } = (n +1)

2
(2n +1)n
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以上の式は積分を求める際に利用される．	
 

	
 これらの刻みの数 nを大きくとり，刻み幅を狭くすると，級数という飛び飛びの値から滑らかに変化する

連続関数になっていく．即ち級数から積分へと移行する.積分が完成していく過程であった．古典力学にお

いては級数という飛び飛びの値が連続関数の積分に発展していった．その後量子力学ができてきたが，それ

は逆に，連続関数ではなく，級数のような飛び飛びの値に支配される世界に戻ったのである．エネルギーは

連続ではなく飛び飛びの値を持つ．量子力学は，連続関数ではなく，飛び飛びの値を持つ級数から得られる

世界である．即ち，	
 

古典力学：	
 	
 級数̶ ̶ ＞積分して連続関数の世界へ	
 

量子力学：	
 	
 連続関数̶ ̶ ＞飛び飛びの値，級数の世界に逆戻り	
 

Sn = k 2

k=1

n

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 12 + 22 + 32 + 42 + 52 + ⋅ ⋅ ⋅+ n2( ) = n n +1( ) 2n +1( )

6
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§9.6. 外に広がる無限と内なる無限の境界

 発散する級数と収束する級数の間の境界には，非常に多くの項を足してもなかなか増大しないが，最終的

には発散するような級数がある．それを調和級数という．  

§9.6.1. 調和級数：

一般に次の様な数列を調和数列という．

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
,
1

6
,! ! ! ! !!,

1

n
,! ! 

何故これを調和数列と呼ぶかは楽器から来ている．ギターや琴など 2 つの仕切りに張られた弦は音をだす．

図 9－ 12 に示すように，そのときにできる弦の波を定在波という．L だけ離れた仕切りにできる定在波の波

長は，半波長を基準に表すと， 

!
1

2
=
L

1
, 

!
2

2
=
L

2
, 

!
3

2
=
L

3
, 

!
4

2
=
L

4
･･････ 

と次第に短くなっていく．この定在波の波長が短くなっていくときの距離 Lに対する割合を表す数列を調和

数列，それらの和を調和級数と呼び， 

H = 1+
1

2
+
1

3
+
1

4
+
1

5
+ ! !+

1

n
! !  (9-10) 

と書く． 

!"#$$%!&'()*&"!'#$$%!&'()*&'

!+#$$%!&'()*&+!,#$$%!&'()*&,

*

図９－ 12 

 この調和数列は双曲線関数 y=1/x の刻み幅 ! = 1の離散的な値で表すことができ,それを図 9-12 左に，調

和級数を右に示す．n=30 回すぎても数列は０にはならず，級数もゆっくりと増大していきそうなことが分

かる．実際この級数は発散する． 

図９－ 13 

 調和数列はだんだん小さくなるので，その級数は収束するだろうと考えられるが，１４世紀にこの調和級

数が発散することを初めてニコル･オレームが証明した．それも非常にゆっくりと発散するのである．この
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予想とは異なる結果に多くの人は衝撃を受けたそうである．  

 ここにニコル･オレームの証明を示す．(）内の一番小さい分数を基準にしてまとめる． 
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となる．即ち調和級数は!より大きいので発散することが分かる． 

 

§9.6.2. 調和級数の例（トランプの積み重ね） 

 この調和級数の代表的な例がトランプの積み重ねによる“はみ出しの長さ”である．即ち，トランプを,

のり付けすることなく積み重ねていくとき，一番上のトランプの端が机からはみ出すことがあるだろうか？

答えはイエスである．そして信じられないが無限にはみ出すことができるのである[9.2. E.B.Burger]［1.4. 

西山］． 

 ここでは計算を簡単にするためにトランプの長さを２，重さを１ｇとする．また，考えを明確にするため

にトランプは，重ねていくのではなしに，下の方に継ぎ足していくものとする． 

    

  

!"#$

 

         図９－ 14 

 

（１）１枚のトランプの下にトランプを追加する場合： 

トランプの真ん中（１の長さ）に重心があるので，下のトランプの端をそこまで持ってくることができる．

（注：実際には重心よりも外側に下のトランプの端を持ってこなければいけないが，そこが限界値なので，

その限界値を用いて計算する．実際の場合については次に述べる） 

注： また，この計算のためには重心を計算する必要があるので，ここで簡単に説明する． 

   

!"#$%$&' !(#$"$&'

)" )(

 

       図９－ 15 

重心からの左の錘（おもり）までの距離を x1，右の錘までの距離を x2 とすると，重心の位置は

M
1
x
1
= M

2
x
2
で与えられる． 
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           図９－ 16 

即ち，重心は１のところにあるので，トランプは１まで出すことができるのではみ出し距離は１である． 

（２）２枚のトランプの下にトランプを追加する場合： 

 次は，一体になった 2 枚のトランプの重心のところに 3 枚目のトランプの端を持ってくる．  
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         図９－ 17 

 

重心を計算すると 

   m
1
1! x

2( ) = m1
x
2
 

より， x
2
=
1

2
となり，一体になった 2 枚のトランプの重さは２ｇ，はみ出し距離は 1+

1

2

!
"#

$
%&
となる． 

（３）３枚のトランプの下にトランプを追加する場合： 

さらに一体になった３枚のトランプの重心のところに４枚目のトランプの端を持ってくる． 

       

!

"
#
$#

"
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&'()
#
$#
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!
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#
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#
$!

"
,
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              図９－ 18 

2 枚のトランプの重心と 3枚目のトランプの重心から，重心を計算すると， 

  m
1
1! x

3( ) = m2
x
3
  1! x

3( ) = 2x3  x3 =
1

3
 

一体になった 3枚のトランプの重さは 3ｇ，はみ出し距離は 1+
1

2
+
1

3

!
"#

$
%&
となる． 

（４）ｎ枚のトランプの場合： 

 このようにして，トランプの数がｎ枚の時のはみ出し距離は 
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   L
n
= 1+

1

2
+
1

3
+
1

4
+
1

5
+ ! ! !+

1

n

"
#$

%
&'
 

となり，これはいわゆる調和級数である． 

 はみ出し距離がトランプの長さよりも長くなるのは何枚目のときか？それはトランプの長さが２なので，

それよりもはみ出し距離が長い場合： 

   L = 1+
1

2
+
1

3
+
1

4
= 2.08 > 2  

のときで，全体で４枚の時である． 

 また，どこまで机からはみ出すことができるであろうか？下図は長さ２のトランプを 400 枚積み上げた結

果である．これから分かるようにトランプは 3 枚分以上せり出すことができる．この調和級数は発散するの

で，トランプの枚数を無限に重ねると無限にせり出すことが想像できる．そしてその形状は対数曲線(第 4

章)を縦にした曲線に近くなる． 

222

 

                    図 9－ 19 

 

現実的な積み重ね法：  

 以上の様に積み重ねても実際にはバランスを崩して積み重ねることはできない．そこでそれぞれのトラン

プのはみ出し割合を 90％とすれば，はみ出し距離は 

L = 0.9 +
0.9

2
+
0.9

3
+
0.9

4
+
0.9

5
+ ! ! !  

と，減少し調和級数の 0.9 倍になることが分かる．さて，この場合何枚目でトランプははみ出すか？  

   L = 0.9 1+
1

2
+
1

3
+
1

4
+
1

5

!
"#

$
%&
= 2.055 > 2  

それは５枚の時である．実際にトランプを重ねた時の写真を下図(図 9－ 19)に示す．5 枚の時にトランプは

ちょうど黒い台からはみ出していることがわかる．  
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       図 9－ 20 

 

§9.7.発散と収束 

  収束する級数と発散する級数を見てきたが，調和級数はこの発散と収束のほぼ境目にある． 

    

!"#$

%&

'(

 

           図 9̶ 21 

 

§9.7.1.発散する級数 

（１）  H = 1+ 2 + 3+ 4 + ! ! !+ n ! ! ! ! ! ! 

の 30 項までを数列と級数を図 6̶ 21 に示す． なお，項数を 100 億(1010)個までとって計算したときの級

数を右に示す．ものすごく大きな数になっていくことが分かる．  

        

              数列                       発散級数 

                        図９̶ 22 

 

（２）H = 1+
1

2
0.9

+
1

3
0.9

+
1

4
0.9

+
1

5
0.9

+ ! !+
1

n
0.9

! ! ! ! 

の 30 項までの数列と級数を図 9-22 に示す．なお，項数を 100 億(1010)個までとって計算すると，足してい

く数列の値は大変小さくなるが，級数はゆっくりと90近くまで増大する．その後もさらにゆっくり増大し，

収束しそうにないことがわかる．これは調和級数よりも 4 倍程度大きく，さらに発散しやすい． 
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           数列                        発散級数 

                    図 9-23 

 

§9.7.2.収束する級数 

 １番目の例として 

  H = 1+
9
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$
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の 30 項までとった数列と級数も発散するように見える．しかし，図 9̶ 24 左に示すように１5０項までと

って計算してみると 10 に収束することが分かる． 

    

調和級数

収束

発散

S=1.01

S=1.02

S=1.05

S=1.1

S=1.0

S=0.99

 

                図９̶ 24        

 

 2 番目の例として 

   H = 1+
1

2
1.1

+
1

3
1.1

+
1

4
1.1

+
1

5
1.1

+ ! !+
1

n
1.1

! ! ! !      

の 30 項までの数列と級数を描いた限りでは発散するように見えるが，下の表や図 9-24 右に示すように，

100 億項から 1000 兆の 1000 倍の 1000 京項まで計算すると，9.58445 から 10.426 までゆっくり増えてやは

り発散しそうな感じがする．しかし，さらに 1024 項まで計算すると収束する感じがつかめる．発散する調

和級数(s=1.0)も同じ図 6-24 に示している．収束や発散はなかなか数値的にはとらえにくい． 
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項数 ｓ＝1.1 の収束級数 調和級数 

 1x1010 100 億 9.58445 23.6031 

  1x1012 10000 億＝10 兆 9.95349 28.2082 

 1x1014 1000 兆 10.1863 32.8134 

 1x1016 100000 兆＝10 京 10.3333 37.4186 

 1x1018 1000 京 10.426 42.0237 

 

以上より， 

   H = 1+
1

2
s
+
1

3
s
+
1

4
s
+
1

5
s
+ ! !+

1

n
s
+ ! !      (9-11) 

の級数は，一般に s>1 の時に収束することがわかる． 図 9-24 右に S=0.99，1,1.01，1.02,1.05,1.1 の場

合の級数を示す．S=1 のときは調和級数になり，収束と発散の境界付近にありゆっくりと発散する．S＝0.99

では明らかに発散する． S=1.01 の場合，図を見ただけでは収束するのか発散するかの区別はなかなかつか

ない．このように描いてみると調和級数も”発散という感覚”とは異なる発散であることに気がつく． 

   

 §9.7.3.コーシーの収束条件 

  このような収束と発散についてつきつめて考えたのはコーシーであった．無限級数 
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n
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とおくと，無限級数が収束するということは数列 anがある値 aに次第に近づくことである．これは anと a

の距離 a
n
! a が次第に０に近づくことと同じである． 

  コーシーはこれを「無限数列 an があるとき，任意のプラスの数 ! を与えて，整数ｎから先のす

べての番号ｎに対して， a
n
! a < " となるようにいつでも N を適当に定めることができるならば，

数列 an は a に収束する．これを lim
n!"

a
n
= aと書く．」という表現でまとめた．意味が分かりづらいので，

これを 
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の場合について眺めてみる．この級数は r=0.99 なので，収束値は a = 1 / 1! r( ) = 1 / 1! 0.99( ) = 100であ

り，その収束の様子を数値を用いて下の左側に示す．即ち，整数ｎ＝300 から先のすべての番号ｎの場合に

対して，εを徐々に小さくしていって a
n
! a < " となるようにすることができるので，収束することが理

解できる.しかし，収束値が分かっていない場合は隣同士の値を比べると収束の様子が分かる (右側

の列)．即ち，整数ｎ＝300 から先のすべての番号ｎの場合に対して，εを徐々に小さくしていくと，隣同

士の数の差が a
n
! a

n+1
< "となるので収束する.しまいには隣同士の数の差は０となる． 

  n        a
n
-a  < !         a

n
-a

n+1
 < !  

n=300    95.145-100.0  < 4.8550501     95.145-98.2229  < 3.07794    

n=400    98.2229-100.0  < 1.777101     98.2229-99.3495  < 1.12663  

n=500    99.3495-100.0 < 0.650479      99.3495-99.7619 < 0.412382  
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n=600    99.7619-100.0 < 0.238097       99.7619-99.9128 < 0.150945  

n=700      99.9128-100.0 < 0.0871509        99.9128-99.9681 < 0.0552508  

n=800      99.9681-100.0 < 0.0319001         99.9681-99.9883 < 0.0202236  

n=900      99.9883-100.0  < 0.0116765        99.9883-99.9957  < 0.00740248  

n=1000    99.9957-100.0 < 0.00427396       99.9957-99.9994 < 0.00270955  

n=1200  99.9994-100.0  < 0.000572624  

･････ 

  

  調和級数の場合，n が 10 倍異なる 2 つの項の差は 

  n             a
n
-a

n+10n
 < !    

n=1x1010       23.60306659 - 25.90565169  < 2.302585093   

n=1x1011       25.90565169 - 28.20823678  < 2.302585093 

n=1x1012        28.20823678 - 30.51082187 < 2.302585093 

n=1x1013         30.51082187 - 32.81340697 < 2.302585093  

n=1x1014             32.81340697 - 35.11599206 < 2.302585093  

n=1x1015            35.11599206 - 37.41857715  < 2.302585093  

n=1x1016         37.41857715 - 39.72116225 < 2.302585093  

･････ 

となって，10 項とんだ隣の項との差は常に一定であり小さくはならない．よって収束しないことが分かる． 

  また，収束値が分かっていない場合の級数 

H = 1+
1

2
1.1

+
1

3
1.1

+
1

4
1.1

+
1

5
1.1

+ ! !+
1

n
1.1

! ! ! !  

では， 

  n             a
n
-a

n+10n
 < !    

n=1x1010       9.58445-9.79012  < 0.205672    

n=1x1011       9.79012-9.95349  < 0.163371  

n=1x1012        9.95349-10.0833 < 0.1297700  

n=1x1013         10.0833-10.1863 < 0.1030800  

n=1x1014             10.1863-10.2682 < 0.0818794  

n=1x1015            10.2682-10.3333  < 0.0650391 

n=1x1016         10.3333-10.3849 < 0.0516624  

n=1x1017           10.3849-10.4260 < 0.0410369  

･････ 

となって，10 項とんだ隣の項との差がだんだん縮まるので，収束することが分かる． 

 

 

  以上に学んだ数列と級数のグラフを見れば，思い浮かぶものが出てくる．そう日本の国家予算である．

予算が足りないからといって毎年国債を発行し，借金を重ねていけば赤字国債は減少せずに増大していく

だけであることがわかる．毎年の赤字国債を大幅に減少させても以前に貯まった赤字はそのまま残るだけ

である．以下のように歳入を黒字化するか，インフレを起こすかしない限り赤字国債は減らない．政治家

の皆さんはご存じであろうか？いや，我々でさえそれほど認識しているとはいえないのではないであろう
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か？このように級数を使って将来を予測することができる． そのような意味で，我々はシュメール人以下

なのではないであろうかと感じてしまう．数列と級数はこのように将来を考える場合に非常に役に立つこ

とが分かる． 

   赤字国債の数列（—は黒字） 借金の総和

図 9－ 25 
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第 10 章 微分 

微分･積分は理系の基礎であるとよくいわれる．それは物事がどのようになっているかを徹底的に調べ，

中身を分解，分析するのが微分で分析の方法，その結果を用いてどのように総合的に組み立てていけばよ

いかを考えるのが積分で総合の方法と呼ばれている［1.7. 遠山］．物事が時間的にどのように変化し

ていくかは，たいていは微分方程式という今の瞬間の状態を表す式によって予測できる．微分方程

式を積分してこれからの未来を予測することが科学の重要な役割である． 

 もともと微分は曲線の接線を求めるために考え出され，積分は曲線の下の面積を求めたいという願

望から考え出されたものである．下図に示すように，接線を拡大していくと，接点からはみ出ることなく 1
点を通っている．どんなに拡大してみても 1 点で接している．隣の点の接線はもう別の接線である．一つ
の点には一つの接線があるのみである． 

図 10-1 

また，次の図のように，ほとんどの曲線は,無限に短い直線(接線)からできている．     

 図 10-２ 

このように曲線を顕微鏡で拡大して，細かく分析して見ると，無数の接線より成り立っていることがわか

る．これが微分で大事な点であり，この接線の傾きを求めることが微分なのである． 

また，現在，給料が 15 万円で，毎年 0.8 万円上がって行くとする．そしたら 10 年後にはいくらになっ

‘コンピューター，ロケット，人工衛星，飛行機，自動車，電力，

携帯電話・・・科学技術は微分･積分なしには存在しない’ 
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ているであろうか？10 年間この仮定が変わらないとすると，15＋0.8ｘ10＝23 万円になる．毎年 0.8 万円

上がるということが傾き(微分係数，dy/dt=0.8 万円／年)であり，1 年，2 年，3年と積み重ねて，10 年間

を積分して 23 万円になる．このように我々は，日常生活においても微分係数を用いて，その積分を行い結

果を予測している．  

     

           図 10-３ 

 

微分，積分はニュートン：（1642－ 1727），ライプニッツ（1646－ 1716），オイラー（1707－ 1783）の人々に

よって作られた．微分は細かく分解し，それを分析して利用する．微分，積分はこの世界で非常に重要な

概念であり道具である．微積分は１７世紀前半にライプニッツが微分記号，積分記号を見つけだしてから

計算が見通しよくできるようになった．ここではライプニッツ流の微分記号，積分記号 

dx   dy  

 

dy

dx
 !f (x)    

 

udx!  

を用いて説明する．これが一番理解しやすく計算しやすいからである．（ライプニッツいわく，”このすば

らしい微積分の計算法の発見は決して思いつきではなく沈思黙考を重ねた結果である”）また，同時代にニ

ュートンも微分積分を発達させることができたので力学を作ることができたのである．力学は微分方程式

の学問であり，微積分なしでは力学を理解することはできない．微積分は記号ばかりで取っつきにくいと

思われるかもしれないが，これらの記号は人類が歴史的に磨き上げてきた”簡素にして合理的な究極の美”

である．  

 

 

 

 

 

 

 

  

 微分とは”ある量の増加率”である．即ちｙの増加率とは，x 方向の点ｘが dx だけ増加する間に y

方向にどれだけ増加するかを表す．下図 10-４に示すように dx だけ増加する間に dy だけ増加するので， 

  ｙの増加率 ＝

 

dy

dx
 ＝tan θ 

となる．これを”微分係数”と呼ぶ．これは dy を dx で割る割り算と同じであり，dx だけ移動すると dy
だけ増加する“傾き”，”勾配”でもある．  

 記号の読み方：  
 dx: ディーエックス        dy: ディーワイ  

 

 

dy

dx
：ディーワイ・ディーエックス  !f (x)  エフダッシュ・エックス  

 

 

udx! ；インテグラル・ユー・ディーエックス  
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       図 10-4 

 

 

 

 

 これを数学的に厳密に書くと，ｈ＝dx と置けば，ｈを無限に小さくしていったときの傾きの極限値であ

る． 

 dy

dx
= lim

h!>0

f x + h( ) ! f x( )

h
= lim

dx!>0

f x + dx( ) ! f x( )

dx
    (10-1) 

 
 
 
 

 

 

§10.1.直感的な微分の仕方 

 下図〔左〕は熊本から福岡まで電車で移動する距離と時間の関係図である．これより各時間での電車の

速度を下に示すように求めることができる．速度(km/h)は１持間に進む距離であるから，上の図の位置の

傾きを計算して下に書けば，それが微分した波形になっている．短時間に長距離を進めばそのとき速度は

大きい．また，右図の上は車の速度(km/h)の変化を描いたものである．速度の傾きを下に描けばそれは加

速度(km/h2)になる．短時間に速度を上げる場合，それを加速度が大きいという．止まるときは逆方向に加

速度が発生する． 

  y=f(x)の微分はいろいろに表現される． 

  傾き     !y =
dy

dx
=
df

dx
= !f  

  微分とは ”増加率”，”傾き”である．  
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                 図 10－ ５ 

 

 このように，距離から速度を求めたり，速度から加速度を求めることを微分するという．”ある関数を微

分する”ということはその”傾き”を計算することであるから，その関数の波形が与えられると簡単に微

分を求めることができる．矢印はその傾きを示す．下図の左では，関数 y が”水平方向の直線”は ”傾

き＝０”で，関数 y が”右肩上がり”では”傾きは正”で，関数 y が”右肩下がり”では”傾きは負で”

あるから，微分波形は下図のようになる． 

  なお，次の章で学ぶが積分をするということは，下の微分した波形から上の波形を求めることである．

下の図で傾きがわかるので，それを左から順につなぎ合わせていけば積分波形に戻る． 

 

[例題 1]次の波形の微分を求めよ． 

[解答] 図 10－ 6 の 左下図でわかるのは，正と負の面積が同じであるということである． 

また，右図のように y = sin!を! で微分すると，ピーク値と谷底では傾きが０で，! = 0で"傾きは正で最

大"，! = " で"傾きは負で最大”，! = 2" で再び”傾きは正で最大”となる．これらの点をつないでいくと

微分した波形 y = cos! が得られる． 
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                 図 10－ 6 

 

[問題 10－ 1]次の波形を微分せよ． 

  

図 10－ 7 

 

§10.2.無限小解析法 

 微分法が完成される前の時代には，微分は“無限小解析法”と呼ばれ，ニュートンは物体の運動を無限

小解析法によって考えた．図 10-4 右図に示すように，点 P が平面上にある曲線 y=f(x)に沿って，点 P'まで，

ある時間の間に動くと考える．即ち，ｘ方向に dx の微小長さ，ｙ方向に dy の微小長さを同時に動く．ｘ方

向とｙ方向に同時に動くといえば，それはｘ方向とｙ方向の成分を持つベクトルで表すことができる．従っ

て微小な動く距離は, 



物理工科のための数学入門                                御手洗 修 

 234 

     

dr = dx i + dy j

= dx i +
dy

dx

!
"#

$
%&
dx j = dx i + 'f (x)dx j = i + 'f (x) j( )dx

   (10-2) 

 

と書くこともできる．上のようにいろいろな表現法がある．また，微小な動く距離はｘ方向とｙ方向の 2

方向あるので，後ほど学ぶ多変数を使用する時に用いる偏微分を用いて， 

  dr = !x i + !y j  

とも書ける． 

 このように平面上での点の微小な移動距離は，ｘ方向とｙ方向の 2 方向ある場合は偏微分やベクトルで

表すことができる．実は，この微小な移動距離を用いる“無限小解析法“こそが，微分，積分を工学や物

理で応用する上で重要である．  

 

 

 

 

§10.3.1 次関数の微分 

  a を定数とすると 1 次関数は y = ax + b である． 

 

図 10-8 

この 1 次関数の傾きは a であるから 

  

dy

dx
 = 

a x + dx( ) + b ! ax + b( )
dx

=
adx

dx
= a      (10-3) 

となる． 

 無限小解析法で，ライプニッツ流にやると，y = ax + b の両辺を微分して，b は定数であるから db=0 

 

dy = adx   

となるので， 

 

dy

dx
 =  a  

となる．これを数学的に厳密に書くと 

 

dy

dx
= lim

h! >0

a x + h( ) + b{ }! ax + b( )

h
= lim

h!> 0

ah

h
= a     (10-3) 

 

［例題 2］ y = 2x + 4を微分して，波形も描け． 

［解答］ 

微分とは，現実の世界では“微小な移動距離”を求めることである． 

”無限小の長さ”を基にして，物理現象を考えることができる．  
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dy

dx
=
2 x + dx( ) + 4 ! 2x + 4( )

dx
= 2  

下図の様に，微分する前の曲線が直線の場合，傾きはどこでも同じなので，微分曲線は一定となる． 

          

               図 10-9 

 

 [問題 10－ 2]次を微分して，波形も描け． 

（１） y = 0.6x !1   （２） y =
4

5
x !

2

5
 

§10.4. 2 次関数の微分 

  y=x2の場合，xの点を dx だけ増大した場合 y はいくら増えるか？ということである．図 10-10 に示すよ

うに，x 点から dx だけ増大すると面積 x2は 黒斜線で示した 2 xdx だけ増える．面積(dx)2は微少量なので

無視できる．例えば,dx=0.01 とすると(dx)2=0.0001 となり dx よりさらに小さくなる．

 

       図 10-10 

これを書くと（無限小解析法） 

 

dy

dx
=
d x 2( )
dx

=
x + dx( )

2
! x

2

dx
=

x 2 + 2xdx + (dx)2( ) ! x2

dx
= 2x    (10-4) 

 

  また，より簡単にはｙの増加量は 

 

dy = d x
2( ) =  2xdx  

なので，両辺を dx で割り， 

dy

dx
=
d x

2( )
dx

= 
2xdx

dx
= 2x        (10-4) 

結局，x が dx だけ増大した場合の面積の増加率になっていることが理解できる．即ち，2 次元面積の微分

は，２個の短冊型の面積が 2xdx だけ増えるので，ｄｘで割ると２ｘになる． 
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  これを数学的に厳密にやると 

 

dy

dx
= lim

h! >0

x + h( )
2

! x
2

h
= lim

h! >0

x2 + 2xh + h2( ) ! x 2

h
= 2x    (10-4) 

となる． 

 このように，物理，工学では通常 dx を用いて，無限小解析法を用いて計算するほうが理解しやすい． 

［例題 3］ y = 4x
2
 + 4を微分せよ． 

［解答］ 
dy

dx
=

4 x + dx( )
2

 + 4 ! 4x
2
 + 4( )

dx
"

8xdx

dx
= 8x   あるいは  

dy

dx
= !y = 8x  

下図の様に，微分する前の曲線が 2 次曲線の場合，傾きはｘが負の場合矢印が下向きの̶ になるが，ｘが

正の場合矢印が上向きの＋になり，微分した曲線は直線になる． 

    

              図 10-11 

[問題 10－ 3]  次を微分せよ． 

（１） y = 5x
2
 !1  （２） y =

1

2
x

2
 ! 3x  

 

§10.5. 3 次関数の微分 

 y=x３の場合の微分は，x の点を dx だけ増大した場合 y はいくら増えるか？ということである． 

 
dy

dx
=
d x

3( )
dx

=
x + dx( )

3
! x

3

dx
=

x
3
+ 3x

2
dx + 3x(dx)

2
+ (dx)

3( ) ! x3

dx
=
3x

2
dx

dx
= 3x

2
  (10-5) 

これが何を意味しているかを調べるために，３次元図を示す．ただし(dx)2,(dx)3は微少量である． 

 
!

"

#

! !

!

!
$
%!

!
$
%!

!
$
%!

!&%!'
$

!&%!'
$

!&%!'
$

&%!'
(

 

    図 10-12 
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x,y,z の軸方向に，それぞれｘの長さの体積がある．dx 増えたとき，増える体積 x2dx が３個あるので，3x2dx

となる．小さな長方形の体積 x(dx)2も３個あるがこれは小さいし，最後のさらに小さな立方体（dx)3が 1

個あるがこれはさらに小さい． 

 これを数学的に厳密にやると 

 

 

dy

dx
=
d x 3( )
dx

= lim
h! >0

x + h( )
3

! x
3

h
= lim

h! >0

x3 + 3x2h + 3xh 2 + h3( ) ! x3

h
= 3x

2    (10-5) 

となる． 
 
 
 
 

［例題 4］ y = 4x
3
 + 4を微分せよ． 

［解答］ 
dy

dx
= !y = 12x

2  

  微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみよう． 

   
   図 10-13  

 

[問題 10－ 4]次を微分せよ． 

（１） y = 5x
3
 !1   （２） y =

1

2
x

3
 ! 3x

2
+ x +1  

 

§10.6.４次関数以上の微分 

 これは２次関数，3 次関数の微分からの類推により， 

y=x2の微分は， ２次元なので，増大する面積(ｘdx)が２カ所増え，２(ｘdx)/dx=2x 

y=x３の微分は， ３次元なので，増大する体積が３カ所増え，３(ｘ２dx)/dx=３ｘ２ 

y=x4の微分は， ４次元なので，増大する４次元体積が４カ所増え，４(x３dx)/dx=４x３ 

・・・ 

y=xnの微分は， n 次元なので，増大する n 次元体積が nカ所増え，n(xn-1dx)/dx=nxn-1 

となることが理解できる． 

 これを数学的に厳密にやると以下の様になる． 

 x + h( )
1

= x + h， x + h( )
2

= x + h( ) x + h( ) = x2 + 2xh + h2  

微分では 
d x

3( )
dx

= 3x
2
   ，無限小解析法では d x

3( ) = 3x2dx  
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 x + h( )
3

= x + h( )
2

x + h( ) = x3 + 2x2h + xh2 + x2h + 2xh2 + h3

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!= x
3
+ 3x

2
h + 3xh

2
+ h

3

 

 x + h( )
4

= x + h( )
3

x + h( ) = x4
+ 3x

3
h + 3x

2
h

2
+ xh

3
 + x

3
h + 3x

2
h

2
+ 3xh

3
+ h

4

                                         = x
4
+ 4x

3
h + 6x

2
h

2
+ 4xh

3
+ h

4

 

となるので， 

   

 

dy

dx
=
d x 4( )
dx

= lim
h !> 0

x + h( )
4

! x
4

h
= lim

h !> 0

x 4 + 4x3h + 6x 2h2 + 4 xh3 + h4( ) ! x4

h
= 4x

3 

従って，n 次関数では 

   

 

dy

dx
=
d x n( )
dx

= lim
h !> 0

x + h( )
n
! x

n

h
= lim

h !> 0

x n + nx n!1h + ...... + nxhn !1 + hn( ) ! x n

h
= nx

n!1  

結局，第２項目だけが残って， 

    

 

d x
n( )

dx
= nx

n !1
        (10-6) 

となる．このとき，ｎはどのような数であってもよい．正でも負でも実数でもよい． 

  (x+h)nの展開式の係数は図 10-15に示すようにパスカルの三角形で表せる．上の 2つの数字を足しあわ
せると下の数字になる．実際，２乗，３乗していくと，対角項はその上の係数の足し算になっているから

である．上式の展開式と比較するとよくわかる． 

      
      図 10-14 

[例題 5] x=10，h=1のとき，パスカルの三角形を用いて x + h( )
n

を n=5まで計算せよ． 

［解答］  11
2
= 121, 11

3
= 1331, 11

4
= 14641, 11

5
= 161051 

[問題 10－ 5]  パスカルの三角形を用いて a + b( )
6

を求めよ． 

 
２項定理：この非常に重要な定理は一般に次の様に書ける． 

a + b( )
n

= a
n
+

n
C

1
a
n!1
b

1
+

n
C

2
a
n!2
b

2
+

n
C

3
a
n!3
b

3
+ ...  +

n
C
k
a
n! k
b
k
+     +

n
C
n
b
n   (10-7) 

ただし， 
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n
C

1
= n

n
C

2
=
n n !1( )

2!
=

n!

n ! 2( )!2!
           

n
C

3
=
n n !1( ) n ! 2( )

3!
= 

n!

n ! 3( )!3!
 

n
C
k
=
n n !1( ) n ! 2( ).... n ! (k !1)( )

k!
 = 

n!

n ! k( )k!
 

 

で，
n
C
k
は順列･組み合わせに出てくる記号であり，これは”n 枚のカードからｋ枚のカードを取り出

して箱にいれる場合，入れ方は何通りあるか？”と，その組み合わせ数を表すものである． 

    

 

 

 

これより，次の式が得られる． 

x + h( )
n

= x
n
+ nx

n!1
h +

n n !1( )

2!
x
n!2
h

2
+
n n !1( ) n ! 2( )

3!
x
n!3
h

3
+
n n !1( ) n ! 2( ) n ! 3( )

4!
x
n!4
h

4
+ " " " 

" " " " "+
n n !1( ) n ! 2( )

3!
h
n!4
x

4
+
n n !1( )

2!
h
n!3
x

3
+ nh

n!2
x

2
+ h

n!1
x + h

n

 (10-8) 

 
  この２項定理は大変に重要で，式の級数展開に用いることができる．また，n が整数でない場合でも用い

ることができるので便利である．後で学ぶテイラー展開が見つかっていなかった時代はこの２項定理が大き

な役割を果たした． 

 でも何故，順列･組み合わせで用いられる
n
C
r
がべき乗の係数になっているのであろうか？ a + b( )

4

につ

いて考えてみよう．下の様に順に展開していくと 

   

a + b( )
4
= a + b( ) a + b( ) a + b( ) a + b( ) = aa + ba + ab + bb( ) a + b( ) a + b( )

= aaaa + (baaa + abaa + aaba + aaab)

+ (bbaa + baba + abba + baab + abab + aabb)

+ (bbba + bbab + babb + abbb) + bbbb

 

となる．このとき a
3
bとなる項数は４個あるが，それは”3 つの a と 1 つの b を並べるときの並べ方は何通

りあるか？”ということと同じである．4 つの異なる記号であれば，並べ方は 4!= 4 !3!2 !1= 24通りある

ことになるが，3 つが同じ a なので 3!= 3!2 !1= 6通り倍だけ数えすぎている．即ち実際には同じものが 3

個あるので， 4!/ 3!= 4 !3!2 !1/ 3!2 !1= 4通りしかない．これは 4 枚のカードから 1 枚のカードを取り

出して箱にいれる場合，入れ方は何通りあるか？と同じで，
4
C
1
= 4!/ (4 !1)!1!= 4 /1!= 4あるいは

4
C
3
= 4!/ (4 ! 3)!(3!) = 4 " 3 / 3!= 4である． 

 つぎに a
2
b
2
となる項数は，”2 つの a と 2 つの b を並べるときの並べ方は何通りあるか？”ということと

同じである．4つの異なる記号であれば，並べ方は 4!= 4 !3!2 !1= 24通りあることになるが，2つが同じ a

と b なので 2!!2!= 2 !1" 2 !1= 4通り倍だけ数えすぎている． 4
C
2
= 4!/ (2!! 2!) = 4 " 3 / 2!= 6  

  このようにして 2 項定理の係数を理解することができる． 

 

 

 

 

 

 

● y = x
n
の微分は 

dy

dx
= nx

n!1
    

●微分は結局は割り算．微分するとｘの次数は１だけ下がる． 

●無限小解析法では dy = nx
n!1
dx    

階乗： 5!とは”5の階乗（かいじょう）”と呼び， 5!= 5 !4 !3 !2 !1= 120  
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  注：n=0 の時は
d x

0( )
dx

= 0x
0!1

= 0  となり x
!1
ではない．定数の微分は０である．

 [例題 6] y = x を微分せよ．また，10!はいくらか？ 

［解答］
dy

dx
=
1

2
x
!0.5

=
1

2 x

  下図の微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみよう． 

図 10－ 15 

また， 8!= 8 !7 !6 !5 !4 !3 !2 !1= 56 !6 !120 = 56 !720 = 40320

[例題 7] y = ax

5

2 , y = bx
0.6
  を微分せよ．

［解答］
dy

dx
= a

5

2
x

3

2 =
5a

2
x x  ，  

dy

dx
= 0.6bx

!0.4

[問題 10-6] y = ax
2
+ bx + c , y = ax

3
+ bx

2
+ cx + d   を微分せよ．

[問題 10-7] y =
1

x
  を微分せよ． 

[問題 10-8]次を微分せよ． 

 (1) y =
a

x 2
!
b

x 4
(2) y = x

m
   (3) y = x

6
! x

5
+ 3x

3
! x

2
  (4) y = ax

n
! bx

c
+ d

参考文献 

10.1．阿倍 齊「微積分の歩んだ道」森北出版 
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§10.7.積，商の微分

	
 	
 かけ算，わり算の微分は以下のようにする．	
 

§10.7.1.一般の関数 y = f x( )の微分の表現法：
	
 	
 一般の関数の微分は次の様に表される．dx だけ増加するときの f(x)の増加分を df と書く．	
 

dy = f x + dx( ) − f (x) ≅ f x( ) + df x( ) − f (x) = df x( )
なお，物理学では次のように書くことが多い．	
 

Δy = f x + Δx( ) − f (x) ≅ f (x) + Δf x( ) − f (x) = Δf x( )
注：dx は変化の量が小さく，Δx は変化の量がやや大きい

という意味である．しかしながらどちらも極限まで小さくす

るので最終的には同じになる．	
 

従って，	
 

Δy
Δx

=
Δf x( )
Δx

≅
dy
dx

=
df x( )
dx

である．	
 

§10.7.2.関数のかけ算 y = f x( )g x( )の微分：
f(x)と g(x)のかけ算の増加分は	
 

dy = f x + dx( )g x + dx( ) − f (x)g(x) ≅ f x( ) + df x( )( ) g x( ) + dg x( )( ) − f (x)g(x)
≅ f x( )dg x( ) + g x( )df x( ) + df x( )dg x( )

small
  

従って，	
 

dy
dx

= f x( ) dg x( )
dx

+ g x( ) df x( )
dx

(10-9)	
 

あるいは	
 

′y = f x( )g x( )⎡⎣ ⎤⎦
′ = f x( )g x( )′ + g x( ) f x( )′ (10-9)	
 

［例題 8］ y = x2 3x +1( )を微分せよ．

［解答］	
 	
 ′y = 2x 3x +1( ) + x2 3( ) = 9x2 + 2x
注：微分すると，３次式は２次式になる．下図の微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみよう．	
 

x dx

dy

x

y

y = f(x)

y = f(x＋dx)

dx

図 10－ １6	
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図 10－ １7	
 

	
 [問題 10-9]	
 y = 4x4 + x( ) 3x2 +1( )を微分せよ．	
 

§10.7.3.関数の割り算 y = f x( ) / g x( )の微分：	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
	
 f(x)を g(x)で割った関数の増加分は	
 

dy =
f x + dx( )
g x + dx( ) −

f (x)
g(x)

≅
f x( ) + df x( )
g x( ) + dg x( ) −

f (x)
g(x)

=
f x( )g(x) + df x( )g(x) − f (x)g x( ) − f (x)dg x( )

g x( ) + dg x( )⎡⎣ ⎤⎦g x( )

=
df x( )g(x) − f (x)dg x( )
g x( )2 + dg x( )g x( )⎡⎣ ⎤⎦

	
 

分母においては g(x) > dg(x)なので， g(x)2 > g(x)dg(x)となり，２項目は無視できるので，	
 

	
 	
 dy ≅
df x( )g(x) − f (x)dg x( )

g x( )2
	
 これより	
 ′y =

f x( )
g x( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
′
=
f x( )′ g(x)− f (x)g(x ′)

g x( )2
	
 	
 	
 (10-10)	
 

［例題 9］ y = x2

3x +1
を微分せよ．	
 

［解答］	
 	
 ′y =
2x 3x +1( ) − 3x2

3x +1( )2
=
6x2 + 2x − 3x2

3x +1( )2
=
3x2 + 2x
3x +1( )2

	
 

下図の微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみよう．	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-18	
 

	
 [問題 10-10]	
 y =
4x4 + x( )
3x2 +1( ) を微分せよ．	
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§10.7.4.逆数関数 y = 1 / g x( )の微分	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
	
 関数の割り算 y = f x( ) / g x( )において，f(x)＝1 と置くと，f(x)'＝０なので	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 ′y = −
g(x ′)
g x( )2

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-11)	
 

［例題 10］ y = 1
x +1

を微分せよ．	
 

［解答］	
 	
 	
 	
 	
 ′y =
−1
x +1( )2

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

§10.7.5.無限小解析法による微分	
 

	
 ライプニッツによる無限小解析法ではこれらは以下の様に簡単に書くことができ，きわめて理解しやす

い．	
 

[1]	
 かけ算ｚ＝ｘｙの微分	
 

	
 

� 

dz = d xy( ) =  x + dx( ) y + dy( ) − xy
                = xdy + ydx

	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-12)	
 

	
 ｘで微分すると，	
 

dz
dx

=
d xy( )
dx

=
xdy + ydx

dx
= x dy

dx
+ y 	
 

	
 時間 tで微分する場合は，	
 

	
 

� 

dz
dt =

d xy( )
dt =

xdy + ydx
dt = x dydt + y dxdt

	
 

	
 
x dx

x

xy 

y

dy

y 面積 ydx

面積 xdy

面積 (dx)(dy) ~微小値

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10－ 19	
 

	
 

［2］割り算ｚ＝ｙ／ｘの微分	
 

関数のかけ算，割り算の微分：	
 

	
 	
 y = f x( )g x( )	
 à	
 ′y = f x( )g x( )′ + g x( ) f x( )′ 	
 

	
 y =
f x( )
g x( ) 	
 	
 à	
 ′y =

f x( )′ g(x) − f (x)g(x ′)
g x( )2

	
 	
 ,	
 	
 	
 y = 1
g x( ) 	
 	
 à	
 	
 ′y = −

g(x ′)
g x( )2
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 d y
x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=
y + dy
x + dx

−
y
x

 =
xy + xdy − x + dx( )y

x2 + xdx
 = xdy − ydx

x2 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-13)	
 

ただし，dx	
 はｘに比べて小さいとしている．	
 

	
 あるいは，かけ算と見なして	
 

d y
x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= d y 1

x
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 = yd 1

x
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ dy( ) 1

x
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
 = y −

1
x2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+
dy
x

  = xdy − ydx
x2 	
 	
 	
 	
 	
 (10-13)	
 

[3]割り算ｚ＝１／ｘの微分	
 

	
 d 1
x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

1
x + dx

− 1
x

  =
x − x + dx( )
x2 + xdx

  = −dx
x2 + xdx

 = −dx
x2 	
 	
 	
 (10-14)	
 

ただし，dx	
 はｘに比べて小さいとしている．	
 

	
 書き直して	
 

	
 
d
dx

1
x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −

1
x2
	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 

[例題 11]	
 z = x2yを時間で微分せよ．	
 

［解答］
dz
dt

=
d x2y( )
dt

= 2 dx
dt
y + x2 dy

dt
	
 

	
 

	
 

	
 

§10.8.合成関数の微分	
 

	
 風が吹けば桶屋が儲かるというのは，いろいろなことが連鎖しているというたとえである．それは関数に

おいても同じで，ある関数が別の関数になって連鎖していく場合がある．即ち，合成関数の微分がこれに当

てはまる．一般にｙがｘによって表される場合，ｙはｘの関数といい，	
 	
 

y = f (x) 	
 
と書く．そのｙが別の関数ｇによってｚとなる場合	
 

z = g(y) 	
 
z	
 は関数の関数になっている．つまりｘがｙに対応し，ｙがｚに対応する結果，ｘはｚに対応することにな

る．図 10-20 に示すように，この場合の因果関係は	
 

z = g( f (x)) 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-15)	
 

と一つで書け，これを合成関数という．	
 

	
 

	
 

無限小解析法による表現	
 

d xy( ) = xdy + ydx ,	
 	
 	
 d y
x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=
xdy − ydx

x2
,	
 	
 d 1

x
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −

dx
x2 	
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x z
z=g(f(x))

zyx
y=f(x) z=g(y)

dy/dx
=f(x)'

dz/dy
=g(y)'

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-20	
 

	
 

§10.8.1.関数の関数の微分	
 

	
 合成関数の微分，即ち関数の関数の微分では，例えば， dy / dx = 2で， dz / dy = 3の場合，ｚのｘに対
する微分は	
 

	
 	
 	
 
dz
dx

= dz
dy

⋅ dy
dx

= 3 ⋅2 	
 

とすることができる．真ん中の分母の dy と分子の dy は約分できるからである．またまたライプニッツの記

号法が非常に便利なことが分かる．	
 	
 

	
 これを図で描けば，例えば，ベルト付き回転歯車のような関係で表すことができる[1.7.遠山]．	
 

	
 	
 	
 

zy
x

dy/dx=0.5 dz/dy=3

dz/dx=(dz/dy)(dy/dx)

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-21	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

［例題 12］ y = x2 + 3( )5を微分せよ．	
 
［解答］ u = x2 + 3( )とおくと y = u5 .これを u で微分して	
 dy

du
= 5u4 ,	
 u をｘで微分して	
 du

dx
= 2x 	
 

u に元の式を代入して，	
 

dy
dx

=
dy
du

du
dx

= 5u4 2x = 10 x2 + 3( )4 x 	
 
	
 これ直接できるようにしておくことが大切である．	
 

	
 	
 ′y = 5 x2 + 3( )4 2x( ) 	
 

関数の関数の微分：	
 

y = g(u)，u = f (x) 	
 à	
 	
 y = g( f (x))	
 

	
 	
 	
 
dy
dx

=
dy
du

du
dx
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［問題 10－ 11］ y = 3x2 + 2x +1( )4を微分せよ．	
 
［問題 10－ 12］次の関数を微分せよ．	
 

(1)	
 y = 4 − x2 	
 	
 (2)	
 y = 1
x2 +1( )3

	
 (3)	
 y = x x2 + 4 	
 

［例題 13］次の関数を微分せよ．	
 

	
 	
 x = 1
t 2 −1( )2

	
 

［解答］	
 	
 u = t 2 −1とおくと	
 

x = 1
u2
から

du
dt

= 2t , x = 1
u2
から

dx
du

=
d
du

1
u2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −

2
u3
	
 -->	
 

dx
dt

=
dx
du

du
dt

=
−2
u3
2t = −4t

t 2 −1( )3
	
 

	
 

§10.8.2.逆関数の微分	
 

	
 	
 ｙがｘによって表される場合ｙはｘの関数といい y = f (x)と書く．逆にｘがｙによって表される場合
をｘはｙの逆関数といい x = g(y)と書く．これはｘとｙを入れ替えた場合の関数と同じで，ｙ＝ｘに対して
対称な関数である．一方， y = f (x)を機械的に書き直すと，	
 

	
 	
 x( ) = y
f
	
 

となるので，それに対応した形で	
 

x = f −1(y) 	
 

とも書く．従って，g(y)=f-1(y)である．	
 

	
 

	
 	
 	
 

x y
y=f(x)

yx
x=g(y)=f-1(y)

x=g(y)
xとyを入れ替えた場合

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-22	
 

	
 

	
 	
 例えば， y = x2 	
 の逆関数は x = y2 	
 となるので， y = ± x となる．	
 
（１） y = x2の xについての微分は	
 

	
 	
 	
 
dy
dx

= 2x 	
 

（２）逆関数 x = y2の xについての微分は，まずｙで微分して，	
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dx
dy

= 2y 	
 à	
 dy
dx

= 1
2y
	
 

となる．つまり，	
 

dy
dx

=
1
dx
dy

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-16)	
 

と書ける．このように，またライプニッツの記号法が非常に便利なことが分かる．	
 

	
 	
 ここで， y = x を直接微分すると，	
 

	
 	
 	
 
dy
dx

= 1
2
x
−
1
2 = 1

2
1
x
= 1
2y
	
 

となり，逆関数の微分で得た結果と同じものとなることが分かる．	
 

	
 y = x2 	
 とその逆関数 y = ± x を図に示す．	
 

	
 	
 	
 	
 
	
 	
 	
 	
 	
 図 10-23	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

［問題 10－ 13］次の逆関数を微分せよ．	
 

（１） y = x3 	
 の逆関数	
 x = y3 ( y = x
1
3 )	
 	
 	
 （２） y = x4 	
 の逆関数 x = y4 ( y = x

1
4 )	
 	
 

	
 

§10.9.三角関数の微分	
 

§10.9.1.	
 y=sinθ	
 を θ	
 に関して微分する．	
 
	
 直感的な微分法については§10.1 で示したが，ここでは別の図式解法を示す．y = sinθを θで微分する

ということは，角度	
 θ	
 が dθ	
 だけ変化するときに，ｙがどれだけ増えたかを示す dy を求めることである．

右図に示す半径１の円で，θの次に dθをとると，dy は弧の長さ dθに	
 cosθ	
 を掛けて得られる，	
 

関数の関数の微分	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 逆関数の微分	
 

	
 
dz
dx

= dz
dy

⋅ dy
dx
	
 	
 	
 	
 

dy
dx

=
1
dx
dy

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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 図 10－ ２5	
 

dy
dθ

=
d sinθ( )
dθ

=
dθ cosθ
dθ

= cosθ 	
 (10-17)	
 

と簡単に求めることができる．	
 

	
 sinθの微分はさらに加法定理から得られる式	
 

	
 	
 sinA − sinB = 2cos A + B
2

sin A − B
2
	
 

を用いても求めることができる．	
 

dy
dθ

= lim
dθ→0

sin θ + dθ( ) − sin θ( )
dθ

= lim
dθ→0

2cos θ + dθ
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ sin

dθ
2

dθ
= lim

dθ→0
cos θ +

dθ
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
sin dθ

2
dθ
2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= cosθ

となる．それは	
 

	
 	
 	
 lim
dθ→0

sin dθ
2

dθ
2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= 1	
 

となるからである．これは，第 14 章のテイラー展開で

分かるように，	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
  
sin x = x − 1

3!
x3 + 1

5!
x5 ⋅ ⋅ ⋅	
 

となるので，
  
sin x

x
= 1− 1

3!
x2 + 1

5!
x4 ⋅ ⋅ ⋅が得られ，そ

の結果ｘが０の極限では１になり，	
 

lim
x→0

sin x
x

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
= 1	
 

となる．図 10－ ２5 に y=sinx とｙ＝ｘの図も示す．ｘが π/4 よりも小さいとほぼ  sin x ≈ xであることが分
かる．	
 	
 

	
 	
 

§10.9.2.	
 x=cosθ	
 の微分	
 

	
 先ほどの図 10－ 25 において，角度	
 θ	
 が dθ	
 だけ変化するときに，ｘの方向にどれだけ増えたかを示す変

化量 dx は，ｘの負の方向に dθ sinθ移動し，それも減少する方向なので，負となり，	
 
dx
dθ

=
d cosθ( )
dθ

=
−dθ sinθ

dθ
= − sinθ 	
 	
 (10-18)	
 

	
 となる．これはまた加法定理から得られる式	
 

cosA − cosB = −2sin A + B
2

sin A − B
2

	
 

を用いて求めることができる．	
 

1

Ｘ

Ｙ

θ

x

ydθ

dyθ

1 dθ

dx

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-２4	
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dy
dθ

= lim
dθ→0

cos θ + dθ( ) − cos θ( )
dθ

= lim
dθ→0

−2( )
sin θ + dθ

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ sin

dθ
2

dθ

  = lim
dθ→0

−1( )sin θ +
dθ
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
sin dθ

2
dθ
2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= − sinθ

	
 

下図に示すように，cosx の接線の傾きをプロットしていくと微分曲線を得ることができる．	
 

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-26	
 

	
 

§10.9.3.	
 x=tanθ	
 の微分	
 

	
 これは，割り算の微分を利用する．	
 

� 

x =
sinθ
cosθ 	
 

とおいて，割り算の微分を利用する．	
 

d tanθ
dθ

=
dx
dθ

=
cosθ d sinθ( )

dθ
− r sinθ d cosθ( )

dθ
cos2θ

 =
cosθ cosθ( ) − r sinθ − sinθ( )

cos2θ

    =
cos2θ + sin2θ

cos2θ
=

1
cos2θ

	
 (10-19)	
 

下図の微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみよう．左図にはｙ＝ｘのグラフも書いている．即ち，

ｘ~０では y=tanx~ｘである．
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y=x

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-２7	
 

§10.9.4.	
 合成関数を含む三角関数の微分	
 

	
 	
 電気回路においては，次のような角周波数ωを含む正弦波 y = sin ωt( )の時間による微分，積分がよく
行われる．これは合成関数の微分である．u =ωtとおくと， y = sinuであるから，	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
dy
dt

=
d sinu( )
du

du
dt

= cosu( )ω =ω cos ωt( ) 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-20)	
 

また，ωtをひとかたまりと見なして，微分するがωは一定なので dt の外に出せる．	
 	
 	
 	
 

	
 	
 
dy

d ωt( ) =
d sin ωt( )( )
d ωt( ) = cos ωt( ) 	
 à	
 

dy
ωdt

= cos ωt( ) 	
 

から求められる．	
 

[例題 14]	
 y = cos ωt( )を時間で微分せよ．	
 

［解答］	
 
dy
dt

= −ω sin ωt( ) 	
 

[例題 15]	
 y = sin x( )2を y = sin2 xとも書く．これをｘで微分せよ．	
 

［解答］	
 u = sin xとおけば du
dx

= cos xであり， y = u2なので， dy
dx

=
dy
du

du
dx

= 2u cos x = 2sin x cos x 	
 

	
 

［問題 10-14］次を微分せよ	
 

(1)	
 y = cos2x 	
 	
 	
 	
 (2)	
 y = 2sin 3x 	
 	
 	
 (3)	
 y = 2 tan 3x 	
 
［問題 10－ 15］次を微分せよ	
 

	
 (1)	
 y = sin5 x 	
 	
 (2)	
 y = sin x cos2 x 	
 	
 (3)	
 y = cos 3x2 +1( ) 	
 
	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

微分での表現	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 無限小解析法での表現	
 

d sinθ( )
dθ

= cosθ 	
 	
 	
 	
 	
 	
 d sinθ( ) = cosθdθ 	
 
d cosθ( )
dθ

= − sinθ 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 d cosθ( ) = − sinθdθ 	
 

d tanθ
dθ

=
1

cos2θ 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
d tanθ( ) = dθ

cos2θ 	
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§10.10.媒介変数関数の微分	
 

	
 例えば，円を媒介変数で表示すれば，xy 座標は	
 

	
 	
 	
 	
 	
 
x = r sinθ
y = r cosθ

⎧
⎨
⎩

	
 

で表されるので，それぞれを θで微分すると	
 

	
 	
 	
 	
 

dx
dθ

= r cosθ

dy
dθ

= −r sinθ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

	
 	
 

となる．これより xy 座標での円の接戦の傾きは	
 

dy
dx

=

dy
dθ
dx
dθ

= −r sinθ
r cosθ

= − tanθ 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-21)	
 

と簡単に求めることができる．下図のように円の微分はその角度に対応した傾きになっている．	
 

	
 	
 	
 	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-28	
 

	
 

[例題 16]	
 次のサイクロイド曲線の微分 dy/dx を求めよ．	
 

x = at − bsin t
y = a − bcos t

⎧
⎨
⎩

	
 

	
 [解答]それぞれを媒介変数で微分して	
 

	
 	
 

dx
dt

= a − bcos t

dy
dt

= bsin t

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

	
 	
 これより	
 	
 	
 	
 
dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

= bsin t
a − bcos t
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 a=b=1 の場合のサイクロイド曲線とその微分波形を示す．	
 

	
 	
 	
 

	
 	
 	
 
図 10-29	
 

	
 

§10.11.三角関数の逆関数の微分	
 

(1)	
 y = sin−1 xの微分	
 
	
 	
 	
 y = sin−1 xは， y = sin xの逆関数 x = sin yであるから，これをｙで微分することより，	
 

	
 	
 	
 	
 
dx
dy

= cos y 	
 

となる．これをひっくり返して，ピタゴラスの定理 cos2 y + sin2 y = 1を用いると	
 

	
 	
 	
 	
 
d sin−1 x( )

dx
=
dy
dx

=
1
cos y

=
1

1− sin2 y
=

1
1− x2

	
 	
 	
 	
 (10-22)	
 

	
 	
 	
 

[図による求め方]：図から求めるのも簡単である．図 10

－ 30 から	
 

	
 	
 
AB
AD

=
dθ
dy
	
 ,	
 	
 	
 

OB
OC

=
1
1− y2

	
 

△BOC と△BAD は相似であるから，	
 

	
 	
 	
 	
 
dθ
dy

=
1
1− y2

,	
 y = sinθ 	
 

となり，ここで yàx	
 と置き直せばよい．	
 

	
 

	
 	
 	
 	
 下図の微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみ

よう．	
 

1

Ｘ

Ｙ

θ(y)

1 − y2

ydθ

dyθ

dθ

B

O
C

A

D

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-30	
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 図 10-31	
 

	
 

(2)	
 y = cos−1 xの微分	
 
	
 	
 x = cos yをｙで微分することより，	
 

	
 	
 	
 
dx
dy

= − sin y 	
 

これをひっくり返して，	
 

	
 	
 	
 
d cos−1 x( )

dx
=
dy
dx

=
−1
sin y

=
−1

1− cos2 y
=

−1
1− x2

	
 	
 	
 	
 (10-23)	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 

[図による求め方]：上と同様に図 10-32 から	
 

	
 	
 
AB
BD

=
dθ
dx
	
 ,	
 	
 	
 

OB
BC

=
1
1− y2

	
 

△BOC と△BAD は相似であるから，	
 

	
 	
 
dθ
dx

=
1
1− x2

	
 ， x = cosθ 	
 

となり，xは負の方向に移動するのでーの符号がつく．	
 

	
 

	
 下図の微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみよう．	
 

	
 

	
 	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-33	
 

	
 

1

Ｘ

Ｙ

θ(y)
1 − x2dθ

dyθ

dθ

B

O
C

A

D

x

dx

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-32	
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 (3)	
 y = tan−1 xの微分	
 

	
 	
 	
 x = tan yをｙで微分することより，	
 	
 

	
 	
 	
 	
 
dx
dy

==
1

cos2 y
= 1+ tan2 y = 1+ x2 	
 

これをひっくり返して，	
 

	
 	
 
d tan−1 x( )

dx
=
dy
dx

=
1

1+ x2
	
 	
 (10-24)	
 

	
 	
 	
 

	
 [図による求め方]：	
 

	
 sinθ	
 や	
 cosθの微分のように，図から求めることもで

きる．半径１，角度 θ の tanθ は,dθ だけ回転したとき

dy だけ増大する．tanθ は分数の所で述べた勾配そのも

のであるから分母を等しくして比較しなければいけな

い．その増分は，右図において△BOC と△ABD は相似で

あるから，	
 

DB
AB

=
CO
BO
	
 

となり，この比は	
 

	
 	
 
1+ y2dθ
dy

=
1
1+ y2

	
 y = tanθ 	
 

で表されるので，これより，	
 

	
 	
 	
 
dθ
dy

= 1
1+ y2

,	
 y = tanθ 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-24)	
 

となり，ここで yàx	
 と置き直せばよい．	
 

	
 	
 	
 	
 また，下図の微分する前の曲線と微分後の曲線を見比べてみよう．	
 

	
 	
 	
 

図 10-35	
 

	
 

[例題 17]	
 次を微分せよ	
 

	
 

Ｘ

Ｙ

dθ

dy

B

O
C

A

D

y

1

θ

1 + y2

1 + y2dθ

θ

	
 

図 10-34	
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(1)	
 y = sin−1 x
a

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
 

［解答］	
 sin y = x
a
とおいて，両辺を微分して，	
 

cos y dy
dx

=
x
a
	
 à	
 

dy
dx

=
x / a
cos y

=
x / a
1− sin2 y

=
x / a

1− x / a( )2
=

x
a2 − x2

	
 

（2） y = tan−1 x
a

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
 	
 

［解答］	
 tan y = x
a
とおいて，両辺を微分して，	
 

	
 	
 	
 1+ tan2 y( ) dydx =
1
a
	
 à	
 

dy
dx

=
1 / a

1+ x / a( )2( ) =
a

x2 + a2
	
 

（3） y = cos−1 x
a

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
 

［解答］	
 cos y = x
a
とおいて，両辺を微分して，− sin y dy

dx
=
1
a
	
 

	
 	
 	
 	
 	
 
dy
dx

= −
1 / a

1− cos2 y
= −

1 / a

1− x / a( )2
= −

1
a2 − x2

	
 

[問題 10-16]次を微分せよ	
 

（１） y = sin−1 x 	
 	
 （２） y = cos−1 1
x2
	
 	
 （３） y = tan−1 sin x( ) 	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

§10.11.指数関数と対数関数の微分	
 

§10.11.1.指数関数の微分：	
 

微分での表現	
 	
 	
 	
 	
 無限小解析での表現	
 	
 	
 	
 	
 微分での表現	
 

d sin−1 x( )
dx

=
1
1− x2

	
 	
 	
 	
 d sin−1 x( ) = dx
1− x2

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
d sin−1 x / a( )

dx
=

x
a2 − x2

	
 

d cos−1 x( )
dx

=
−1
1− x2

	
 	
 	
 	
 d cos−1 x( ) = −dx
1− x2

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
d cos−1 x / a( )

dx
= −1

a2 − x2
	
 

d tan−1 x( )
dx

=
1

1+ x2
	
 	
 	
 	
 	
 d tan−1 x( ) = dx

1+ x2
	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 

d tan−1 x / a( )
dx

=
a

x2 + a2
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 指数関数 y = ax
において，微分の定義式を用いると，かつ前の式を用いて	
 

( )

0 0 0

1 1  
lim lim lim log

x h hx x h x
x x

eh h h

a a ada a a a a a
dx h h h

+

→ → →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = = = 	
 	
 (10-25)	
 

となるが，最後の式が何故そうなるかをここで示す．	
 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
［最後の式の導出法］	
 

	
 第 4章で学んだネーピア数の定義：	
 

  
lim
m→∞

(1+1 / m)m = e 	
 

において両辺の対数を底 aでとると，	
 

  
lim
m→∞

loga (1+1 / m)m = loga e 	
 à	
 	
 

  
lim
m→∞

m loga (1+1 / m) =
loge e
loge a

=
1

loge a
	
 

ここで	
   h = loga (1+1 / m)とおくと，	
 

  1 / m = ah −1	
 

から	
 

  
m = 1 / ah −1( ) 	
 

が得られる．従って，	
 

	
 	
 

  
lim
h→0

mh = lim
h→0

h
ah −1

=
1

loge a
	
 	
 

より，	
 

	
 
0

1lim log
h

eh

a a
h→

− = 	
 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
	
 この対数の微分において，	
 

	
 	
 	
 log 1e a = 	
 即ち	
 	
  a = e 	
 

が成り立つ場合は，微分しても同じになる．	
 

 
dax

dx
= ax

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-26)	
 

即ち，微分しても同じになる関数は	
 

 y = ex
	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-27)	
 

である．	
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 y = axを微分する別の方法も示す．a を底とする x の対数（  loga x）は，a の指数ｙである．即ち，
logay x= と

ya x= は等しいことより，  x = a y = aloga x
.	
 これと同様に y = axの両辺の自然対数をとり

loge y = loge a
x
とすると， y = eloge a

x

となることが下の説明図で理解できる．	
 

	
 

	
 

	
 	
 	
 	
 

	
 

	
 

	
 

y = axを微分するには，y = eloge a
x

と書き直して，関数の関数として微分する． loge a
x( )は eの指数であ

るからまずそれ自体で微分し，次に loge a
x( )をｘで微分する．	
 

	
 	
 	
 
dax

dx
= deloge a

x

d loge a
x( )
d loge a

x( )
dx

= eloge a
x d x loge a( )

dx
= ax loge a 	
 

このように y = axを微分すると loge aがつく．	
 
	
 もっと分かりやすく，別の関数に置き換えて微分する．u = loge a

x
とおくと, eu = axとなるので，	
 	
 

	
 	
 	
 
dax

dx
= da

x

du
du
dx

= de
u

du
d loge a

x( )
dx

= eu
d x loge a( )

dx
= ax loge a 	
 

	
 

§10.11.2.対数の微分：	
 

	
 y = loga xは,	
 x = a
y
となることより，これを yで微分して	
 

dx
dy

= ay loge a 	
 	
 	
 

この分母と分子をひっくり返すと，	
 

dy
dx

=
d loga x( )

dx
= 1
ay loge a

= 1
x loge a

	
 

これより a=e の場合,	
 自然対数の微分	
 

	
 	
 	
 
d loge x( )

dx
= 1
x
	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-28)	
 

となる．	
 

§10.11.3.自然対数の微分：	
 

	
 y = loge xは x = eyとなることより，これを yで微分して	
 

	
 	
 

loge y= logeax y = ax = eloge a
x

	
 

指数関数 y=exは	
 

	
 	
 何度微分しても同じ：	
 y=ex：	
 
 
dex

dx
= ex
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dx
dy

= ey = x 	
 	
 

この分母と分子をひっくり返すと	
 

dy
dx

=
d loge x( )

dx
= 1
x
	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (10-28)	
 

となる．	
 	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 	
 

注：これ以降は自然対数を log xと書く．	
 
	
 

［問題 10̶ 17］微分せよ	
 

（１） y = 10x 	
 	
 （２） y = 5x 	
 	
 （３） y = esin x 	
 	
 （4） y = ex
2
	
 	
 

	
 

§10.11.4.対数微分法：	
 

	
 対数をとってから微分すると簡単に微分できる．y = xnの微分は 2項定理を用いて微分できることをす
でに述べたが，ここでは対数微分を使ってみよう．両辺の対数をとると	
 
	
 
	
 	
 	
 log y = n log x 	
 
	
 

左辺（Left	
 Hand	
 Side	
 LHS）の微分と，右辺（Right	
 Hand	
 Side	
 RHS）の微分は	
 

	
 	
 	
 LHS =
d log y( )
dx

=
d log y( )
dy

dy
dx

= 1
y
dy
dx
，	
 	
 	
 RHS =

d n log x( )
dx

= n 1
x
	
 

以上より，	
 

	
 	
 	
 	
 	
 
1
y
dy
dx

= n 1
x
	
 	
 à	
 	
 

dy
dx

= yn 1
x
= nxn−1	
 

が得られる．	
 

	
 

［例題 18］次の指数関数（ｘ＞０） y = xxを微分せよ．	
 	
 
[解答]両辺の対数をとって	
 

	
 	
 	
 	
 	
 log y = x log x 	
 
これをｘで微分すると,上でやったように,左辺の微分と，右辺の微分は	
 

指数関数の微分：	
 
dax

dx
= ax loga 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 

 
dex

dx
= ex

	
 

対数関数の微分:	
 
d loga x( )

dx
= 1
x loga

	
 	
 	
 	
 	
 
d loge x( )

dx
= 1
x
	
 

自然対数(Natural	
 log)の表示法： loge x 	
 を e を省略して log x 	
 とか	
 ln x 	
 とも書く．  
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 図 10-37	
 

	
 	
 LHS = 1
y
dy
dx
,	
 	
 	
 RHS = log x + x

d log x( )
dx

= log x + x 1
x
= 1+ log x 	
 

より，	
 

	
 	
 	
 
dy
dx

= y 1+ log x( ) = xx 1+ log x( ) 	
 
	
 

［問題 10̶ 18］次を微分せよ	
 

	
 （1） y = x
1
x 	
 	
 	
 （2） y = esin

−1 x
	
 （3） y = ex

x

	
 	
 	
 

	
 

	
 

§10.12.微分の応用問題	
 

§10.12.1.	
 接線	
 

	
 接線を求めることが微分の発明につながったことを最初に述べたが，接線を求めることは現代ではむし

ろその応用として考えられている．ここでは 1次方程式である接線の式を求める．	
 

	
 x

x

y
y = f(x)

P(x1,y1)

(x,y)

	
 
図 10-36	
 

	
 点 P(x1,y1)での傾きがわかれば接線を求めることができる．関数 y=f(x)を微分して x=x1	
 を代入すると傾

きは	
 ′f (x1)となるので，接線の式は	
 

	
 
y − y1

x − x1

= ′f (x1) 	
 

となり，最終的に	
 

	
 	
 	
 y = ′f (x1) x − x1( )  + y1	
 	
 (10-29)	
 

	
 

［例題 19］y	
 =	
 x2	
 上の	
 点(xo,yo)=(2,4)を通る接線の式を求

めよ．	
 

［解答］微分して，xo＝２での傾きを出す．	
 

	
 	
 
dy
dx x=2

  = 2xo = 4 ,	
 	
 y − 4
x − 2

= 4  より	
 	
 	
 

	
 y = 4 x − 2( )  + 4 = 4x − 4 	
 

［問題 10－ 19］［接線の式］	
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 y	
 =	
 2x2	
 上の	
 点(1,2)を通る接線の式を求めよ．	
 

	
 

［例題 20］次の楕円の点(x１,y１)を通る接線の式を求めよ．	
 

	
 	
 	
 
x2

a2
+ y

2

b2
= 1	
 

［解答］両辺を無限小解析法で微分すると	
 

	
 	
 	
 	
 
2xdx
a2

+ 2ydy
b2

= 0 	
 	
 à	
 	
 傾きは	
 dy
dx

= − x
y
b2

a2
	
 

接線の方程式は	
 

	
 	
 	
 y − y1 = −
x1
y1
b2

a2
x − x1( ) 	
 

これを整理して	
 

y1a
2y − a2y1

2 = −x1b
2x + b2x1

2
	
 	
 à	
 x1b

2x + y1a
2y = b2x21 + a

2y1
2
	
 à	
 

x1x
a2

+
y1y
b2

=
a2y1

2 + b2x21
a2b2

=
x21
a2

+
y1
2

b2
= 1 	
 

∴
x1x
a2

+
y1y
b2

= 1	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

	
 

§10.12.2.	
 最大，最小	
 	
 

	
 われわれはいつもどちらが得かとか，どちらが大きいか小さいか比較をしている．2つ物がある場合はす

ぐに答えは分かるが，そうでない場合微分が大いに役に立つのである．	
 

［1］体積の最大化	
 

	
 直方体の表面積 Sが与えられている場合，どのような

形状をしている場合に体積は最大になるか？	
 

1 辺をｘとした正方形の底面を考え，その高さをｙとす

ると，体積は	
 

  V = x2 y 	
 

表面積は	
 

  
S = 2 x2 + 2xy( ) 	
 

である．	
 

	
 これから yは	
 
	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10-38	
 

接線の方程式	
 

楕円：	
 	
 
x2

a2
+ y

2

b2
= 1	
 	
 -->	
 x1x

a2
+
y1y
b2

= 1 	
 	
 	
 双曲線： x2

a2
− y

2

b2
= 1	
 -->	
 x1x

a2
−
y1y
b2

= 1 	
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y =

1
2x

S
2
− x2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
	
 

となるので，これを体積の式に代入すると，	
 

  
V =

x
2

S
2
− x2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

S
4

x − x3

2
	
 

これを xで微分して 0 になるｘを求めると．	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 
  
dV
dx

=
S
4
−

3
2

x2 = 0 	
 	
 à	
 
  
x =

S
6
	
 

これを高さｙの式に代入すると，	
 

	
 	
 	
 	
 	
 

  
y =

1
2

6
S

S
2
−

S
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

6
S

S
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

S
6
	
 

よって体積は 3 辺ともに等しい場合，即ち立方体の場合に最大になることがわかる．S=6 の場合の体積 V

のｘへの依存性を図 10-38 に示す．x=1 で体積は最大になっていることがわかる．	
 

	
 

［問題 10－ 20］	
 周の長さが Lで与えられている長方形の場合，面積が最大になる場合はどのような図形

か？	
 

	
 

［2］屈折の法則	
 	
 

	
 自然界における最大，最小の問題はフェルマーによって見いだされた光の屈折である．それは｢光の通る

道は，通過するのに要する時間が最小になるような道である．｣	
 

	
 下図（図 10－ 39）左に示すように光の進む道を AP，PB とし，上側で光速 c1，下側でｃ2とする．例えば，

上側は空気，下側はレンズや水，あるいは何か透明物体と考えよう．	
 A から光がでて P 点に達するが，下

側の物体内部に入ると光の速度は遅くなるので，光は曲がることになる（下図右）．そのとき Bまでに達す

る光の到達する時間を計算する．	
 

	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10－ 39	
 

AP を光が進む時間： tAP =
AP
c1

=
a2 + x2

c1
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PB を光が進む時間： tPB =
PB
c2

=
b2 + d − x( )2

c2
	
 

従って全時間は	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 t x( ) = a2 + x2

c1
+

b2 + d − x( )2
c2

	
 

その最小値は，ｘで微分した dt/dx が０になるところであ

る．	
 

	
 	
 	
 ′t x( ) = x
c1 a2 + x2

−
d − x( )

c2 b2 + d − x( )2
= 0 	
 

これは上の図の幾何学より	
 
sinα
c1

=
sinβ
c2
	
 となり，	
 

	
 	
 
sinβ
sinα

=
c2
c1
	
 

といういわゆる屈折の法則が得られ，光の伝搬時間が最小になる．図 10－ 40 は c1=3x10
8	
 m/s,	
 c2=c1/1.1,	
 

a=10	
 m,	
 b=15	
 m,	
 d=20	
 m	
 の場合のt(x)のｘへの依存性を示したものである．時間が最小になる点はx=8.76866	
 

m であり， sinα = 0.659299 ,	
 sinβ = 0.599363となることから，屈折の法則を満たしていることが分かる．	
 
	
 

［3］信号電力の最大化	
 	
 

	
 図に示すような回路で，電圧 V の信号の出力抵抗をｒとした場合，受信抵抗 R がいくらのときに最大の

電力（パワー）を受信することができるか？	
 

	
 電流は	
 	
 

	
 
 
I = V

r + R
	
 

抵抗 Rでの電力は	
 

	
 

  

P = RI 2 = R V
r + R

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

= V 2 R

r + R( )2 	
 

であるから，これを Rで微分すると，	
 

  

dP
dR

= V 2
r + R( )2

− R2 r + R( )
r + R( )4

= V 2
r − R( ) r + R( )

r + R( )4
= V 2 r − R

r + R( )3
= 0 	
 

 R = rのときに受信電力は最大になる．ちなみに V=1	
 V で r=50	
 Ω の時の電力 P を描いてみると図 10－ 41
の右図のようになる．実際に Rが r と等しくなる 50	
 Ωのときに電力は最大になっていることがわかる．	
 

	
 

	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10－ 40	
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 図 10－ 41	
 

	
 

［問題 10－ 21］次の並列抵抗がある場合，可変抵抗 rがいくらのときにｒでの消費電力は最大になるか？	
 

	
 	
 	
 	
 

	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 図 10－ 42	
 

	
 

§10.13.高次微分	
 

	
 今までは 1度微分するだけであった．y=x の 1 次関数は 1 度微分すれば定数になり，それをもう 1度微分

すれば０になる．即ち1次関数は2度微分できる．y = x3の3次関数は4度まで微分できる．ところがsin(x)
や cos(x)などの三角関数は何度でも微分できる．このように何度も微分するものを高次微分といい，次の

記号で表す．	
 

1 次微分：	
 ′y , ′f (x), dy
dx
	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 2 次微分：	
 ′′y , ′′f (x), d

2y
dx2

= d
dx

dy
dx

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
 

ここでわかるように分子では d(dy)=d2y であるが，分母では dx2＝(dx)	
 2であり，dx2＝dx	
 x ではなく，dx

は微少部分と呼ばれる一固まりの記号である．	
 

3 次次微分：	
 ′′′y , ′′′f (x), d
3y
dx3

= d
dx

d 2y
dx2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= d
dx

d
dx

dy
dx
	
 	
 

ｎ次微分：	
 

 

y(n) , f (n) (x), d
ny
dxn

= d
dx

dn−1y
dxn−1

= d
dx

d
dx

d
dx

d
dx

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ dy
dx

n
  

	
 

[例題 21] y = sin xの高次微分を求めよ．	
 

［解答］1 次微分：
dy
dx

= cos x = sin x + π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
 ；	
 	
 2 次微分：

d 2y
dx2

= − sin x = sin x + 2π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
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3 次微分： ′′′y = − cos x = sin x + 3π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ；	
 	
 	
 	
 	
 4 次微分：	
 

y(4 ) = sin x = sin x + 4 π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
 	
 	
 

このように見てくると（	
 ）の中の π/2 の係数がｎ次微分のｎに等しくなっていることが分かる．	
 

ｎ次微分： y(n) = sin x = sin x + nπ
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ 	
 

	
 	
 この高次微分はテイラー展開においてよく用いられる．	
 

	
 

［問題 10－ 22］ y = cos xの高次微分を求めよ.	
 
	
 

§10.14.偏微分(多変数の微分)	
 

	
 今まで学んできた微分は，y=f(x)のようなｘのみを変数とする１変数の関数についてであった．これは

紙の上に横軸ｘをとり，縦軸にｙをとり，2次元平面に曲線を描いて，その方向きを考えて分析するもので

あった．従って，dy/dx のみが考えられた．	
 

	
 今度は，2次元上の横軸にｘをとり，縦軸にｙをとり，ｘ，ｙを変数として，それに直角方向の z軸方向

に関数を z=f(x,y)を描くと，それは曲面になる．これを 2 変数の関数という．2次元上の曲線から 3次元

上の曲面に考え方を拡張するのである．この曲面は，x方向とｙ方向の 2つの異なる傾きを持つことになる．

ｘ方向のみに”偏った微分”をと y 方向のみに”偏った微分”の２つの傾きを持つ．これが”偏微分”で

ある．	
 

	
 z = f (x, y)とすると，	
 

x 方向の微分：
∂z
∂x
, zx , fx (x, y),

∂f (x, y)
∂x

	
 ：	
 ｙ方向の微分：
∂z
∂y
, zy , fy (x, y),

∂f (x, y)
∂y

	
 

	
 	
 	
 	
 

∂z
∂x

 

∂z
∂y

 

y

dx

x

y

z

x

dy
fxdx

fydy

z

r

drx

dry

	
 

図 10－ 43	
 

	
 

	
 最初に述べたように，平面上での運動を考える場合，点は r = x i + y jで表せるので，無限小の移動距
離はｘ方向とｙ方向の 2方向あるから，偏微分を用いて，	
 

	
 

dr = ∂x i + ∂y j 	
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と書ける．さらにわかりやすい様に，ふつうの微分記号に置き換えて	
 

dr = dx i + dy j

と書く．この微小な移動距離を用いる“無限小解析“こそが，微分，積分を工学や物理で応用する上で重

要である．	
 

上図（図 10－ 43）の右に示すように z = f (x, y) で表される曲面上の点が r = x i + y j + f (x, y) kで表
せるので，曲面上の微小な移動距離は	
 

drx = dx i + ∂f (x, y) / ∂x( )dx k = dx i + fxdx k
dry = dy j + ∂f (x, y) / ∂y( )dy k = dy j + fydy k

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
(10-30)	
 

となる．これは曲面の面積を求める場合に役に立つ．	
 



物理工科のための数学入門                                御手洗 修 

 266 

第 11 章 積分 

 物事がどうなっているか中身を分析するのが微分で，その結果を用いてどう組み立てていけばよいかを考

えるのが積分である．例えば，円の面積を求める場合，下図のように長方形の短冊型に分割し，その一つ一

つの面積を足し合わせて円の面積を出すことができる．より正確に計算するには右図の様により狭い短冊に

分割してそれを足しあわせればよい．これを区分求積法と呼び，積分をするということである．1 度分割，

分析して，細分化した物をつなぎ足し合わせて面積を計算する．これが分析と総合である［1.7.遠山］．

また積分を用いることによって変動する量の平均値を求めることができる．全体を総合的に眺めて(積

分して)初めて平均的なことが分かる．特に積分が役に立つのは，世の中の現象を表す微分方程式を解く際

である．  

     
               図 11-1 

 

 §11.1.直感的な積分の仕方 

 微分のところで述べたように，”ある関数を微分

する”ということはその”傾き”を計算することで

あるから，その波形が与えられると簡単に微分を求

めることができる（図 11-2）．積分をするというこ

とは，実は下の微分した波形から上の元の波形を求

めることである． 

 同図に示すように下部の波形は傾きを示すので，

その傾きを持つ線を上に書けばよい．その際，積分

した結果の線はいくつも考えられる．実際，上のど

の曲線も微分したら下の同じ曲線になることがわ

かる．積分すると沢山の答えが得られるが，それは

定数倍ずれているだけで，それを積分定数 C で表

す．初期条件を与えると積分結果は 1 個に決定され

る． 

 また，積分するということは下の波形の面積を積

み上げることでもある．これを次に詳しく説明する． 

 

§11.2. 区分求積法による定数ｙ＝１

の積分 

§11.2.1.直感的な積分の理解法 

 上の直感的な積分の仕方では，ｙ＝ｘの微分は傾

きから計算して１なので，その傾き 1 を上の図に描

いていって積分するというものであった．この方法と区分求積法による小さな面積に分割してそれを足し合

わせて積分する方法を比較してみてみよう． 

!"#$

% & '( ) * + (,- .,

(

%

)

&

/"0$

1!213
"#20$

,

(

% & '( ) * + (,- .

4(

%

/"0$

56 76

    

          図 11－ 2 
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 左図は，微分した下の波形を Δ=１ずつ分割して，それらを足し合わせていくと上のｙ＝ｘの積分波形に

近いものが得られることを示している．ｘ＝1 と 2 の間は微分波形の 2 つの正方形が積み上がって積分波形

になり，ｘ＝４と 5 の間は 5つの正方形が積み上がって積分波形になっている．その右図は分割数を 2倍に

して Δ=１／2 とした場合である．微分波形での面積が半分になったので，積み上げる正方形の高さも

半分になる．下の長方形をそのまま積み上げるわけではなく，面積を高さに変えて積み上げる．（Δ=

１の時だけそのまま積み上げる）．ｘ＝1 と 1.5 の間は微分波形の 3 つの正方形が積み上がって積分波形にな

っている．さらに Δ=１／4 としたときを一番右に示す．このように分割数を増やすと一つあたりの面積が減

少するので，積み上げていく時の高さが低くなり，積分波形に近づいていくことがわかる． 

 

微分 積分 微分 積分

 

微分 積分

 
図 11-3 

 

§11.2.2.級数の極限としての積分 

   y=1 を a からｂまで積分するということは，下図に示すように aから bまでを n 個に分割して, 

!

!

"

#

#$%$!$

&

!

' (

     

図 11-4 

その刻み幅を 
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   ! =
b " a

n
 

とし，それを足し合わせて面積を求めることである．高さが１で刻み幅が Δのｎ個の長方形の集まりなので， 

  

 

S
n
a ! b[ ] = 1 ! " +1 ! " +1 ! " + ! ! !+1 ! "

n

" #$$$$$ %$$$$$ = n" = n
b # a

n
= (b # a) 

結局，面積は(b-a)になる．このように積分する範囲を分割してそれを足し合わせる計算法を区分求積法と

呼ぶ．即ち，ｙ＝１を積分するということは,等分割したｎ個の小さな長方形の数列， 

   y = 1! "( ), 1! "( ), 1! "( ), 1! "( ), 1! "( ), 1! "( ), 1! "( ),! ! ! 

を足し合わせる（級数 Snを求める）ことである． 

   S
n
= 1! "( ) + 1! "( ) + 1! "( ) + ! ! !+ 1! "( ) = n 1! "( ) 

   結局,積分とは，分割数ｎを無限に増やして，刻み幅を無限に小さくしたときに得られる面積の総和であ

る．刻み数ｎを無限に増やすと Δは限りなく小さくなる．これを dx とおいて，積分は足し算で総和（級数）

であるからこれを積分記号 ! で表す． 

 この積分記号を用いると，y=1 の a からｂまでの積分は 

 1!dx
a

b

" = dx

a

b

" = lim
n#$

1! %
n

& = lim
n#$

n !
b ' a
n

(
)*

+
,-
= b ' a  

このとき分割数ｎは割り算されて表には出てこない． 

 数列と級数は被積分関数と積分に対応することを第６章ですでに述べた．それを詳しく見てみよう．簡単

な例として０から 20 までを区分求積法で積分すると 

    1 !dx
0

20

" # 1 ! $
i=1

20

% = 1+1+1+ ! ! !+1( )$ = 20$  

となる．これは刻み幅を Δ=1 としたとき，図 11－ 4 のように表される．左図はｙ＝１のグラフを等分割した

ものであり，右図はそれに対応する級数を正確に描いたものである．左図で n=1 から n=20 まで積分すると

いうことは，右図の x 軸上の n=20 の位置で，左図の n=1 から n=20 番目までの”タイル”の高さを y軸方向

に足しあわせるということである．従って，右図の n=20 番目の一番上のタイルの高さは被積分関数の高さ

である．このようにこの図から微分と積分の関係を理解することができる．なお，刻みを無限に小さくする

とｙ＝ｘのグラフと等しくなることがわかる．（注：左図と右図の小さな正方形の”タイル”の面積が等し

 一般に，関数 f(x) の下の x=a から x=b までの面積を積分することを定積分と呼び 

  Sab = lim
n!"

f (xi
i=1

n

# )$x = f (x)dx
a

b

%    

で表す．刻み幅を無限に小さくした場合の面積の総和の極限を 

 lim
n!"

i=1

n

# $
a

b

%   

で表す．この積分記号（インテグラル）は Summention（和）の頭文字 S を縦に引き延ばした形になって

いる．そのとき，刻み幅 !xを dxに置き換える． 
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いのは刻み幅を Δ=1 としたときのみである．）

20番目：微分値 f '(x)=1

10番目
10番目

1番目

1番目

積分値
y= f (x)= x

20番目： 
微分値 f '(x)=1

ここに積み上げる

 

    図 11-5 

 

 

 

 ｙ=1 の関数を dｘで積分すると，分割部の面積を足し合わせて 

y = 1!dx" = dx" = x +C        （11－ 1） 

即ち， y = x + Cとなる．1 は普通書かないが重要な意味を持つのでここではわざわざ書いている．ｘが増

大するにつれて下の面積は単調に増加する．また，直感的な積分のところで述べたように，図 11-6 の右図

に示すように積分した曲線は無数に存在するので，積分定数 C で代表し，これを不定積分という． 

! "!

#

!

$

$%&%#%

'

#

   

      図 11-6 

積分したものを微分すると元の関数にもどるが，定数 Cを微分すると傾きは０となる． 

dx! = x +1   dx! = x + 999  

もまた積分の答えである．積分定数 C は別の条件が与えられて初めて決まる． 

 同様に，積分する関数記号が異なっても 

dy! = 1 "dy! = y + C  , ds! = 1 "ds! = s + C , dt! = 1 "dt! = t + C， d! = +C  

が成り立つ． 

 

［例題１］次の不定積分を求めよ． 

  数列被積分関数    級数積分  
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  （１） d!" , （２） adz! , （３） d
dy

dx

!
"#

$
%&' ,  （４） d

d
2
y

dx
2

!
"#

$
%&'  

［解答］（１） d!" = 1 #d!" = ! + C ,   （２） adz! = a 1 "dz! = az + C ,  

   （３） d
dy

dx

!
"#

$
%&' =

dy

dx
+ C ,           （４） d

d
2
y

dx
2

!
"#

$
%&' =

d
2
y

dx
2
+ C  

 [問題 11—１]次の不定積分を求めよ． 

  （１） k dx!    （２） df (x)!  

 

 

 

  

 微分係数 dy / dx = 1の積分： 

これを簡単に行うには， 

（１） dy = 1!dxと書き直して，両辺を積分して 

   y = dy! = 1"dx! = x +C  

（２） dy / dx = 1を xで積分して 

     
dy

dx
dx! = 1"dx! = x +C  

 左辺は,かけ算ができて 

   
dy

dx
dx! = dy! = y   y = x + C  

ここが記号法の非常に重要な点である． 

 さらに重要な例は 

   
d
2
y

dx
2! dx =

d

dx

dy

dx

"
#$

%
&'! dx =

d

dx

dy

dx

"
#$

%
&'! dx = d

dy

dx

"
#$

%
&'! =

dy

dx
+ C  

で，dx は記号としてかけ算，割り算ができる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

定積分：y=1 を a からｂまで積分するというような，積分する範囲が具体的に決まっている積分であり，次

のように書く． 

積分計算の基礎：これが大事！！ 四角の中は何でも同じであれば成り立つ． 

   d! " = " + C  

微分と積分の関係 
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 dx

a

b

! = x[ ]
a

b

= b " a  

a-b 間の面積なので 1x(a-b)となる．これはまた，０からｂまでの積分から,０から a までの積分を差し引い

たものと同じであるから， 

dx

a

b

! = dx

0

b

! " dx

0

a

! = x[ ]
0

b

" x[ ]
0

a

= b " a  

[例題２]次の定積分を求めよ． 

（１） kdx

a

b

!     （２） d!
c

d

"   （3） d!
0

x

"    （４） d!
0

z

"  

［解答］ (1) k dx

a

b

! = k x[ ]
a

b

= k b " a( )  (2) d!
c

d

" = ![ ]
c

d

= d # c  (3) d!
0

x

" = ![ ]
0

x

= x  (4) d!
0

z

" = ![ ]
0

z

= z  

 §11．3.１次関数ｙ＝ｘの積分 

 区分求積法によって，関数 y=x の０からｂまでの定積分を求める． 

  
!

!

"
"#$#!#

%

!
2!

3!

4!

&  

図 11-7 

ｘ軸方向の０からｂまでを n個に分けて，刻み幅をΔ=b/n とすると，ｙ＝ｘの関数より，矩形の面積は以下

のようになる．§9.5.1 で行った級数の計算結果を用いて， 

S
n
= 0 + ! + 2! + 3! + 4! + 5! + " " "+ n!( )! = 0 +1+ 2 + 3+ 4 + 5 + " " "+ n( )!2

!!!= k

k=0

n

#$%&
'
()
!2

=
n n +1( )

2
!2

 

ここで，n->∞とし，刻みを無限小にすると， 

xdx

0

b

! = lim
n"#

S
n
= lim

n"#

n n +1( )

2

b

n

$
%&

'
()
2

=
b
2

2
lim
n"#

1+
1

n

$
%&

'
()
=
b
2

2
 

結局， 

xdx

0

b

! =
1

2
b
2
 

となる．これは以下の様にかける． 
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     xdx

0

b

! =
1

2
x
2"# $%0

b

=
1

2
b
2 &
1

2
0
2
=
1

2
b
2
 

 

 y=x を０から 10 までを区分求積法で積分すると 

   xdx

0

10

! " k#( )
k=0

10

$ # = 0 +1+ 2 + 3+ 4 + 5 + % % %+10( )#2
= 55#2

 

となる．ｙ=x の被積分関数の刻み幅 ! = 1の点に対応する数列を左に，右にその数列の和(級数＝積分値)を

図 11－ 8 に示す．即ち，前に説明したようにｙ=x を０から１０まで積分することとは，左図の 1番目から

10 番目までの 10 個の長方形を，右図のｘ＝10 番目の位置において順番に下から 10 個積み重ねていったと

きの高さを求めることである．また，積分の最後の項(右図の 10 番目の高さ f’(x))が変化分で，それが 左
図の被積分関数(f’(x))に等しいことも分かる． 

10番目：
微分値 f '(x)=x

5番目
5番目

1番目

1番目

積分値
y= f (x)= x2/2

10番目： 
微分値 f '(x)=x

 

   図 11-8 

 

不定積分 

  図 11-7 において，bx とおくとｙ＝ｘの直線の下の，０からｘまでの面積は下の三角形で与えられるの

で， 

 

xdx

0

x

! =
1

2
x
2
+ C       （11－ 2） 

これは三角形の面積を計算するときに出てくる 1/2 である．  

 

  

 

 

 

  

微分と積分の関係 
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[例題３] !d!
a

b

" を求めよ．  

［解答］   !d!
a

b

" =
!2

2

#

$
%

&

'
(
a

b

=
b
2

2
)
a
2

2
 

 [問題 11－ 2]次を積分せよ． 

（1） ydy
a

b

!    （2） tdt

0

5

!  

 

§11.4.２次関数ｙ＝ｘ２の積分 

 前と同様に等分割区分求積法によって，０からｂまでの定積分を求める．刻みをΔ=b/n とすると，ｙ＝ｘ
２の関数より，矩形の面積は以下のようになる．§9.5.2 で得た計算結果を用いて， 

S
n
= 0 + !2

+ 2!( )
2

+ 3!( )
2

+ 4!( )
2

+ 5!( )
2

+ " " "+ n!( )
2( )!

!!!= 0 +1
2
+ 2

2
+ 3

2
+ 4

2
+ 5

2
+ " " "+ n2( )!3

= k
2

k=1

n

#$%&
'
()
!3
!=
n n +1( ) 2n +1( )

6
!3

 

ここで，n->∞とし刻みを無限小にすると， 

xdx =
0

b

! lim
n"#

S
n

i=1

n

$ = lim
n"#

n n +1( ) 2n +1( )

6

b

n

%
&'

(
)*
3

=
b
3

6
lim
n"#

1+
1

n

%
&'

(
)*
2 +

1

n

%
&'

(
)*
=
b
3

3
 

結局， 

x
2

dx

0

b

! =
b
3

3
 

この１／３は角錐や円錐の体積を求めるときに現れる係数と同じである． 

 被積分関数と積分の関係を，刻み幅を Δ=0.5 の場合の数列と級数で表すと下図（図 11-9）のようになる． 

分割数が２倍になり幅が半分になったので，右図の長方形の高さは半分になり，積分曲線により近

づいていくことがわかる． 

 

  

y=x2
y=x3/3

 

      図 11-9 

 

不定積分：図 11-９においての 0~ｘで積分すると 
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x
2
dx

0

x

! =
1

3
x
3
+ C       （11－ 3） 

 

 

 

 

 

 

 

x 方向に積分すると x3の 1/3 になる．結局，ｘ，ｙ，ｚ方向の３方向に０からｘまで積分すると， 

x
2
dx

0

x

! + y
2
dy

0

x

! + z
2
dz

0

x

! = x
3
 

となり全体積 x3になる．即ち，係数が１/３となる理由は，自

由度が３である体積を求めるために一方向にのみ積分する

（自由度 1）結果，自由度３で割らなければいけないというこ

とである．このように体積の１／３は x2の積分に現れる１／

３と同じであることがわかる． 

  注：図 11-10 に示す 3 つの三角錐からなる三角柱の場合，

その体積は三角柱の体積の１／３になることがよくわかる．

図に示すように，”底面１と高さ１”と”底面２と高さ２”の

三角錐は同じ体積である．残りの体積は全体の１／３であり，

それは今度は”底面３と高さ３”からなる三角錐であり，こ

れで全三角柱を埋め尽くすことになる． 

［例題 4］次を積分せよ． y
2
dy =

a

b

!  

y
2
dy =

a

b

!
y
3

3

"

#
$

%

&
'
a

b

=
b
3

3
(
a
3

3
 

 

［問題 11—３］次の定積分をせよ． 

（１） x
2
dx

!a

a

"   （2） z
2
dz

a

a

!   （3） t
2
dt

0

5

!  

  

 §11.5.３次関数の積分 

  

x
3
dx

0

x

! =
1

4
x + C         (11-4) 

面積は x4の４次元の座標の自由度４で割った値になる． 

 

 ここで今までに得た情報を整理してみよう． 

!"#

$%&

$%'

$%#

!"'

!"&

 

       図 11-10  

微分と積分の関係 
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(1) y = x   (2) y = x
2
   (3) y = x

3
 の場合のｘ＝０~１までの積分値(灰色の部分)を下図（図 11-11）

に示す．   

 

            図 11-11 

これらの関数は,ｙ軸を水平軸，ｘ軸を垂直軸として眺めると， 

(1) x = y   (2) x = y
1/2
  (3) x = y

1/3
  

 である．白色の残りの部分がｙ＝０~１までの積分値である． 

(2)の白色部分の面積は 

y
1/2
dy =

0

1

!
1

1

2
+1

=
2

3
 

(3)の白色部分の面積は 

y
1/3
dy =

0

1

!
1

1

3
+1

=
3

4
 

となることより， 

x
m
dx

0

1

! =
1

m +1
 

となることが推測できる． 

 

§11.6.m 次関数の積分 

  同様にして， y = x
m
の m 次関数の場合を Δ でｎ等分割して(! = b / n )，区分求積法によって０からｂ

までの定積分を求める.その面積は，x= Δ，2Δ・・・n Δ ととり， 

S
n
= !

m
+ 2!( )

m

+ 3!( )
m

+ 4!( )
m

+ 5!( )
m

+ " " "+ n!( )
m( )!

!!!=
1
m
+ 2

m
+ 3

m
+ 4

m
+ 5

m
+ " " "+ n

m( )
n
m+1

b
m+1

 

となる．これは簡単には求まらないので，これを以下のように分母に nmを足して近似して， 



物理工科のための数学入門                                御手洗 修 

 276 

     

 

S
n
=
1
m
+ 2

m
+ 3

m
+ 4

m
+ 5

m
+ ! ! !+ n

m

nn
m

b
m+1

"
0
m
+1

m
+ 2

m
+ 3

m
+ 4

m
+ 5

m
+ ! ! !+ n

m

n
m
+ n

m
+ n

m
+ n

m
+ n

m
+ n

m
+ ! ! !+ n

m

n

! "###### $######
b
m+1
 

カバリエリやウォリスなどが数値的に結果を推測した．ｍ＝3 の場合 

n=1 の場合： 
0
3
+1

3

1
3
+1

3
=
1

4
+
1

4
  ， n=2 の場合： 

0
3
+1

3
+ 2

3

2
3
+ 2

3
+ 2

3
=
9

24
=
1

4
+
1

8
 

n=3 の場合： 
0
3
+1

3
+ 2

3
+ 3

3

3
3
+ 3

3
+ 3

3
+ 3

3
=
1

4
+
1

12
 

となるので，1/4＝1/(m+1)に近づくことがわかった．結局， 

     

 

lim
n!"

S
n
= lim

n!"

0
m
+1

m
+ 2

m
+ 3

m
+ 4

m
+ # # #+ n

m

n
m
+ n

m
+ n

m
+ n

m
+ n

m
+ # # #+ n

m

n+1

! "###### $######
b
m+1

=
b
m+1

m +1
 

となるなることが推測された．今では x
n
dx

0

a

! の積分は微分と積分の関係から簡単に計算できる．しかし，

当時はそのような関係もわかっていず，単なる区分求積法を用いてもうまくいかないので，フェルマー（1640

年）は減差等比級数を用いて計算することを考え出した［フェルマーの方法］． 

!!"!"#!"$!"% &

'

'()(&*

+  

図 11-12 

 

 ｙ＝ｘmの関数を０から b まで積分するために，b から原点に向かって br,br2,br3…と減差等比級数(r < 1)

を用いて分割する（図 11-12）．従ってｒを 0.9,0.99・・ と１に近づけると刻み幅 ! = b 1" r( )は次第に小

さくなる．このように級数を構成する数列を大きい方から小さい方にとる．それぞれの矩形の面積は以下の

ように徐々に小さくなっていく．最後は rm+1 の等比級数になるので，6.3.3 節で行った級数の計算結果を

用いることができる． 

S
m
= b ! br

1( )bm + br
1
! br

2( ) br1( )
m

+ br
2
! br

3( ) br2( )
m

+ br
3
! br

4( ) br3( )
m

+ " " "+

!!!= b
m+1

1! r( ) + bm+1
1! r( )rm+1

+ b
m+1

1! r( )r2 m+1( )
+ b

m+1
1! r( )r3 m+1( )

+ " " "+

!!!= b
m+1

1! r( ) 1+ r
m+1( ) + r

m+1( )
2

+ r
m+1( )

3

+ " " "+{ }

!!!=
b
m+1

1! r( )

1! r
m+1

 

この式は r1 とすると分母，分子は 0/0 になるので，次の式を用いてそれを取り除く．即ち， 
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L
m
= 1+ r + r

2
+ r

3
+ ! ! !+ r

m
 

とおいて，両辺に r をかけて 

rL
m
= r + r

2
+ r

3
+ ! ! !+ r

m
+ r

m+1
 

上 2 式を辺々引くと， 

1! r( )L
m
= 1! r

m+1
 

Lmは 

       L
m
=
1! r

m+1

1! r
 

分母と分子をひっくり返して 

      
1! r( )

1! r
m+1

=
1

L
m

=
1

1+ r + r
2
+ r

3
+ " " "+ r

m
 

として代入する．その結果，  

 

S
m
=
b
m+1

1! r( )

1! r
m+1

=
b
m+1

1+ r + r
2
+ r

3
+ " " "+ r

m

m

! "### $###
  S =

b
m+1

1+ m
 

ここで，r1 としてｘ軸方向の刻み幅  ! = b 1" r( )を小さくしていくと，分母は(1 + m)に近づく．即ち

フェルマーの公式(1640 年頃)が得られる． 

 

x
m
dx

0

b

! =
1

m +1
b
m+1
        (11-5) 

 

 このように，mが大きくなればｙ＝ｘmの曲線の下側の面積は狭くなるので，積分値は小さくなることが理

解できる．また，m は整数でなくてもよいし，m が負の場合も同様に計算できることが，その後ニュートン

によって示された． 

 しかしながら，m=-1 の場合はこの式では，分母が０となりその結果無限大となるので，計算できないこと

がわかるだろう．つまり y=1/x（双曲線）の積分(第 1 章) 

    x
!1
dx

0

b

" =
1

x
dx

0

b

"  

は長い間計算できなかった．それはあの有名なニュートンにも，フェルマーにもできなかったのである．そ

のためには”対数や指数関数”といった考え方が必要になることがずいぶん後になってわかってきたのであ

る． 

 

 

 

 

 

 

 

 

n ! "1 のとき         n = !1 のとき 

x
n
dx! =

1

n +1
x
n+1

+C x
"1
dx! = log x +C  

!" !"

        

          微分と積分の関係 
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［問題 11－ 4］次を積分せよ 

(1) y = x
m

! dx    (2) y = x
t
dx

0

1

!   

[問題 11－ 5]次を積分せよ 

(1) y = xdx!   (2) y = x xdx!   (3) y =
1

x
dx!   (4) y =

1

x
2
dx!   

 

y=1/x（双曲線）の積分がすぐにはできなかった理由： 

 双曲線 y=1/x の特徴は，ｘｙ＝１となるように，横軸ｘ縦軸＝一定の面積になるところにある．フェル

マーの方法と同じように，原点から離れる方向に向かって b,br,br2,br3…と増大差等比級数(r ＞ 1) を用
いてｍ個に分割する．そうすると，その分割した面積はすべて等しく,足し合わせると 

  

S
m
= br

1 ! b( )
1

b
+ br

2 ! br1( )
1

br
1

"
#$

%
&'
+ br

3 ! br2( )
1

br
2

"
#$

%
&'
+ br

4 ! br3( )
1

br
3

"
#$

%
&'
+ ( ( (+

!!!= r !1( ) + r !1( ) + r !1( ) + r !1( ) + ( ( (+

!!!= m r !1( )

 

となる．これがいったい何なのかということである．詳しくは§11.12.双曲線の積分をみよ． 
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§11.7.微分と積分の関係 

 微分，積分を並べて書いてみると 

  

d
1

n
x
n!

"#
$
%&

dx
= x

n'1
x
n'1
dx( =

1

n
x
n

 
 図 11-13 

微分すれば次数が 1 次下がるが，積分すれば 1 次上がる．x
n
/ nを微分した結果の x

n!1
を積分すると，

元の関数 x
n
/ nに戻ることが分かる．こうして微分と積分は逆の演算になっていることに気がつく．これは

直感的な積分の仕方のところですでに述べたことである． 

 また，左の微分の式を変形し，無限小解析法の形式にすると，すぐに積分の式に直すことができる． 

d x
n
/ n( ) = xn!1dx  

この両辺を積分すれば， 

 d x
n
/ n( )! = x

n"1
dx!     x

n
/ n = x

n!1
dx"    （11－ 6） 

となって，微分したものを積分すれば元の関数に戻ることになる．このように微分と積分は表裏一体の関係

にあることをニュートンは気がついたのである．微分は比較的簡単にできるので，それを利用して積分を行

えばよいということが分かったのである．図 11－ 13 を一つにまとめると， 

 

 さらに微分・積分の関係を図 11-14 の区分求積法で

説明する．f(x)の微分 f'(x)を積分するということは，

その関数の微少面積 f'(x)dx を積み上げていくことで

ある．積み上げた最後の面積は図 11-14 に示すように

f'(x)dx である．これは積分した関数 f(x)の傾き f'(x)

と刻み幅 dx の積と同じである． 

 即ち， 

    
dy

dx
= !f (x)  

をｘで積分すると， dy = !f (x)dxと書き直せるので，両辺を積分して 

    dy! = "f (x)dx!    y = f (x) = !f" (x)dx + C  

即ち， !f (x)dxは図 11-14 に示す積分前の区分の面積であり，積分すると下図に示す様に高さになる．そ

れらを足し合わせると関数 f(x)が得られる．そのとき，出発点が分からないので，それを積分定数を用いて

積分したら，それを微分して元に戻るか確

かめよ． 

    

x
n!1
dx" =

1

n
x
n

!"  

 

f (x) = !f (x)dx" + C

!"#$%&

'

(!"#)$%&(%

#)$%&

% (%

!"#$%&

#)$%&

% (%

!"#)$%&

!

%

%

!

*+,#)$%&(%-

./,*+

 

        図 11-14 
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表す． 

 

 

 

 

 

 

［例題５］ y = x
3
!を微分して，さらに積分せよ． 

［解答］ y = x
3
!を微分すると 

dy

dx
= 3x

2
  

となる．これを書き直し， dy = 3x
2
dx  この両辺を積分すると  

dy! = 3x
2
dx!      y = 3x

2
dx! =

2

3+1
x
2+1

+ C = x
3
+ C  

 

 積分を求めるのは導関数（微分）を求めるよりも難しい．それは微分して得られる関数は必ず積分できる

が，どんな関数でも積分できるとは限らないからである．従って積分は数値計算で求めることが多い．物事

の分析は比較的容易に行えるが，どのように物事を組みたてていけばよいかはなかなか難しいという事情と

同じであろう． 

 

§11.8.項別積分 

 ｘのべき乗の積分は次の積分で簡単に求めることができるようになった． 

x
n
dx! =

1

n +1
x
n+1

+C        （11－ 5） 

従って，複雑な関数がｘのべき乗の和で表される場合，このｘのべき乗の積分を利用することによって積分

を求めることができる．例えば次のような場合， 

y = x
2
+ x +1( )! dx = x

2

! dx + x! dx + dx! =
x
3

3
+
x
2

2
+ x + C  

として求めることができる．これを項別に積分するので項別積分という． 

 ここで，項別積分ができる理由について考えよう．下図に示すように，等間隔の刻み幅で面積を計算する

と，f(x)の下の面積に g(x)の下の面積を足せば，f(x)+g(x)の和の関数の下の面積になることが理解できよ

う．下図（図 11-15）の刻み幅は大きいが，刻み幅がさらに小さいと，面積はほとんど高さだけで決まるの

で，2つの関数の別々の高さの足し算が，足し合わせた関数の面積になることが理解できよう． 

 

  f (x) + g(x){ }! dx = f (x)dx + g(x)dx!!      （11－ 7） 

微分できる関数は積分できる．  

  
d f (x)dx!"# $

%
dx

= f (x) = f (x &) dx!  
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y=f(x)+g(x)

y=f(x)

y=g(x)

 
図 11-15 

［問題 11－ 6］つぎの項別積分をせよ． 

(1) y = x
6 ! x5 + 3x2 ! x( )" dx    (2) y = x

4
+ 3 x !

1

x
2

"
#$

%
&'
dx(  (3) y =

1

x
3
!
1

x
2
+

1

x x

"
#$

%
&'
dx(  

 

 従って，もし複雑な関数がべき級数に展開できれば容易に積分できることがわかる．例えば，円の面積

の積分は 

  

S = 2 1! x
2
dx

!1

+1

"  

と表すことができるが，どうやってそれを計算すればよいか？そこでニュートンは 2 項定理に着目し，

2
1 x! をｘのべき乗に展開し，それらの積分を個別に行い足し合わせる項別積分法を思いついた． 

 

 

 

 

 

 

§11.8.1．一般化２項定理による関数の展開 

 ｎが正の整数の場合，２項定理（n=1,2,  ）によって， 

    ( )
( ) ( )( ) ( )( )( )

2 3 4
1 1 2 1 2 3

1 1      
2! 3! 4!

n n
n n n n n n n n n

x nx x x x x
! ! ! ! ! !

+ = + + + + + " " " +  

有限の xn までの和で表される．さらに，ｎが分数でも負でも２項定理が成り立つこと（一般化２項定理）

を示したのがニュートンであった. この場合，項数は無限に続く． 

 

   ( )
( ) ( )( ) ( )( )( )

2 3 4
1 1 2 1 2 3

1 1      
2! 3! 4!

x x x x x
! ! ! ! ! ! ! ! ! !

!
" " " " " "

+ = + + + + + # # #  

 

この一般化２項定理を用いると，複雑な関数を x, x2, x3･･･のｘのべき乗の級数で表すことができ，個別に

積分し計算を加減乗除のみで行えるようになる．また，これらの関係式を用いるといろいろな級数の収束値

を求めることができる． 

複雑な関数は一般化 2 項定理によって，ｘのべき乗に展開し，

個別に積分して足し合わせる． 
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§11.8.2．ニュートンによる項別積分 

 円の形状を示す関数
2

1 x! を一般化２項定理で展開すると， 

  

1! x
2
= 1! x

2( )
1

2

= 1+
1

2
!x

2( ) +

1

2

1

2
!1

"
#$

%
&'

2!
!x

2( )
2

+

1

2

1

2
!1

"
#$

%
&'

1

2
! 2

"
#$

%
&'

3!
!x

2( )
3

+

1

2

1

2
!1

"
#$

%
&'

1

2
! 2

"
#$

%
&'

1

2
! 3

"
#$

%
&'

4!
!x

2( )
4

+

1

2

1

2
!1

"
#$

%
&'

1

2
! 2

"
#$

%
&'

1

2
! 3

"
#$

%
&'

1

2
! 4

"
#$

%
&'

5!
!x

2( )
5

+

1

2

1

2
!1

"
#$

%
&'

1

2
! 2

"
#$

%
&'

1

2
! 3

"
#$

%
&'

1

2
! 4

"
#$

%
&'

1

2
! 5

"
#$

%
&'

6!
!x

2( )
6

+

1

2

1

2
!1

"
#$

%
&'

1

2
! 2

"
#$

%
&'

1

2
! 3

"
#$

%
&'

1

2
! 4

"
#$

%
&'

1

2
! 5

"
#$

%
&'

1

2
! 6

"
#$

%
&'

7!
!x

2( )
7

+

= 1!
1

2
x

2 !
1

8
x

4 !
1

16
x

6 !
5

128
x

8 !
7

256
x

10 !
21

1024
x

12 !
33

2048
x

14 ! ( ( (

この関数のグラフを描くと， 

    

  
y = 1−

1
2

x2

  
y = 1− 1

2
x2

−
1
8

x4

  
y = 1− 1

2
x 2

−
1
8

x4
−

1
16

x6

 

            図 11-16 

 

最初は水平線であるが，x の項数とともに円に沿って曲げられていくように近似が進むことがわかる．左右

対称の偶関数が水平線を下の方に丸く曲げることによって円を形成していることがわかる． 

 ニュートンはこれを用いて円の面積を計算した．ｘ＞０の１／４の計算から円の面積 Sは，各項の積分を

それぞれ足して， 

  

S = 4 1! x
2

0

1

" dt = 4 1!
1

2
x

2 !
1

8
x

4 !
1

16
x

6 !
5

128
x

8 !
7

256
x

10 !
21

1024
x

12 !
33

2048
x

14 ! ###
$
%&

'
()

0

1

" dx

= 4 x !
1

2 #3
x

3 !
1

8 #5
x

5 !
1

16 #7
x

7 !
5

128 #9
x

9 !
7

256 #11
x

11 !
21

1024 #13
x

13 !
33

2048 #15
x

15 ! ###
*

+
,

-

.
/

0

1

 

半径 x=1 のとき円の面積は πになるので， 

  

S = ! = 4 1"
1

6
"

1

40
"

1

112
"

5

1152
"

7

2816
"

21

13312
"

11

10240
" ###

$

%
&

'

(
) = 3.141593  

 上図（図 11-14）に示すように，14 次までとっても，ｘ＝１付近で円の形状から若干大きくなっているの

で，すこし大きめの値になっているものと思われる．(史上 3 番目の πの級数表示といわれている) 

 

 以上に示すように，複雑な関数はｘのべき乗に展開して，それを積分して計算できる．いかにその他の例

を見てみよう． 

［例１］ｘ＝＋１で∞になる双曲線関数 
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1

1! x
= 1! x( )

!1

          = 1+ !1( ) !x( ) +
!1( ) !1( )!1( )

2!
!x( )

2

+
!1( ) !1( )!1( ) !1( )! 2( )

3!
!x( )

3

+
!1( ) !1( )!1( ) !1( )! 2( ) !1( )! 3( )

4!
!x( )

4

          +
!1( ) !1( )!1( ) !1( )! 2( ) !1( )! 3( ) !1( )! 4( )

5!
!x( )

5

+
!1( ) !1( )!1( ) !1( )! 2( ) !1( )! 3( ) !1( )! 4( ) !1( )! 5( )

6!
!x( )

6

          +
!1( ) !1( )!1( ) !1( )! 2( ) !1( )! 3( ) !1( )! 4( ) !1( )! 5( ) !1( )! 6( )

7!
!x( )

7

+ " " "

          = 1+ x + x
2
+ x

3
+ x

4
+ x

5
+ x

6
+ x

7
+ " " " " " "+x

n!1
+ " " " (n = 1,2,3," " "")

 

この関数 y=1/(1-x)のグラフを描くと，ｘ＜１の範囲では正，ｘ＞１では負で，ｘ＝１で無限大に近づく

関数である．テイラー展開はｘ~０近傍で行っているので，ｘ＜１の範囲の関数に対する近似式を与える． 

      

y=1+ x + x2 + x3

y=1+ x + x2 + x3 + x 4

y=1+ x + x2 + x3 + x4 + x5

y=1+ x + x2 + x3 + x 4 + x 5 + x6

y=1+ x + x2 + x3 + x 4 + x 5 + x6 + x7

y=1+ x + x2

y=1+ x

 

  図 11-17 

 この両辺を積分すると， 

     

  

1

1! x
0

x

" dx = 1+ x + x
2
+ x

3
+ x

4
+ x

5
+ x

6
+ x

7
+ # #( ) 

0

x

" dx

               = x +
x

2

2
+

x
3

3
+

x
4

4
+

x
5

5
+

x
6

6
+

x
7

7
+

x
8

8
+ # # # # # #+

x
n

n
+ # # # (n = 1,2,3,# # #)

 

なお，これも 

  

1

1! x
0

x

" dx = log
1

1! x
 

と簡単に積分できる．積分した関数と級数のグラフを描いてみると， 
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y = x+x2 / 2

y = x+x2 / 2 + x3 / 3

y = x+x2 / 2 + x3 / 3+ x4 / 4

y = x+x2 / 2 + x3 / 3+ x4 / 4 + x5 / 5

y = x+x2 / 2 + x3 / 3+ x4 / 4 + x5 / 5 + x6 / 6 + x7 / 7

y = x+x2 / 2 + x3 / 3+ x4 / 4 + x5 / 5 + x6 / 6 + x7 / 7 + x8 / 8

y = x+x2 / 2 + x3 / 3+ x4 / 4
+ x

5 / 5 + x6 / 6

 

                 図 11-18 

ここでｘ＝１とおくと，log0->-∞であるから，次の様な無限級数が得られる． 

    
1 1 1 1 1 1 1

1
2 3 4 5 6 7 8

+! = + + + + + + + + " " "  

これは以前，級数のところでみた発散する調和級数である．即ち調和級数は対数関数と関係が深い．  

 

［例 2］積分して ArcTan になる関数（グレゴリー級数の基） 

  

1

1+ x
2
= 1+ x

2( )
!1

          = 1+ !1( ) x
2( ) +

!1( ) !1( )!1( )
2!

x
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2( )
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          = 1! x
2
+ x

4
! x

6
+ x

8
! x

10
+ x

12
! x

14
+ " " " " " "+ !1( )

n!1

x
2n!2

+ " " " " (n = 1,2,3," " "")

 

この関数のグラフを描くと， 

      
y = 1− x2 + x4 − x6 + x8 − x10 + x12 − x14

y = 1− x2 + x4 − x6 + x8 − x10

y = 1− x2 + x4 − x6 + x8

y = 1− x2 + x4 − x6

y = 1− x2 + x4

y = 1− x2

y = 1− x2 + x4 − x6 + x8

− x10 + x12

 

       図 11-19 
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この両辺を積分すると，グレゴリーの式 

  

  

1

1+ t
2

0

x

! dt = x "
x

3

3

+
x

5

5
"

x
7

7
+

x
9

9
"

x
11

11
+

x
13

13
"

x
15

15
+ # # # #+ "1( )

n"1 x
2n"1

2n "1
+ # # (n = 1,2,3,##)  

これも後章で学ぶように 

   

  

1

1+ t
2

0

x

! dt = tan
"1

x  

と簡単に積分できるので，tan-1x のべき級数展開が得られたことになる．積分した関数と級数のグラフを描

いてみると，ｘ>1 と x<-1 で近似度が非常に悪いことがわかる． 

    

y = 1− x 3 / 3 + x5 / 5 − x7 / 7 + x9 / 9 − x11 /11+ x13 /13 − x15 /15

y = 1− x 3 / 3 + x5 / 5 − x7 / 7 + x9 / 9 − x11 /11+ x13 /13

y = 1− x 3 / 3 + x5 / 5 − x7 / 7 + x9 / 9 − x11 /11

y = 1− x 3 / 3 + x5 / 5
− x7 / 7 + x9 / 9

y = 1− x 3 / 3 + x5 / 5 − x7 / 7

y = 1− x 3 / 3 + x5 / 5

y = 1− x 3 / 3

 

図 11-20 

従って，x=1 を代入すると，
1

tan 1 / 4!
"

= であるから， 

     
  

!

4
= tan"1 1= 1"

1
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1

5
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7
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1
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+

1

13
"
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15
+ # #+

"1( )
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2n "1
+ # # # #   (n = 1,2,3# # # #)  

これをグレゴリー級数（ライプニッツの公式）といいπを計算することができる．しかし，上図からわか

るようにｘ＞＝１で近似度が非常に悪いので，ｘ＝１の場合，１５次まで計算しても，π=3.01707 となり精

度が悪い．即ち，この数列の収束は遅い. 

 図より近似度が良いと思われる領域にある x = 1 / 3 = 0.577を代入すると，
 
tan

!1
1 / 3( ) = " / 6であるか

ら， 
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８項までとると π=3.1415687 となり，精度は良くなる． 

 このように同じ級数の式を用いても,近似度が良い領域で π を計算する方が精度がよいのは当然である．

§5.14.4.においてマチンの公式でπを計算したが，それは近似度が良いところで計算するためであった． 
 

［例３］円の高さの逆数（積分して ArcSin になる関数） 
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このグラフを描くと 

     

y = 1+ 1 / 2( )x2 + 3 / 8( ) x4 + 5 / 6( )x 6 + 35 /128( )x8

+ 63 / 256( ) x10 + 231 /1024( ) x12

y = 1+ 1 / 2( )x2 + 3 / 8( ) x4 + 5 / 6( )x 6

+ 35 / 128( )x8 + 63/ 256( )x10

y = 1+ 1 / 2( )x2 + 3 / 8( ) x4 + 5 / 6( )x 6

+ 35 / 128( )x8

y = 1+ 1 / 2( )x2 + 3 / 8( ) x4 + 5 / 6( )x 6

y = 1+ 1 / 2( )x2 + 3 / 8( ) x4

y = 1+ 1 / 2( )x2

y = 1+ 1 / 2( )x2 + 3 / 8( ) x4 + 5 / 6( )x 6 + 35 /128( )x8

+ 63/ 256( )x10 + 231 /1024( ) x12 + 429 / 2048( ) x14

 

図 11-21 

 

この両辺を積分すると， 

   

  

1

1! t
2

0

x

" dt = x +
1

2 #3
x

3
+

3

8 #5
x

5
+

5

16 #7
x

7
+

35

128 #9
x

9
+

63

256 #11
x

11
+

231

1024 #13
x

13
+

429

2048 #15
x

15 

これも後章で学ぶように 

   

  

1

1! t
2

0

x

" dt = sin
!1

x    

と簡単に積分できるので，sin-1x のべき級数展開が得られたことになる．．積分した関数と級数のグラフを描

いてみると，次図（図 11－ 19）になる． 
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y = 1+1/ (2 ⋅3)x 3 + 3/ (8 ⋅5)x5 + 5 / (16 ⋅ 7)x7 + 35 / (128 ⋅9)x9

+ 63 / (256 ⋅11)x11 + 231 / (1024 ⋅13)x13 + 429 / (2048 ⋅15)x15

y = 1+1/ (2 ⋅3)x 3 + 3/ (8 ⋅5)x5 + 5 / (16 ⋅ 7)x7

+35 / (128⋅ 9)x9 + 63 / (256 ⋅11)x11 + 231/ (1024 ⋅13)x13

y = 1+1/ (2 ⋅3)x 3 + 3/ (8 ⋅5)x5 + 5 / (16 ⋅ 7)x7

+ 35 / (128 ⋅ 9)x9 + 63 / (256 ⋅11)x11

y = 1+1/ (2 ⋅3)x 3 + 3/ (8 ⋅5)x5

+ 5 / (16 ⋅7)x 7 + 35 / (128 ⋅9)x9

y = 1+1/ (2 ⋅3)x 3 + 3/ (8 ⋅5)x5

+ 5 / (16 ⋅7)x 7

y = 1+1/ (2 ⋅3)x 3 + 3/ (8 ⋅5)x5

y = 1+1/ (2 ⋅3)x 3  

図 11-22 

x=1/2 を代入すると， ( )1
sin 1/ 2 / 6!

"
= であるから，両辺に２をかけて 

 

!
3
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2
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+ # # #

x=0.5 では高次級数の関数近似度が良いので，1４項まで計算すればπ=3.14159 となる．即ち，この級数の収

束は速い．これはニュートンが考え出した式だといわれている． 

 以上のように，級数の関数近似度が良いかどうかは，グラフを書いてみればすぐに理解できる. 

 

［問題 11－ 7］   1+ xを一般化２項定理で展開して，積分せよ． 

 

§11.9.三角関数の積分 

 微分ができる関数は積分ができるので，三角関数の微分で用いた式を用いて直ちに積分が求まる． 

§11.9.1.cosθ の積分： cos!" d!  

 これを求めるには， sin! の微分の式  

d sin!( )

d!
= cos!   から得られる d sin!( ) = cos!d!   

の左辺と右辺を入れ替えて，両辺を積分して 

cos!" d! = d sin!( )" = sin! +C       （11－ 8） 

 

区分求積法による理解： 

 被積分関数と積分関数を数列と級数で描くと以下の様になる．刻み幅 Δ=1 の場合，予想とは異なり積分は

等振幅の sinx とはならない．それは被積分関数のｘ＝０付近での初期値が 1 付近の最大値から級数の足し

算が始まるからである．しかし，積分前の関数と積分後の面積の関係は大雑把に分かるであろう．cosx を０

からｘまで積分すれば 
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  cos!d!
0

x

" = sin![ ]
0

x

= sin x  

と sinx になるが，もっと正確に積分するには０~１２までの刻み幅を 160 分割し ! = 12 /160程度にする

必要がある． 

 

y= cos θ

積分値

y= sin θ

 

      図 11－ 23 

 

§11.9.2. sinθ の積分 sin!" d!  

 これを求めるには，コサインの微分の式 

d cos!( )

d!
= " sin!   から， d cos!( ) = " sin!d!  

左辺と右辺を入れ替えた後，両辺を積分して， 

sin!" d! = # d cos!( )" = cos! +C       （11－ 9） 

 

区分求積法による理解： 

 これを数列と級数で描くと以下の様になる．刻み幅を 1 として面積を等しくしているので積分前の関数と

積分後の関係が分かりやすい． 実際これを０からｘまで積分すれば 

sin!d!
0

x

" = # cos![ ]
0

x

= # cos x +1 

となり，ｙ＝１の周りを振動する波形になる．
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y= sin θ 積分値

y= 1-cos θ

 

                        図 11－ 24 

§11.9.3.cos(aθ )の積分 cos a!( )" d!  

 u = a!  とおいて，関数の関数の積分としてもよいが，ここでは直接に解く．即ち a! をひとつの塊とし

て考える． 

    cos a!( )" d! = cos a!( )"
d a!( )

a
=
1

a
cos a!( )" d a!( ) =

1

a
sin a!( ) + C    （11－ 10） 

［例 4］ cos !t( )" dt =
1

!
sin !t( ) + C  

§11.8.4.sin(aθ )の積分 sin a!( )" d!  

 同様にして， a! をひとつの塊として考える． 

   sin a!( )" d! = sin a!( )"
d a!( )

a
=
1

a
sin a!( )" d a!( ) =

#1

a
cos a!( ) + C   （11－ 11） 

[例 5] sin !t( )" dt = #
1

!
cos !t( ) + C  

 

§11.9.5. tan(θ )になる積分 

 tanθの微分式 

d tan!( )

d!
=

1

cos
2
!
  から  d tan!( ) =

1

cos
2
!
d!  

左辺と右辺を入れ替えて，両辺を積分して， 

1

cos
2 !

d!" = d tan!( )" = tan! +C       （11－ 12） 

 

［例題 6］次を積分せよ． 

    （１） cos
2
xdx!  （２） sin

2
xdx! （３） tan

2
xdx!  

特に三角関数の積分では，加法定理，倍角の定理，およびその変形を用いる場合が多い． 

［解答 1］ y = cos
2
xdx! =

1+ cos2x

2
dx! =

1

2
x +

sin2x

4
+ C  
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［解答 2］ y = sin
2
xdx! =

1" cos2x

2
dx! =

1

2
x "

sin2x

4
+ C  

［解答 3］ y = tan
2
xdx! =

1

cos
2
x
"1#

$%
&
'(
dx! = tan x " x + C  

［問題 11-8］次を積分せよ． 

  (1) y = cos 2x( )dx!   (2) y = 3sin 2x( )dx!   (3) y = sin
2
x

2
dx!  

 

 

 

 

 

§11.10.積分して逆三角関数になる積分． 

 逆三角関数は微分できるので，積分を行うことができる． 

(1) y = sin!1 x  になる積分 

    
d sin

!1
x( )

dx
=

1

1! x2
から d sin

!1
x( ) =

dx

1! x2
   

左辺と右辺を入れ替えて，両辺を積分して 

    
dx

1! x2
" = sin

!1
x +C        （11－ 13） 

区分求積法による理解：0 からｘまで定積分すると， 

    
dx

1! x20

x

" = sin
!1
x ! sin!1

0 = sin
!1
x  

刻み幅を ! = 1 / 20としたときの被積分関数と積分の結果を下図（図 11－ 25）に示す． 

積分値
y=arcsin xy =

1
1− x2

 

図 11－ 25 

cos!" d! = sin! + C     cos !t( )" dt =
1

!
sin !t( ) + C  

sin!" d! = # cos! + C   sin !t( )" dt = #
1

!
cos !t( ) + C  

1

cos
2 !

d!" = tan! +C  
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(2) y = cos!1 xになる積分 

   
d cos

!1
x( )

dx
=

!1

1! x
2

 

から得られる 

   d cos
!1
x( ) =

!dx
1! x2

 

の左辺と右辺を入れ替えて，両辺を積分して 

       
!dx

1! x2
" = cos

!1
x +C        （11－ 14） 

区分求積法による理解： 0 からｘまで定積分すると， 

!dx

1! x20

x

" = cos
!1
x ! cos!1 0 = cos!1 x !

#

2
 

ただし， cos ! / 2( ) = 0から cos!1 0 = " = # / 2となる．刻み幅を ! = 1 / 20としたときの被積分関数と積

分の結果を下図（図 11－ 26）に示す． 

積分値
y=arccos xy = 1

1− x 2

 

                  図 11－ 26 

(3) y = tan!1 xになる積分 

   
d tan

!1
x( )

dx
=

1

1+ x
2
 

から得られる 

  d tan
!1
x( ) =

dx

1+ x
2
 

左辺と右辺を入れ替えて，両辺を積分して 

     tan
!1
x =

dx

1+ x
2" + C        （11－ 15） 
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区分求積法による理解：0 からｘまで定積分すると， 

     
dx

1+ x
2

0

x

! = tan
"1
x " tan"1

0 = tan
"1
x  

下図（図 11－ 27）に示すように，刻み幅を ! = 10 / 50としたときの被積分関数と積分の結果を下図に示す．

さらに刻みを小さくすると，積分関数に近づく． 

積分値
y=arctan xy =

1
1+ x2

 

図 11－ 27 

 

 

 

 

 

 

 

 

［例題 7］次を積分せよ． 

（１）
1

9 ! x2
" dx    （２）

1

x
2
+16

dx!  

［解答１］
1

9 ! x2
" dx = sin!1 x

3

#
$%

&
'(
+ C  

［解答 2］
1

x
2
+16

dx! =
1

4

d x / 4( )

1+ x / 4( )
2! =

1

4
tan

"1 x

4

#
$%

&
'(
+ C  

 

§11.11.いろいろな積分 

dx

1! x2
" = sin

!1
x +C             

1

a
2 ! x2

" dx =
d x / a( )

1! x / a( )
2" = sin

!1 x

a

#
$%

&
'(
+C  

!dx

1! x2
" = cos

!1
x +C             

!1

a
2 ! x2

" dx =
!d x / a( )

1! x / a( )
2" = cos

!1 x

a

#
$%

&
'(
+C  

dx

1+ x
2! = tan

"1
x +C   

a

x
2
+ a

2
dx! =

d x / a( )

1+ x / a( )
2! = tan

"1 x

a

#
$%

&
'(
+C  
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§11.11.1.かけ算の積分（部分積分） 

 関数と関数の足し算，引き算は項別積分でできるが，では関数のかけ算，割り算の積分はどうであろうか？

別々に積分して掛け合わせることができるであろうか？いやそれはできない．それは次の様にすれば理解で

きる．左辺は dx が一つしかないが，右辺には 2 つもあるので等しくないことがまずわかる．それは次元的

に等しくないからである． 

     f (x)g(x)dx !" f (x)dx #" g(x)dx"  

関数のかけ算の積分を行うには，次の 2 つの関数のかけ算の微分から出発すればよい．即ち， 

   f (x)g(x)[ ]! = f (x !) g(x)+ f (x)g(x !)  

の両辺を積分して， 

  f (x)g(x)[ ]!" dx = f (x !) g(x)dx" + f (x)g(x !) dx"  

これは 

f (x)g(x) = f (x !) g(x)dx" + f (x)g(x !) dx"  

となるので，結局 

f (x !) g(x)" dx = f (x)g(x) # f (x)g(x !)" dx      （11－ 16） 

が得られる．これを積分の部分積分という． 

 

 

 

 

 

 

 

 

[例題 8] 次の不定積分を求めよ． 

（１） x cos x! dx    （２） x
2
cos x! dx  

［解答１］ x cos x! dx = x sin x( )!
"
dx = x sin x # 1 $ sin xdx! + C = x sin x # cos x + C  

［解答２］  

x
2
cos x! dx = x

2
sin x( )!

"
dx = x

2
sin x # 2x( )sin xdx! + C = x

2
sin x + 2 x cos x( )!

"
+ C

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!= x
2
sin x + 2 x cos x # cos xdx!$

%
&
' + C = x

2 # 2( )sin x + 2x cos x + C
 

 [問題 11－ 9]次の不定積分を求めよ． 

(1) x sin x! dx     (2) x
2
sin x! dx  

 

§11.11.2.置換積分 

 被積分関数が関数の関数である場合，比較的簡単に積分できる場合が多い．y が u の関数で y = g(u)，u

かけ算の積分：部分積分 

  

f (x !) g(x)" dx = f (x)g(x) # f (x)g(x !)" dx  

!"

#"  
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が x の関数u = f (x)の場合，y = g( f (x))と表せるので，その微分は，次のようにそれぞれをそれぞれの関

数で微分し，掛け合わせれば得られる． 

  
dy

dx
=
dy

du

du

dx
 

この両辺を dx で積分すると， 

  y = dy! =
dy

du

du

dx! dx =
dy

du! du       （11－ 17） 

となる．被積分関数が dy / du( )duの形になれば，積分が可能である． 
[例題 9]次を積分せよ． 

(1) y = 3x + 2( )
8

dx!    (2) y = sin
4
x cos xdx!  

［解答１］ u = 3x + 2と置くと， du = 3dxなので dx = du / 3 

y = u
8
du

3
! =

1

27
u
9
+ C =

1

27
3x + 2( )

9

+ C  

あるいは,直接 

y = 3x + 2( )
8

d 3x + 2( )
1

3
! =

1

27
3x + 2( )

9

+ C  

［解答２］ u = sin xと置くと， du = cos xdxなので 

    y = u
4
du! =

1

5
u
5
+ C =

1

5
sin

5
x + C  

あるいは,直接 

y = sin
4
xd sin x( )! =

1

5
sin

5
x + C  

 [問題 11—10]次の不定積分を求めよ． 

(1) 
1

x + a( )
4
dx!   (２) sin ax + b( )dx!   (3) x x

2
+ a

2
dx!  (4) ax + bdx!    
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§11.12.双曲線の積分 

 xnの積分は簡単に 

( )1 11

1

b
n n n

a

x dx b a
n

+ +
= !

+"  

となる．しかし，次の様な双曲線ｙ＝１／ｘの積分は，n=-1 なので 

( )1 0 01 1 0

0 0

b b

a a

x dx dx b a
x

!
= = ! =" "  

となるので，答えは求まらない．このように双曲線の積分は簡単にはできないことをすでに述べた．ニュー

トンにもこの積分はできなかったのである．この双曲線の面積は実は対数関数になっているので，対数の発

明なしにはできなかったのである．  

 フェルマーはｘ軸の分割を等比数列 rnを用いて不等間隔で行った．このとき y=xnの場合とは逆に a から大

きい方に向かって a,ar,ar2,．．と分割する．（しかし，どちらもｙの値が大きい方から小さい方に向かって分

割する．）そのとき分割面積がすべて同じになるように不等間隔にとるところがポイントである．[11.1. 

E.マオール] 

  
!

!"

!"#

!"$

%

&

&'(')*%

+
!", !"-

   
   図 11－ 28 

（１）a から arn までの面積：（
  
S a ~ ar

n!
"

#
$
と書く） 

  a~ar 間の面積は ar ! a( ) " 1 / a( ) = r !1, ar~ar2間の面積は ar
2
! ar( ) " 1 / ar( ) = r !1 , ar2~ar3間

の面積は ar
3
! ar

2( ) " 1 / ar2( ) = r !1となるので，1 個の長方形の面積はどれも(r-1)になる．即ち， 

   

S a ~ ar
n!

"
#
$ = ra % a( )

1

a
+ ar

2 % ar( )
1

ar
+ ar

3 % ar
2( )

1

ar
2
+ ar

4 % ar
3( )

1

ar
3
+ & & &+ ar

n % ar
n%1( )

1

ar
n%1

= r %1( ) + r %1( ) + r %1( ) + r %1( ) + & & &+
n

! "####### $#######
= n r %1( )

このように各刻みでの面積を同じにして，足し合わせるのが双

曲線の積分法の特徴である． 

 

（２）a から arｍまでの面積：  

  
S a ~ ar

m!
"

#
$ = m r %1( )  

（３）arｍから arｎまでの面積： 

 a から arｎまでの面積から aから arｍまでの面積を差し引いて 

  

S ar
m

~ ar
n!

"
#
$ = S a ~ ar

n!
"

#
$ % S a ~ ar

m!
"

#
$

= n r %1( )% m r %1( ) = n % m( ) r %1( )
 

a ba

同じ面積

arm

=c
bar m

=bc  

        図 11－ 29 
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 ここまできて気がつくことは，面積は a には無関係であるということである． 

 

（４）a から arｍまでの範囲を b 倍した場合： 

 ab から arｍb までの範囲の面積は，ab には無関係だから， 

 
  
S ab ~ abr

m!
"

#
$ = m r %1( ) = S a ~ ar

m!
"

#
$  

a から arｍまでの面積に等しい(図 11－ 29). 

 ここで c = ar
m
と置くと a からｃまでの面積は ba から bc ま

での面積に等しいので，比を用いて， 

 

S
c

a

!

"
#

$

%
& = S

bc

ba

!

"
#

$

%
&  

と書ける．即ち，面積は上限と下限の比 c/a で決まることがわか

る．従って，双曲線の下の面積を表す関数は
  
S c / a!" #$で表すこ

とができ，面積の表記法を書き直すと， 

    

  

S a ~ ar
n!

"
#
$ = S

ar
n

a

!

"
%

#

$
& = S r

n!
"

#
$ = n r '1( )

S ab ~ abr
m!

"
#
$ = S

abr
m

ab

!

"
%

#

$
& = S r

m!
"

#
$ = m r '1( )

(

)

*
*

+

*
*

,  

となる． 

（５）上限値 arｍを rn 倍した場合： 

 a から arｍrn（＝arm+n）までの範囲の面積は， 

  
  
S a ~ ar

m+n!
"

#
$ = S a ~ ar

m!
"

#
$ + S ar

m
~ ar

m+n!
"

#
$ = m r %1( ) + m+ n( )% m{ } r %1( ) = m+ n( ) r %1( )  

となる．これは次のようにも書ける． 

   
 
S r

m+n!
"

#
$ = S r

m!
"

#
$ + S r

n!
"

#
$  

ここで x = r
m
，

 y = r
n
とおくと，  

   
 
S xy!" #$ = S x!" #$ + S y!" #$   （11－ 18） 

となり，かけ算が足し算に変換される関係になっていることがは

っきりする(図 11－ 31)．常用対数が 

log10 10
2
!103( )!= 2 + 3  

とかけ算を足し算に直す演算であるように．S という関数は双曲

線の面積を求めるという行為を通して，かけ算を足し算にすると

いう対数の演算そのものであることが分かる．即ち，関数 S は log

になり， 

  
S xy!" #$ % log xy!" #$ = log x!" #$ + log y!" #$   （11－ 19） 

 
 

 
A B
x xy

    図 11－ 31 

 
A B

a arm

=c
armrn

=cr n  
図 11－ 30 
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 ここでは対数の底が何であるかはまだわかっていないが，以下のようにすると S がネーピア数 e

を底とする対数関数であることが明らかになる． 

 ここで，arnまでの距離を b=arnとおくと， 

  
r = b / a( )

1

n  

これを，a から b までの範囲の面積 

  
  
S b / a!" #$ = n r %1( )  

に代入すると， 

  
  

S
b

a

!

"
#

$

%
& = n b / a( )

1

n '1
(

)*
+

,-
=

b / a( )
1

n '1

1/ n( )
 

ここで，刻み数 n を増やしていくと 

  

S
b

a

!

"
#

$

%
& =

dx

x
=

a

b

' lim
n()

b / a( )
1

n *1

1 / n( )
= log

e
b / a( )      （11－ 20） 

S は底 e の対数関数となるので，双曲線の下の面積は自然対数になることがわかる．この関係式は以下の

ようにネーピア数 e の定義式から導出できる． 

                                       
［導出法］§10.11.1 の指数関数の微分の章で，ネーピア数の定義から 

  
0

1
lim log

h

e
h

a
a

h!

"
=   

を導いたが，その式で  h = 1 / nとおくと  

 

  

lim
n!"

a

1

n #1

1

n

$
%&

'
()

= log
e
a  

となる．  
                                                

 双曲線の面積が対数になるのは，サン･バンサンの学生アルフォンソ･アントン･デ･サルサが 1647年に発見
したといわれている．フェルマー（1640年）の積分の 7年後である．かくて，双曲線の下の面積を求める
求積問題は，アルキメデスが放物線の面積を求めて以来，なんと 2000 年後になってやっと解決した

のである[11.3. E.マオール]. 

  結局，双曲線の積分は 

  
x
!1

dx
a

b

" =
1

x
dx

a

b

" = log
e
x#$ %& a

b
= log

e
b ! log

e
a = log

e

b

a
  （11－ 21） 

 かけ算を足し算に，割り算を引き算に直すのが対数である  

  
  
log xy!" #$ = log x!" #$ + log y!" #$      

  
log x / y!" #$ = log x!" #$ % log y!" #$  
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 ここで，１から eまで積分すると， 

  

dx

x1

e

! = log
e
x"# $% 1

e
= log

e
e & log

e
1= 1  

面積は１になる． 

 

 

 

 

 

区分求積法による確認： 

 以上を確認するために，双曲線の下の刻み幅の面積がすべて同一になるような不均等刻みにして，その面

積の総和が対数になるかどうかを計算して調べてみよう．a=１から b=15までの面積を求めるものとする．刻

み数ｎ=50 の場合について調べる．ちなみに S[15]=loge15=2.70805である． 

左図の分割面積はそれぞれすべて同じであるから，右図の積み上げるレンガの高さもすべて同じである． 

  

S 15!" #$ =
dx

x
%

1

15

&
15( )

1

n '1

1/ n( )
= 2.78273  

第50番目の
面積：(r-1)

第40番目の
面積：(r-1) 第40番目の面積：

-->高さ：(r-1)

第50番目の面積：
--> 高さ：(r-1)

 
              図 11－ 32 

 

今までの積分と同じように等分割区分求積法を用いても，双曲線の下の面積の和は実際の対数関数の値に

近づいていく．しかし刻みを等分割してみても積分を数式で求めることはできないのである．   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

双曲線の積分はネーピア数を底とする自然対数関数になる．  

    
  

dx

x
! = log

e
x + C  
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§11.13.ex の驚くべき性質 

 exは驚くべき性質を持っている．それは微分しても，積分しても同じであるということである． 

2 3 41 1 1
1      

2! 3! 4!

x
e x x x x= + + + + + ! ! !  

であるから，右辺を微分すると， 

2 3 41 1 1
0 1      

2! 3! 4!

x

xde
x x x x e

dx
= + + + + + + ! ! ! =  

右辺を積分し，積分定数 C＝１とおくと 

  

e
x
dx

0

x

! = C + x +
1

2!
x

2
+

1

3!
x

3
+

1

4!
x

4
+ " " " = e

x
  

  

 

 

 

 

 

 

 

§11.14.指数関数と対数関数の積分  
§11.14.1.指数関数と双曲線の積分 

［１］ a
x
の積分： a

x
dx! = a

x / loga + C  

  指数関数の微分 

指数関数 y=exは  

  何度微分しても同じ： y=ex： 
 

de
x

dx
= e

x  

  何度積分しても同じ： y=ex  ：
  

e
x
dx! = e

x
+ C  

対数と eに関する式のまとめ．  

  lim(1 1/ )n
n

n e
!"

+ =    
  
lim
n!"

(1+ x / n)n
= e

x  

    lim log (1 1/ ) logn

a a
n

n e
!"

+ =   

  

lim
n!"

n log
a
(1+1 / n) =

1

log
e
a

 

  
  
lim
x!0

a
x
"1

x
= log

e
a   

  

lim
x!0

e
x
"1

x
= 1 

さらに 

   lim(1 1/ )n
n

n e
!"

+ =     n=1/xと置くと  
  
lim
x!0

(1+ x)1/ x
= e  

   
  
lim
x!0

log
a
(1+ x)1/ x

= log
a

e    
  

lim
x!0

log
a
(1+ x)

x
=

1

log a
，

  
lim
x!0

log(1+ x)

x
= 1 
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da
x

dx
= a

x loga  

 の両辺に dx をかけて，積分すると， 

da
x

! = a
x logadx!     ax = loga a

x
dx!    a

x
dx! =

a
x

loga
  （11－ 22） 

［２］ e
x
の積分：  e

x
dx! = e

x / loge + C = e
x
+ C  

  すでに学んだように，exは積分しても微分しても同じである． 

 

［３］自然対数をｘで微分すると双曲線 y=1/x になるので，その関係を無限小解析法で表現すれば， 

  
dx

x
= d log

e
x( )  

となる．両辺を積分して 

  

dx

x
! = d log

e
x( ) =! log

e
x +C  

となり，双曲線の積分が対数になることがすぐにわかる． 

 

 

 

 

§11.14.2. 関数の関数の積分 

［１］置換積分を用いた重要な積分 

!f (x)

f (x)" dx = log f (x) +C        （11－ 23） 

これは次のように書けるので， 

!f (x)

f (x)" dx =
df (x)

f (x)" = log f (x) +C  

または， f (x) = t とおくと !f (x)dx = dt となるので， 

dt

t! = log t = log f (x) +C  

 

 

 

 

［例題 10］次を積分せよ． 

（１） tan xdx!  （２）
x

x
2
+ 2

! dx  （３）
1

x + 2( ) x + 3( )! dx  

  a
x
dx! =

a
x

loga
+C         e

x
dx! = e

x
+C  

  
!f (x)

f (x)" dx =
df (x)

f (x)" = log f (x) +C  
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［解答１］ tan xdx =!
sin x

cos x! dx =
d cos x( )

cos x! = log cos x +C  

［解答 2］ 
x

x
2
+ 2! dx =

1

2

2xdx

x
2
+ 2! =

1

2

d x
2
+ 2( )

x
2
+ 2! = log x2 + 2 +C  

［解答 3］ 部分分数に直して計算する例  

1

x + 2( ) x + 3( )! dx =
1

x + 2
"

1

x + 3

#

$%
&

'(
dx! = log x + 2 " log x + 3 +C = log

x + 2

x + 3
+C  

 

［問題 11－ 11］次を積分せよ． 

 （１）
1

x
2 ! 2x ! 3" dx    (2) 

x
2

x
3 ! 3" dx    (3) 

cos x

1+ sin x
! dx  

  

§11.14.3.指数，対数関数の部分積分 

  部分積分では x の高次関数を”微分する側におく”ことによって，高次関数の次数を下げて次第に消し

ていくことができ，次の積分が容易になる． sinx や cosx を含む積分では，sinx や cosx は微分によって

繰り返し現れるので，”微分する側”において，繰り返しの漸化式に変えることができる．ex については場

合によって異なるのでよく考えよう． 

［例題 11］次を積分せよ．  

 (1) xe
x

! dx    (2) log
e
x! dx   (3) I

1
= e

ax
sinbx! dx   I

2
= e

ax
cosbx! dx  

 

［解答１］ｘを微分側において１にして消す．exを積分側におく． 

     x e
x( )!
"
dx = xe

x # "x! e
x
dx = xe

x # ex  

［解答２］log x を微分する側において，１／ｘとする． 

log x! dx = x( )" log x! dx = x log x # x
1

x
! dx = x log x # x +C  

［解答 3］exを積分側におき，sin(bx)を微分側におく． 

I
1
= e

ax
sinbx! dx =

1

a
e
ax"

#$
%
&'
(
sinbx! dx =

1

a
e
ax
sinbx )

1

a
e
ax
bcosbx! dx

=
1

a
e
ax
sinbx )

b

a
I
2

 

I
2
= e

ax
cosbx! dx =

1

a
e
ax"

#$
%
&'
(
cosbx! dx =

1

a
e
ax
cosbx +

1

a
e
ax
bsinbx! dx

=
1

a
e
ax
cosbx +

b

a
I
1

 

これらを連立方程式として解くと， 



物理工科のための数学入門                                御手洗 修 

 302 

   I
1
=
1

a
e
ax
sinbx !

b

a
I
2
  I

2
=
1

a
e
ax
cosbx +

b

a
I
1
 

後ろの I2を前の式に代入すると， 

I
1
=
1

a
e
ax
sinbx !

b

a

1

a
e
ax
cosbx +

b

a
I
1

"

#$
%

&'
となるので，  I

1
1+

b
2

a
2

!
"#

$
%&
=
1

a
e
ax
sinbx '

b

a
2
e
ax
cosbx   

従って，   

 I
1
=

e
ax

a
2
+ b

2
asinbx ! bcosbx( )， 

I
2
=
1

a
e
ax
cosbx +

b

a

e
ax

a
2
+ b

2
!bcosbx( )

"

#
$

%

&
' =

e
ax

a
2
+ b

2
bsinbx + acosbx[ ]  

［問題 11ー12］次を積分せよ． 

  (1) x
2
e
x

! dx     (2) x
3
e
x

! dx  

 

§11.15.有理関数，無理関数の積分 

 有理関数とは x,x2,x3,･･･のような関数からなる多項式が分数になっている関数であり，無理関数とは多項

式のルートが分数になっている関数である．三角関数や無理関数の積分は有理関数に変換して積分できるこ

とが多い．しかし，積分の計算は結構難しいので多くの例を経験しておくことが役に立つ．次のような書籍

［11.1］には数多くの積分の計算例がある．また，［11.2］福田 他 ｢詳解 微分積分演習 I｣共立出版株

式会社には数多くの演習問題がある． 

 

[1]有理関数の積分 

  積分しやすいように部分分数に展開したり，部分積分を利用したりして行う．以下はその例である． 

［例６］部分分数に展開したり，逆三角関数を用いて積分する． 

dx

x
2 ! a2" =

1

2

1

x ! a
!

1

x + a

#

$%
&

'(
" dx =

1

2
log

x ! a

x + a
 

dx

x
2
+ a

2! =
1

a
2
Tan

"1 x

a

#
$%

&
'(
 

［例７］関数の関数の積分と考える． 

x

x
2 ! a2( )

n" dx =
1

2

2xdx

x
2 ! a2( )

n" =
1

2 1! n( )

1

x
2 ! a2( )

n!1  

［例８］部分積分を用いる． 

  

x
2

x
2 ! a2( )

2
dx = x

x

x
2 ! a2( )

2
dx ="" x

1

(1! 2) x2 ! a2( )

#

$
%
%

&

'
(
(
+
1

2

dx

x
2 ! a2"

=
!x

x
2 ! a2( )

#

$
%
%

&

'
(
(
+
1

2

1

x ! a
!

1

x + a

#

$%
&

'(
dx ="

!x

2 x
2 ! a2( )

#

$
%
%

&

'
(
(
+
1

2
log

x ! a

x + a
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［例９］関数の関数の積分と考える． 

dx

x ! a( )
n" =

1

!n +1( )

1

x !1( )
n!1  

［例 10］部分分数に展開して積分する． 

x

x !1( )
2
dx" =

x !1( ) +1

x !1( )
2
dx" =

1

x !1( )
dx +

1

x !1( )
2
dx""

= log x !1 !
1

x !1( )

 

［例 11］次の積分は帰納法を用いる． I
n
=

dx

x
2
+ a

2( )
n!   

    

I
n
=

dx

x
2
+ a

2( )
n! =

1

a
2

x
2
+ a

2( ) " x2

x
2
+ a

2( )
n! dx =

1

a
2

1

x
2
+ a

2( )
n"1 dx " x

x

x
2
+ a

2( )
n
dx!!

#

$
%
%

&

'
(
(

=
1

a
2
I
n"1 " x

1

2 1" n( )

1

x
2
+ a

2( )
n"1 "

1

2 1" n( )

1

x
2
+ a

2( )
n"1 dx!

)
*
+

,+

-
.
+

/+

#

$

%
%

&

'

(
(

=
1

a
2
I
n"1 " x

1

2 1" n( )

1

x
2
+ a

2( )
n"1 +

1

2 1" n( )
I
n"1

#

$
%
%

&

'
(
(

=
1

a
2

1+
1

2 1" n( )

0

12
3

45
I
n"1 "

1

2 1" n( )

1

x
2
+ a

2( )
n"1 x

#

$
%
%

&

'
(
(

=
1

a
2
2 n "1( )

1

x
2
+ a

2( )
n"1 x + 2n " 3( ) I

n"1

#

$
%
%

&

'
(
(

 

従って，順次 In を求めていくことができる． 

    I
n
=

dx

x
2
+ a

2( )
n!   

より， 

  n=1 のとき:  I
1
=

dx

x
2
+ a

2( )! =
1

a
2
Tan

"1 x

a

#
$%

&
'(
 

n=2 のとき:  

I
2
=

dx

x
2
+ a

2( )
2! =

1

2a
2

"I
1
+

1

x
2
+ a

2( )
x

#

$
%
%

&

'
(
(
=
1

2a
2

1

x
2
+ a

2( )
x " I

1

#

$
%
%

&

'
(
(

=
1

2a
2

1

x
2
+ a

2( )
x "

1

a
2
Tan

"1 x

a

)
*+

,
-.

#

$
%
%

&

'
(
(

 

．．．．．． 

と順次求めていくことができる． 

 



物理工科のための数学入門                                御手洗 修 

 304 

［問題 11ー13］次を積分せよ． 

（１）
x
2

x !1( )
2

x
2
+1( )" dx    （2）

x
3

x
2
+1( )

2! dx  

 

[２]無理関数の積分 

  置き換える関数ｔが被積分関数と 1 対 1 に交わるように選ぶと有理関数に変換でき，積分できるように

なる．  

（１）被積分関数が y =
x !"

x ! #
の場合： 

     I =
x !"
x ! #

dx =$
x !"
x ! #

x ! #( ) +
" ! #( )

2
log

1!
x !"
x ! #

1+
x !"
x ! #

 

この積分は 

  
x !"

x ! #
= t   

とおくことによって有理関数の積分 

  I = t
2 ! " #( )t

1" t 2( )
2
dt$  

に変換できる．置き換えを自乗して得られる x !" = t
2
x ! #( )  からの x =

! " #t 2

1" t 2
を微分し， 

dx =
!2"t 1! t 2( ) ! # ! "t 2( ) !2t( )

1! t 2( )
2

=
2 # ! "( )t

1! t 2( )
2
dt  

従って，部分積分，部分分数にして 

    

I = ! " #( ) t
2t

1" t 2( )
2
dt =$ ! " #( ) t

1

1" t 2
"

1

1" t 2
dt$

%
&'

(
)*
= ! " #( )

t

1" t 2
"

1

2

1

1" t
+
1

1+ t

+
,
-

.
/
0
dt$

%

&
'

(

)
*

= ! " #( )
t

1" t 2
+
1

2
log

1" t
1+ t

%

&
'

(

)
*

 

ただし，u = 1! t
2
とおくと，置換積分，部分分数を用いて 

2tdt

1! t 2( )
2" = !

du

u
2" =

1

u
,  

1

1! t 2( )
=
1

2

1

1! t( )
+

1

1+ t( )

"

#
$

%

&
'  , 1! t

2
= 1!

x !"

x ! #
=
" ! #

x ! #
 

結局，置き換えたｔを代入して 



物理工科のための数学入門                                御手洗 修 

 305 

I = ! " #( )
x "!
x " #

x " #
! " #

+
1

2
log

1"
x "!
x " #

1+
x "!
x " #

$

%

&
&
&
&
&

'

(

)
)
)
)
)

=
x "!
x " #

x " #( ) +
! " #( )

2
log

1"
x "!
x " #

1+
x "!
x " #

 

（２）被積分関数が y = !
x !"
x ! #

$
%&

'
()
の場合 

   しかしながら，ルートの中の符号が変わると次のように結果はがらっと変わる． 

I =
x !"
# ! x

dx =$ !
x !"( )

x ! #( )
x ! #( ) + # !"( )Tan!1 x !"

x ! #
  

 これも同様に  

 
x !"

# ! x
= t   

とおくことによって有理関数の積分に変換して積分できる． 

 何故そのように置き換えるかは，次図(図 11－ 32)のように被積分関数のグラフを書いてみるとわかる．

α=1,β=3 の場合，無理関数の中は正でなければいけないので，y = x !1( ) / x ! 3( )はｘ＜１とｘ＞３の範

囲で正となる．符号が変わり y = ! x !1( ) / x ! 3( )となると，ｘ＝１~３では今まで負であった関数が正

に変わるので図に現れ，いままで見えていた左図のグラフが負になるために消えてしまう．どちらもｔで置

き換えるが，積分結果は異なるのである．また，被積分関数をｔと置き換える理由は，ｔ＝0.5，1.0，2.0

と破線で書いたようにｘの値に対してｔの値が 1 対 1 に対応するからである． 

 

t=2

t=1
t=0.5

    

t=2
t=1
t=0.

 
                                     図 11－ 32 

（３）被積分関数が ax
2
+ bx + c からなる場合 

 積分の問題でよく出てくる 

a
2
+ x

2
dx =!

1

2
x a

2
+ x

2
+ a

2 log x + a
2
+ x

2"
#$

%
&'
 

は， a
2
+ x

2
= t ! xとおいて有理関数に変換して積分する．この両辺を自乗して， 
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a
2
+ x

2
= t

2
! 2tx + x

2
 

得られる  

●  x =
t
2
! a

2

2t
  

を代入して， 

● a
2
+ x

2
= t !

t
2
! a

2

2t
=
t
2
+ a

2

2t
  

従って， x = t
2
! a

2( ) / 2tを微分して 

   dx =
2t 2t( ) ! t

2
! a

2( )2
2t( )

2
dt =

t
2
+ a

2

2t
2

dt  

a
2
+ x

2
dx =

t
2
+ a

2

2t

t
2
+ a

2

2t 2
dt =!!

t
4
+ 2a2t 2 + a4

4t 3
dt! =

1

4
t +

a
2

2t
+
a
4

4t 3
"

#
$

%

&
'dt!

=
1

8
t
2
+
a
2

2
log t (

a
4

8t 2
=
1

8
t
2 (

a
4

t
2

)
*+

,
-.
+
a
2

2
log t =

1

2
x a

2
+ x

2
+ a

2 log x + a
2
+ x

2"
#$

%
&'

 

ここで，上の式の第一項は次のように●のついた２つの式を用いると得られる． 

1

8
t
2 !

a
4

t
2

"
#$

%
&'
=
1

8
t +

a
2

t

"
#$

%
&'
t !

a
2

t

"
#$

%
&'
=
1

2

t
2
+ a

2

2t

"
#$

%
&'
t
2 ! a2

2t

"
#$

%
&'
=
1

2
x a

2
+ x

2  

 なぜこのように置き換えるとうまく積分できるかを考えてみる．この例では， y = a
2
+ x

2
と置くと

!x
2
+ y

2
= a

2
となり，これは双曲線のグラフである．その漸近線は y = ±xである．従ってその下側だけ

をとり， y = !x + t とおいて切片ｔをパラメータとしてｘとｔを 1対 1 に対応させるのである． 

 例えば被積分関数に y = x
2
+ 0.1が含まれている場合，これは双曲線となるので，y = !x + tにおいて

ｔをパラメータとして変化させると，ｘと t が 1 対 1 に対応することが分かる．また，被積分関数に

y = 3x
2
+ 3x +1が含まれている場合，下図（図 11̶ 33 右）の様に双曲線となるので y = ! 3x + tとお

いてｔをパラメータとして変化させると，ｘと tが 1 対 1 に対応することが分かる．このように 1 対 1 に対

応して初めて有理関数に変換が可能となる． 

 

t=2

t=1t=0    

t=2

t=1t=0  
                 図 11－ 33 
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 このように積分はなかなか難しいので，公式集を用いると便利である．複雑な積分の公式は［森口繁一，

宇田川銈久，一松 信，「数学公式 I」岩波全書］に数多くまとめられている．著者はこれを手元において

良く参考にしている． 

 

［例題 12］次を示せ． 

1

a
2
+ x

2
dx =! log x + a

2
+ x

2
 

［解答］ y = a
2
+ x

2
= t ! xとおくと 

a
2
+ x

2
=
t
2
+ a

2

2t
， dx =

t
2
+ a

2

2t
2

dt  

1

a
2
+ x

2
dx =!

2t

t
2
+ a

2

t
2
+ a

2

2t 2
dt =

dt

t
=!! log t = log x + a

2
+ x

2  

 

 

 

 

 

 

 

［問題 11ー14］次を積分せよ． 

1

x 1+ x
2

dx!  

 

[３]tan で置き換える積分 

［例題 13］ tan
x

2
= t とおいて次を積分せよ． 

      
1

sin x
! dx  

［解答］ tan
x

2
= t とおいてｔの有理関数に変換する．この両辺を微分すると，

dx

2
/ cos

2
x

2
= dt より， 

dx = 2cos
2
x

2
dt =

2dt

1+ tan
2 x

2

=
2dt

1+ t
2
 ,  

また，§5.12.2.加法定理の変形の章の[例題 7]で示したように 

sin x =
2t

1+ t
2
 

であるから 

1

a
2
+ x

2
dx =! log x + a

2
+ x

2  

a
2
+ x

2
dx =!

1

2
x a

2
+ x

2
+ a

2 log x + a
2
+ x

2"
#$

%
&'
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1

sin x! dx =

2dt

1+ t 2

2t

1+ t 2

=!
1

t
dt =! log t = log tan

x

2
+ C  

追記：ここでもう一度この変換について調べてみよう．ただし次のように定義し直して 

tan
!

2
= t， cos! =

1" t
2

1+ t
2
, sin! =

2t

1+ t
2
, tan! =

2t

1" t
2
 

これは半径 1の円と（－ １，０）を通る直線の交点が作る位置を表す．即ち図 11－ 34 のようにとると， 

      

  

x
2
+ y

2
= 1

y = t x + 1( )

!
"
#

$#
 

これより，交点は 
  
1+ t

2( ) x
2
+ t

2
2x + t

2
! 1= 0  

から，これを因数分解して 

   
  

1+ t
2( ) x + t

2
! 1{ } x + 1( ) = 0  

となるので， 

 
  

x =
1! t

2

1+ t
2
, 

  

y = t
1! t

2

1+ t
2
+ 1

"

#$
%

&'
=

2t

1+ t
2
 

即ち  

   
  

x = cos! =
1" t

2

1+ t
2
, 

  
y = sin! =

2t

1+ t
2
 

となる．このとき変数のｔは tan(θ/2)で与えられていることを忘れてはいけない．実際に波形を書いてみる

とすべての領域で成り立っていることがわかる． 

 

 

              図 11̶ 35 

!"

"
#

$

%&#'$(

)

!!*+

 
       図 11－ 34 
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図 11－ 34 において，点 P の交点が x=-1 に近づくにつれての直線の傾きは θ/2=90°に近づき，t は無限大に

なるが，sinθ は０，cosθ は － 1 となる．後章でみるようにテイラー展開を用いると sinθ はθのべき級数に

展開でき有理関数となる．一方，このように変数は制限されているが，三角関数が簡単な有理関数になるこ

とは興味深い． 

 

［例題 14］次を積分せよ． 

   y =
1

a
2
sin x

2
+ b

2
cos

2
x
dx!  

［解答］ tan x = t とおいて両辺を微分すると，
dx

cos
2
x
= dt， 

y =
cos

2
xdt

a
2
sin x

2
+ b

2
cos

2
x! =

dt

a
2
t
2
+ b

2! =
1

ab

b / a( )dt

t
2
+ b

2
/ a

2!

=
1

ab
Tan

"1 b

a
t

#
$%

&
'(
=
1

ab
Tan

"1 b

a
tan x

#
$%

&
'(

 

［問題 11ー15］次を積分せよ． 

    
1

1+ sin x + cos x
! dx  

 

 また，被積分関数に a
2
+ x

2
を含む場合 x = a tan!で置き換えたり， a

2
! x

2
 の場合 x = asin!で置

き換えると積分できる場合もある． 
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