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あ る種 の 巡 回形 結合 行列 を もつ ニ ュー ラル ネ ッ トワー クの

平 衡 点 の個 数 と引 き込 み領 域 につ い て
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     Neural Networks with a Kind of Cyclic Connection Matrix 
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Abstract:A method of synthesis of mutually coupled neural networks possessing many equilibrium points 
whose basins of the attraction are of almost the same size is given. The connection matrix of the network 
is a cyclic matrix with all diagonal elements vanishing. 
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1.は じ め に

相 互 結 合 型 ニ ュー ラル ネ ッ トワ ー ク(以 下 ネ ッ トワー

ク と略 す)に お いて,平 衡 点 の 個 数 や 引 き込 み領 域 の 広

さお よび 両者 の 関係 は,連 想記 憶 等 の 種 々 の応 用 にお い

て 基 本 的 か つ 重要 な問 題 で あ り,ま た非 線 形 回 路 理 論 的

に も興 味 あ る問題 で あ る.

従 来,こ の 問題 は ネ ッ トワー クの 応 用 の一 つ で あ る連

想 記憶 回路 構 成 に関連 して盛 ん に研 究 されて お り,Hebb

則1),射 影 学 習則2),固 有構 造法6)等 の連 想記 憶 回路構

成法 に対 して,多 くの結 果 が 報 告 され て い る3)・4)・5).し

か しな が ら,非 線形 回路 理 論 的 立 場 か ら言 え ば,こ れ ら

の 結 果 は いず れ も特 殊 な構 成 法 に対 して 得 られ た もの で

あ り,一 般 論 と して の結 果 で はな い.ま た,最 も簡 単 な

構 成法 で あ るHebb則 につ い て は,統 計 力学 や 符 号 理 論

を用 い た理 論 的 結 果 が得 られ て い るが,い ずれ も確 率 的

な もの で あ り,具 体 的 な ネ ッ トワ ー ク に対 して どの程 度

適 用 で きる かが 問題 で あ る.さ らに,射 影 学 習 則 お よび

固有 構 造法 に つ い て は,理 論 的考 察 が難 し く,現 在 の と

ころ計 算 機 シ ミュ レー シ ョンに頼 らざ る を得 な い状 況 で

あ る.

一 方
,非 線 形 回路 理論 の分 野 にお い て は,回 路 が 一 意

解 を もつ ため め 条件 につ い て はか な り優 れ た結 果 が得 ら

れ て い るが,解 の個 数 に関 す る研 究 は少 な い.

著 者 らは以 前,非 線形 回路 理 論 的 立 場 か ら,結 合 行列

が特 殊 な巡 回行 列(た だ し対 角 項 は す べ て零)で あ る相

互 結合 型 ニ ュー ラル ネ ッ トワ ー ク の平 衡 点 の個 数 に つ い

て考 察 し,ニ ュー ロ ン数 と と もに指 数 関 数 的 に増 加 す る

こ とを示 した9).こ の こ とは,文 献3)の 結果 と も合 致 す
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る.本 稿 で は,文 献9)の 結果 を拡 張 す るこ とに よ り,引

き込 み領 域 の広 さが 一互い に ほ ぼ等 しい(後 で定 義 す る直

接 引 き込 み半 径 に関 して は 完 全 に等 しい)平 衡 点 が 多数

存 在 す る ネ ッ トワー クの 具体 的構 成法 を与 え る.さ らに,

平 衡 点 の個 数 と引 き込 み領 域 の広 さの 関係 式 を決 定 論 的

に与 え,Hebb則 に対 して確 率論 的立 場 か ら得 られ た結 果

と比 較 す る.

2.諸 定 義

ニ ュー ロ ンの個 数 を π と し,第 乞ニ ュー ロ ンの 時刻 孟

にお け る状 態 を ω、(t)∈{1,-1},第 」ニ ュー ロ ンか ら第

乞ニ ュ ー ロ ンへ の 結合 の 係数 をωη とす る.ま た,し きい

値 は すべ て0と す る.各 ニ ュー ロ ンが 同 期 して動 作 す る

とすれ ば,ネ ッ トワ ー クの 動作 は次式 に よって表 され る.

れ
x・(t+1)一 ・g・(Σw・j・ 。(t))(i-1,…,n)(1)

」=1

但 し,sgn(0)は 定 義 し な い.ま た,x(t)=[Xl(t),…,

Xn(t)]T∈{1,-1}nを ネ ッ トワ ー ク の 時 刻tに お け る 状

態 と し,n×n行 列W=[ωio']を ネ ッ ト ワ ー ク の 結 合 行

列 とす る と,(1)式 は 次 の よ う に 書 き換 え ら れ る.

x(t十1);sgn(Wx(t))(2)

した が っ て,ネ ッ トワ ー ク の 平 衡 点 は,方 程 式:

x;sgn(Wx)(3)

の 解 で あ り,平 衡 点 集 合 は ネ ッ トワ ー ク の 動 作 が 同 期 式

で あ る か 非 同 期 式 か に 関 わ らず,Wか ら一 意 的 に 決 定 さ



れ る.

以 下 に,本 稿 で 用 い る 定 義 を示 す.

定 義12つ の2値 ベ ク トルx=[Xl,…,Xn]Tと ゴ=

[xl,…,コ σ初 丁 の 間 の 距 離D(x,xt)を

れ

D(x,め 一1Σ1銑 嘱l

i=1

と す る.

定 義2ネ ッ トワ ー ク(1)の 各 平 衡 点 ゴ に対 して 以 下 の

(i),(ii)を 満 足 す る整 数r(≧o)をx*の 直 接 引 き込 み 半

径10)と い い,R(*)で 表 す.

(i)D(x",x)≦rで あ る す べ て のxがsgn(W『x)=x*

を満 足 す る.

(ii)D(x*,x);r+1で あ るxの な か に,sgn(Wx)=

x*を 満 足 し な い もの が 存 在 す る.

定 義3結 合 行 列W=[ω 司 が

1w・」1-{1:窮

を満足 す る と き,Wは 零対 角2値 行列 で あ る とい う.特

に零 対角2値 行 列Wが 巡 回 行列 で あ る と き,Wは 巡 回

零 対 角2値 行 列 で あ る とい う.

本 来,あ る平衡 点 の引 き込 み 領域 とは,十 分 時 間が 経

てば そ の平 衡 点 に収 束 す る よう な初期 状 態 の 集合 をい う.

しか し,本 稿 で は 簡 単 の ため,専 ら定 義2の 直 接 引 き込

み 半径 を用 いて議 論 す る.

以 下 で は,Wが 零 対 角2値 行 列 の場 合 を扱 う.前 節 で

述 べ た よ う に,本 稿 の 目的 は あ る種 の ネ ッ トワー ク の存

在 を示 す こ とで あ るか ら,簡 単 の ため 次 を仮定 す る.

仮 定1ニ ュー ロ ン数nは 偶 数 で あ る.

ニ ュー ロ ン数nが 偶 数 で あ る と き,Σ 尖
、ω乞凸(t)は

必 ず奇 数 にな る.よ って,(1)に お いてsgn(0)が 定義 さ

れて い な くと も以 降 の議 論 で は問題 はな い.

3.主 結 果

は じめ に,次 の 補題 を 与え る.

補 題1ネ ッ トワー ク(1)の 平衡 点x*が

Wx*=(2k十1)x*(0≦k)(4)

を満 足す るな らば,

R(x*)=k(5)

が成 り立 つ.

(証明)は じめ に,D(x,x*)≦kを 満 足 す る あ らゆ るベ ク

トルxに 対 してsgn(Wx)=ゴ が 成 立 す る こ と を示 す.

今,D(*x)x)=1(≦k)と す る.xとx*に お いて異 な る

要 素 の 個 数 がZで あ る こ と,お よ び1ω 州=1(i≠ の

よ り,

れ れ れ

Σ ω茜 一21≦ Σ ω・j・」≦Σ 軌・・;+21
ゴ=1ゴ=1ゴ=1

が成 立 し,さ らに(4)よ り

れ
(2k+・)媛 一2」 ≦ Σ ω・」X」≦(2k+・)婦+2Z(6)

ゴ=1

を得 る.も し 婿=1な らば,(6)の 左 側 の不 等 式 よ り,

れ

Σ ω・,xゴ≧(2k+1)-21-2(k-1)+・ ≧ ・

ゴ=1

が 成 立 す る の で,sgn(Σ 呈_1Wiゴ ∬」)=1と な る.

媒=-1の 場 合 も上 と 同 様 な 議 論 で,sgn(Σ ㌍1ωij

賜)=-1と な る.し た が っ て,D(x*,x)=Z(≦k)を 満

足 す る ω に 対 し て 次 式 が 成 立 す る.

れ
・g・(Σ ω ・,・・、)一 媒(i-1,…,n)

フ=1

次 にD(x*,x)=k+1で あ る ベ ク ト ルxの 中 に

sgn(Wx)=ゴ を満 足 しない もの が存在 す るこ とを示 す.

その ため には,Σ;=1ω13吻 ≠ 婿 を満足 す るxの 存在 を

示 せ ば十 分 で あ る.(4)の 第1式:

ωllxl十 ω12x峯十 … 一←ω1nX夷=(2k→-1)x;

に お い て,左 辺 の 第1項 以 外 は そ れ ぞ れ1ま た は 一1

の 値 を と る.右 辺 は 酋 の 値 に 依 って2k+1ま た は

一(2k+1)の 値 を と る.こ れ らの こ とか ら,左 辺 の 第2

項 か ら第n項 の(n-1)項 の うち,傷+k)項 が 婿 と同

符 号 で あ り,修 一k-1)項 が 爵 と異 符 号 で あ る こ とが

い え る.い ま,一 般 性 を失 うこ とな く,

嘱一{叢 ∵訟1

と仮 定 す る.こ の と き,



で与 え られ るベ ク トルxは 明 らか にD(x*,x)=k+1を

満 足 す る.ま た,

　　 　 フ

が成 り立 つ か ら,xはsgn(Wx)=ガ を満 足 しない.ロ

ー 般 的 に は,平 衡 点 が(4)を 満 足 す る こ とは まれ で あ

るが,補 題1は 本 稿 の 主結 果 で あ る定 理1の 導 出 には有

用 で あ る.

定 理1n=21mを 満 足 す る 自然 数Z(≧2),mが 存 在

す る とす る.あ る1-1次 の2値 行ベ ク トル をaと お き,

巡 回零対 角2値 行列Wの 第1行 を

2t2121
-

0,a,1,一a,1,a,1,一a,…,1,a,1,一a(7)

で 与 え る(巡 回行 列 で あ るか ら第1行 目 を与 え る と行列

全体 が決 ま る)な らば,R(x*)=m-1で あ る平 衡 点 が

21個 存在 す る.

(証明)Wの 第1行 を(7)で 与 え る とき,Wと

x=[β,β,…,β]T(8)

(βは任 意 のZ次2値 行ベ ク トル)

で表 され る 即 の積 を計算 す る と,

Wx=(2m-1)x={2(m-1)十1}x(9)

とな る.2(m-1)+1≧1で あ るか ら,(8)の 形 の あ らゆ

るxは 平衡 点 で あ る.(8)の 形 のxは 全 部で2t個 存在 す

る.ま た(9)お よび補 題1よ り,そ れぞ れの 平衡 点 の直 接

引 き込 み半 径 はm-1で あ る.□

定 理1のWに 対 す る平衡 点 の一 つ を

x*=[β*,…,β*]T

とお く.ガ の 周 りには,D(x*,x)=2mで あ る よ うな平

衡 点xがZ個 存 在 す る.(す べ て の β*に おい て,あ る決

まっ た要 素 を一 つ だ け反 転 した もの はや は り平 衡 点 で あ

り,β*が2m個 あ る こ とか ら,D@*,x)=2mと な る.

また,β*の 次 数 が εで あ るの で,そ の よ うな平 衡 点 はZ

個 存在 す る.)定 理1よ り,各 平 衡 点 の直接 引 き込 み半 径

はm-1で あ り,隣 接 す る平衡 点 との距 離 の ほ ぼ半 分 で

あ る こ とが わ か る(図1参 照).上 の意 味 で 各 引 き込 み

領域 はほぼ 等 しい広 さ を もつ とい え る.

Fig.1直 接 引 き込 み 半径 と'F衡 点 間の 距離

平衡 点 の 個 数 と直接 引 き込 み 半径 の 関係 が 定 理1よ り

ただ ちに次 の ように得 られ る.

補 題2巡 回2値 結合 行列Wの 第1行 を(7)で 与 え る

と き,(8)を 満 足 す る平 衡 点 の個 数 をp(=2り とお け ば,

そ れ らのp個 の平衡 点 の直 接 引 き込 み 半径 は,

21竜P-・(÷1)(・ ・)

で あ る.口

参 考 の た め,平 衡 点 の個 数 と直 接 引 き込 み領 域 に関 し

て確 率 論的 立場 か ら得 られ た結 果 の一 つ を次 に示 す.

定理25)1,-1が 等確 率 で現 れ るp個 のベ ク トル か ら

Hebb則 に よ ってネ ッ トワー ク を構 成す る とき,pが

P〈(1-2p)2n(0≦p<1/241
09。n)(・ ・)

を満 足 す るな らば,p個 の 平衡 点 それ ぞれ につ い て,そ れ

か らの 距離 がpπ 以 内 に あ るす べ ての 状 態 が 一 度 の 更 新

で そ の平 衡 点 に収 束 す る確 率 は π が 大 き くな るにつ れ て

1に 近付 く.□

こ こで,1つ の 特徴 的 な例 を用 い て補題2と 定 理2を

比較 して み る.い ま,n=2000,Z=8と して,巡 回零 対

角2値 行 列Wの 第1行 を(7)で 与 え る とす る.こ の と

き,(8)の 形 の平 衡 点 は256(=28)個 存 在 し,そ れ らの

直接 引 き込 み 半径 は124で あ る.一 方,定 理2に よれ ば,

す べ て の 平 衡 点 の 直接 引 き込 み 半 径 を124に し よ う と

す る と,(11)式 にp=124/2000=0.062を 代 入 して

p〈50.4… を得 る.す な わ ち,た か だ か50個 の平 衡 点

しか 与 え る こ とが で きな い.こ れ は,我 々の構 成 法 で 与

え るこ とので きる256個 に比べ て か な り少 ない.



4.む す び

本稿 で は,巡 回 零 対 角2値 行 列 を用 い る こ と に よ り,

ほ ぼ等 しい広 さの 直接 引 き込 み 領 域 を もつ平 衡 点 が 多 数

存 在 す る よ うな ネ ッ トワ ー ク の 具 体 的 構 成 法 を与 え た.

平衡 点 の個 数 と引 き込 み領 域 の 関 係 に関 す る従 来 の 研 究

で は,確 率 論 的 立 場 か らの 考 察 が ほ とん どで あ り,具 体

的 なネ ッ トワー ク を与 え る もの は ほ とん ど見 当た らな い.

結 合 行列 の決 め方 の 違 いや決 定 論 と確 率 論 とい う立 場

の 違 い が あ る た め,従 来 の結 果 と単純 に比較 す るこ とは

で きな い が,あ る場 合 に は,従 来 の構 成 法 に 比べ て か な

り優 れ た性 質 を もつ ネ ッ トワ ー ク が 存 在 す る こ と を示

した.

本 稿 の ネ ッ トワ ー クの 結 合 行 列 は 非 対 称 で あ るか ら,

大 域 的 安 定性 は保 証 さ れ て い な い(実 際 に は対 称 行列 へ

の 拡張 は容 易 にで きる).最 近 で は,結 合 が非 対称 なネ ッ

トワー クの動 的特 性 に関 す る研 究 も行 な わ れ て お り7),8)

,ネ ッ トワー クが 大 域 的 に安 定 で あ る ため の 十分 条件 な

どが得 られ て い る.非 対 称 結 合 ネ ッ トワー クの 動 的性 質

の解 析,特 に大 域 的 に安 定 で あ るた め の条 件 につ い て検

討 す るこ とは今 後 の課題 で あ る.
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