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要旨　有限要素解析などにおいて生ずるランダム・スパースな係数行列を持つ連立一次方程式に対

するブラックボックス的な並列化ICCG法について述べる.従来よく用いられるブロックICCG法

(Localized ICCG法)に加えて,ソルバの中でリオーダリング処理を自動的に行う手法について述べ

る.約100万自由度の電磁界有限要素解析を例にとり,多色順序付け法を非構造型解析に応用した代

数学的多色順序付け法により高い速度向上が得られることを示す.

Abstract The present paper discusses a black-box type parallel ICCG solver for a linear system

of equations with a random sparse coe丘cient matrix, which arises in finite element analyses. The

algebraic multi-color ordering method is mainly discussed. The method achieves a high speed-up

ratio on a electromagnetic丘eld analysis with one m皿on degrees of freedom.

1　はじめに

偏微分方程式の境界値問題を有限要素法や差分法

で解く際に生ずる正値対称な係数行列を持つ連立一

次方程式の一般的な解法としてICCG (Incomplete

Cholesky Conjugate Gradient)法ll]がある. ICCG
法は,共役勾配ソルバと不完全コレスキー分解に基づ

いた前処理部により構成される.このうち,共役勾配

ソルバ部分については,係数行列や残差ベクトルを行

方向に分割することで容易に並列化することができる.

一方,不完全コレスキー分解と前処理として行われる

代入計算は,逐次型計算であるためにその並列化が困

難である.なかでも,代入計算は反復の度に実行され

るので,全体の計算コストに対する影響が大きく,そ

の並列化は課題である.これまでにも,代入計算を含

むICCG法の並列化に関して様々な研究[21がなされ
ている.本稿では,これらの並列化手法のうち,有限要

素解析などにおいて生ずるランダム・スパースな係数

行列に対するブラックボックスソルバ的な手法につい

て述べる.

実アプリケーションにおける並列化ICCGソルバ

の代表的なものとして,ブロックICCG法(Localize

ICCG)がある.本手法は,係数行列を各プロセッサに

ブロック分割し,不完全コレスキー分解時にプロセッ

サにまたがる要素を無視する手法である.このこと

により,不完全分解,代入計算ともに並列処理が可能

となる.同手法は,分散メモリ型並列計算機に適合し

た方法であるが,共有メモリ型並列計算機にも実装が

可能で,実装方法も容易であり,広く用いられている・

しかしながら同手法はプロセッサ数が増加するに従っ

て前処理において無視される係数行列内の要素が増加

し,前処理の効果が薄れるという問題点がある.例え

ば,電磁界有限要素解析を対象とした著者らの数値実

験においても,本現象が確認されているl3】・そこで,
前処理効果の低下を補償する手法として,ブロック間

のオーバーラップを用いる手法がある.このオーバー

ラップを用いる手法は,非対称係数行列用のGMRES

法のnU前処理において効果的であるという報告がさ

れている[4].またICCG法においてもその効果は確

認され, Overlapped localized ICCG法と呼ばれてい
る.しかし,どの程度オーバーラップさせればよいかな

ど,対象とする問題に依存する部分がある.また,オー

バーラップさせることにより前処理効果がかえって低

下する例も報告されており,現状では問題点もある.
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上記のブロックICCG法による数値実験結果を踏ま

え,著者らはソルバ内で自動的にリナンバリング処理

を行うブラックボックス型並列化ICCGソルバ(リナ

ンバリング処理付き並列化ICCG法)を提案した[3】.
同手法では,係数行列は自動的に並列処理に適した形

にリナンバリングされる.但し,リナンバリングの種

類に応じて,演算の順序をかえることにより対応する

場合,明示的に行う場合に分かれ,後者の場合,メモリ

に関して元の係数行列を保持するか否かの二種類にさ

らに分かれる.本手法の場合,前処理行列の構築にお

いて無視される行列要素がないため,ブロックICCG

法よりも高い前処理効果が期待される.

本稿では,リナンバリング処理付き並列化ICCG法

の並列処理向きオーダリングとして,二種類のオーダ

リングを紹介する.

一つ目はバンド行列に対する並列化オーダリングで

ある・ Np台のプロセッサに対して,係数行列をNp個

の内部額城とNp- 1個のインターフェース領域に分
ける.インターフェース領域の行数はバンド幅と同じ

とする.インターフェース領域を内部額域の後に順序

づけすると,各領域で代入計算は並列に行うことがで

きる.このリオーダリング処理は明示的に行う必要

はなく,元の係数行列に対する不完全コレスキー分解,

代入計算の計劉原序を変更することで行うことができ

る.本手法は,プロセッサ数が少数の場合(およそ8

プロセッサ以下)の場合に有効である.それ以上のプ

ロセッサでは,通常内部額域が十分にとれなくなった

り,収束性の低下を招いたりする場合が多い.

そこで,二つ目のオーダリングとして,プロセッサ

数が多い場合に有効な代数学的多色順序付け法を提案

している[5].従来,並列処理向きオーダリングの研究
は主として差分格子を対象として行われているが,そ

の過程において並列度と前処理効果のトレードオフが

発見されている[6】.即ち,多くのプロセッサが使用可
能な(並列度が高い)オーダリングほど,不完全コレ

スキー分解前処理の効果が小さくなる.そこで,土肥

らは並列オーダリングの収束性を定量的に評価するた

めにオーダリンググラフを利用することを提案し,高

い前処理効果と並列度を同時に実現する大きな色数に

よる多色順序付けを提案した閏酢代数学的多色順序
付けは,この多色順序付けをブラックボックス的に行

う手法で,非構造型の解析-の実装を可能にするもの

である.従って、通用範囲はバンド行列に限定されず、

一般のランダム・スパース行列に適用できる。このよ

うな,多色順序付け法の特性を非構造型の解析に導入

する手法としては,他に未知数のIndependent Setに

基づく手法がある[11] [12】.

本稿では,約100万自由度の有限要素解析を数値計

算例として用い,代数学的多色順序付け法の有効性に

ついて示す.

2　並列化ICCG法

本解析では,有限要素解析における正値対称な係数

行列を持つ連立一次方程式を対象とする.係数行列は,

ランダム・スパース行列とし,係数行列の非ゼロ要素

のみをメモリに格納する.

本稿では,全体マトリクスの次元数,バンド幅,使用

プロセッサ台数をそれぞれn, nb, Npで表記する・

2.1　前処理付き共役勾配法の並列化

前処理付き共役勾配法(PCG法)は正債対称な線形
システムの反復解法として最も一般的なソルバである.

PCG法は(i)前処理, (ii)内積計算, (Hi)行列・ベクト

ル積計算, (iv)ベクトルの更新の4つの部分から構成
され,これらは他の多くの反復解法も同様である.こ

のうち, (ii), (iii), (iv)の計算は係数行列や各種のベク
トルを行ブロックに分割することで並列化できる.一

方,前処理部の並列化は前処理の種類によってその困

難さは異なる.例えば,対角前処理(スケーリング)

ではプロセッサ間の通信は必要とされず,並列化に関

するトレードオフはない.しかし,逐次型の解析コー

ドで通常よく用いられるIC(不完全コレスキー)分解

前処理の場合,前処理部は逐次的な前進・後退代入計

算により構成され,その並列化は困難である.そこで,

次節以降でICCG法に伴う前進・後退代入計算の並列

化に関する手法について述べる.

2.2　ブロックICCG法

ICCG法に伴う前進・後退代入計算の並列化手法の

一つとして,ブロックICCG法(BICCG法)国があ

る. BICCG法の特徴は, IC分解においてプロセッサ

間にまたがる行列要素を無視することである.この場

合,前進・後退代入計算に用いられる分解行列,下三

角行列L,上三角行列LTは図1に示されるような形

となり,代入計算は各プロセッサで通信を伴うことな

く並列に行うことができる.
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初:factorized entrieβ　^ :ignored antrieg

図1:ブロックICCG法による分解行列(3プロセッサ)

2・3リナンバリング処理付きICCG法[3]

前節で述べたBICCG法は,代入計算を通信なく並

列処理できるが,使用プロセッサ数が増えるにつれて

IC分解時に無視される行列要素が単調増加する問題

点がある.このことは,プロセッサ数が増加するに従

い,工C分解の近似度が下がり,前処理の効果が弱まる

ことを意味する.

そこで,著者らは分解中に行列要素を無視すること

なく代入計算を行う方法として,リナンバリング処理

付き並列化ICCG法(PICCG-RP捻)を提案している.
本手法は,ソルバ側で全体マトリクスを並列処理に適

した形状にリナンバリングして処理する手法である.

本手法はバンド係数行列を対象とするもので,まず,全

体マトリクスを図2(a)に示されるように,Np個のnin

行ブロック(ここでは内部領域部と呼ぶ)とATD-1個

のnわ行ブロック(ここではインターフェース部と呼

ぶ)に分割する.内部債域部の行数ninは次式で与え
られる.

nin - {n - (Np - 1)nb}/Np　　　(1)

ここで, i番目のプロセッサはi番目の内部領域部と

インターフェース部に関する行ブロックを担当する.

即ち,i番目のプロセッサは,全体マトリクスのうち

(nin+nb)(i- 1) + 1 - (nin+nb)i行を抱当する

(図2(a)参照).次に,リナンバリング処理により,図

2(b)のように,内部領域から先に番号がつけられるよ
うに変更する. i番目のプロセッサの担当行のうち,

(nin+rib)(i-1)+lからnini+nb(i-1)の行ブロッ

クは, mn(i-1)+1からriin%の行ブロックに移され,

rnni+rib(i-1)+1から{riin+rib)iの行ブロックは,

ninNp+nb(i- 1) +1からninNp+n¥,iの行ブロッ
クに移される.この処理を行なうことにより,全体マ

トリクスはdissection分割法により得られるような図

2(b)左に示される形状となる.
全体マトリクスが前述のような形に変換された後,

前進後退代入計算は以下のような手順で並列に実行さ

れる.前進代入計算では,まず内部額域部に関する処

理が各プロセッサで並列に行なわれる.次に, i番目の

プロセッサは隣接のi+1番目のプロセッサにnb個の

配列要素を送信する.次に,インターフェース部に関

する処理が各プロセッサで並列に行なわれる.後迫代

入計算では,まずインターフェース部に関する処理が

行なわれ,隣接のプロセッサ-の通信を経て,内部領

域部に関する処理が行なわれる.従って,並列化が困

難な代入計算を, nむ個の配列要素を隣接のプロセッサ
に送る通信を2度行なうだけで並列に処理できる.

本手法において,係数行列のリナンバリング処理に

必要な計算コストは,一回の行列・ベクトル積計算と

同程度であり,以降の繰り返し部分と比べて十分小さ

い.また,プログラミングを工夫することで,リナンバ

リング処理を明示的に行わず,演算順序を変更するこ

とにより等価な前処理を行うこともできる.

・n^-b-d width

interior part 1

int.rf▲ea part 1

intarior part 3

iat.rt▲e* pact 2

intarior part　3

(a) Before renumbering

intォrior part 1

interior part　2

interior part 3

1ntarffto* part 1

intarffcca part 3

(b) A£ter renumbering

図2:リナンバリング処理(3プロセッサ)

2.4　代数学的多色順序付け【5】

前節で述べた並列化リオ-ダリングは,バンド幅が

係数行列に対して十分に小さい場合に有効な手法であ

り,一般のランダム・スパース係数行列-の適用は困

難である.また,十分な収束性が得られる並列度には

限界があることも分かっている.そこで,本節では,

差分解析においてその高い有用性が示されている多色

順序づけを一般のランダム・スパース係数行列に拡張

する代数学的多色順序付け払(Algebraic Multi-Color

Ordering Method)について述べる・
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多色順序付け法では,互いにデータ依存関係のない

未知変数をまとめ,一つの色とみなす.色の順に未知

変数を並べ替えることにより,代入計算は各色ごとに

並列化される.代数学的多色順序付けの特徴は,係数

行列より得られる情報のみに基づいて,未知変数の色

づけを行うことにある.本手法の詳細を以下に示す.

手法の説明のため,以下の表記を導入する.解くべ

き連立一次方程式をAx = bとする.係数行列Aの狭

義下三角行列をLとし,そのi行の非ゼロ要素の列番

号をInzc(i,j) (j-l, - , lnz(i))とする.ここで,

lnz(i)はi行の非ゼロ要素数である.
まず,代数学的多色順序付けで用いる色数ncolorを

与える.ここで,色数としては,差分解析における結果

から30から100程度が適当である.但し,色数は色付

けの過程で自動的に増加される場合がある.未知変数

に順次色付けを行うが,このとき以下の条件をみたす

ようにする.

条件(MC: Multi-Color)一同色の未知変

数がデータ依存関係を持たない.

配列color(i) (i-l, *・・, n)により,未知変数iの色

を表すものとすると,各未知変数の色はFig. 3に示さ

れるプログラムで決められる.与えられた色数ncolor

に対して,一番目の未知変数より順次1からncolorま

での色を再帰的につけていく.このとき,上記の条件

(MOが満たされるように, i番目の未知変数の色づ

けは以下のように行う.ここで,直前に付けられた色

をicolor-1とする.

Step 1: lnzc(i, j)番目の未知変数の色を調べ,
icolorが付けられていなければicolorをi番目

の未知変数の色として色づけし, i+l番目の要素

に移る.そうでない場合, Step 2-.

・Step 2: icolorをmod(icolor, ncolor)+lに更新

し,Step lへ

この手順を全ての未知変数に対して行う.ここで,

lnzc(i, j) (j-l, - , lnz(i))の色として, 0から
ncolor - 1までの色が全て使用されていた場合には,

ncolorを1増加する.上記の手順では,色をStep 2に
おいてインクリメントしても新たな色がすでに割り当

てられている場合, Step lとStep2を数回繰り返すこ

とになる.そこで,各未知変数の割り当て時において,

Step lですでに使用されている色をメモリに保持し,
これと異なる色を割り当てる方法もある.この場合は

プログラムが若干複雑になるが,無駄な演算が除去で

きる.

全ての未知変数の色付けが終了したら,未知変数を

色の順にリオーダリングする.色の設定,係数行列や

右辺ベクトルのリオ-ダリングにかかる計算コストは,

およそ一回の行列・ベクトル積計算程度であり,反復

計算のコストに比べて通常はるかに小さい.

代数学的多色順序付けにおける代入計算は以下のよ

うに並列実行される. A丘=石をリオーダリングされ

た連立一次方程式とする.このとき,解ベクトル丘と

係数行列Aは

/云co)

云C(2)

1

い

　

一

rOhHHMuOCn
nlJPc

r
的

2

2

　

2

　

　

　

肝

l・.I

i
-
h
"
I
N
"
-
　
∞

0

>

0

-
C1

1

　

1

　

　

　

　

打

r
-
t
　
　
<
N
　
.
.
.
　
　
O

'
O
'
O
 
m

l
C

′
/
　
　
　
　
　
　
_
　
　
　
　
　
t

ニー
A

＼

ー

　

~

　

　

　

　

-

　

　

　

一

^-/ l ,ncoZor

C2 ,ncolor

t-/ ncolor,ncolor

＼

ー

　

　

　

　

　

　

一

(3)

のように色毎に分割される・ここで,云C(tc)はic番目

の色に対応し, C|,rは云o(Oと云C(m)の関係を表す・
未知変数の色が条件(MC)を満たすように決められ

たとき,小行列Cic,ic(ic - 1>-,ncolor)は対角行列
で与えられる(図4参照).従って,不完全分解行列は
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と書け, Dic(ic - 1,- ,ncolor)は対角行列である・

残差ベクトル声を用いて,前進代入計算を

Lを-テ　　　　　　　(7)

のように書くと, (4)より, ic色に対する前進代入計

算は

ic-1

vc(ic) - -Die (TC(ic) - ^ LicjsテC(k)), (8)
k=l
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ト一一一　　　　　　　　　一　　　　　　一　　　　　　　　　一一一一

ncolor-some value　　　　! Set number of used colors

color(l:n)-0 Initialize the array color

icolor-1

do 1-1,A

j-'l

do while(j <- lnz(i))

if (color(lnzc(i.j))一一icolor) then

icolorサmod(icolor+l.ncolor)◆　! To next color

j■O

endif

J-J+l

enddo

color(i)-icolor　　　　　　　! Assignment of color

icolorサmod(icolor+l.ncolor)◆　　　　! To next color

enddo

1 -------------ll-I---I-------I---------ll-I-I----I------I

図3:代数学的色付け

図4:代数学的多色順序付けにおける係数行列　(3

色)

のように書ける・但しvc(k)およびテC{k)は,軌テのk

番目の色に対応した部分である・rc(k)(k- l,---,ic-
1)がすでに計算され,その結果を全てのプロセッサが

共有しているとすると,前進代入計算(8)は行列・ベ
クトル積で構成され,並列化できる.即ち,前進代入計

算は色毎に並列化できる.また,後退代入計算も同様

に並列化できる.図5に,代数学的多色順序付けによ

る並列化代入計算の手順を示す.一回の前進・後退代

入計算において　ncolor-1回の通信(同期)が必要

となる.本手法によって得られる並列度は,一色あた

りの未知変数の数に等しく,およそn/ncolorである・

3　解析結果

3.1　定式化

本解析では線形渦電流問題を対象とし,時間的な繰

り返し計算により,電磁界の過渡的な振る舞いについ

て調べる.解析対象内の電磁界を記述する方程式は,

マクスウェル方程式において変位電流の項を無視する

ことにより与えられる.本解析では,辺要素を使用し,

磁気ベクトルポテンシャルのみによる定式化を行うA
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図5:代数学的多色順序付けにおける並列化代入計算

法を用いるので,支配方程式は次式で与えられる・

・×(U∇×Am)--a箸+Jo (9)
ここで, Amは磁気ベクトルポテンシャル, Joは強制

電流の電流密度, Z'は磁気抵抗率, Uは導電率を表す・

磁気ベクトルポテンシャルをベクトル補間関数により

近似展開し,式(9)にガラーキン法を適用することに
より,次式が得られる.

[K){Am}+[M]讐-{J}-0 (10)
ここで: {Am}は未知変数Amiからなる列ベクトルを

表す・[K], [M]は行列AJ}は列ベクトルを表し,以
下のように与えられる.

Kij-芋Ilk∇×Nt).{y∇xNj)dV (ll)

Mi,-羊IllaNi-NjdV (12)

Ji-号IllN{蝣JodV　(13)
ここで, eは各要素,mは全要素数,Ⅳはベクトル補

間関数を表す.未知変数の総数をnとして,行列lK],

tM]はn次正方行列, {An}およびtJlはn次元ベク
トルである.

式(10)中の時間微分項は,後退差分法を用いて以下
のように離散化して解く.

∂{Am}　{Am}-{Amold}
ニー-こ--コ　　-　　　　　　　　てごTTTTTここここここここここ===こここここここここここここ-

∂t　　　　　　　△t
(14)

ここで, {Arnold}¥ま1タイムステップ前の{A}, △tは

時間刻み幅である.

式(10)(14)より,各タイムステップにおいて解かれ

る全体方程式は次式で与えられる.

{Q){Am} - {b} (15)
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表1:解析の諸元
要

図6:電気学会3次元渦電流解析検証モデル　unit:

[mm】)

但し,

IQ] - ([K]+去[M]), {6} -孟[M]{Aold} + {J}
(16)

解析簡城中に非導電性の部分(空気額域)が含まれる

場合,係数行列[Q]は半正定借となる.

3.2　解析モデル

本解析では,電気学会3次元渦電流解析検証モデル

を用いる[14.表1に解析の諸元を示す.解析は京
都大学大型計算機センターVPP-800上でおこなった.

MPIライブラリによる並列化を行い, ICCG法の収束

判定基準は,右辺ベクトルと残差ベクトルの差が10-7

以下となる条件を用いる. ICCG法の加速係数は1.03

とする.各手放の性能評価は-タイムステップあたり

の計算時間により行う.

3.3　解析結果

表2 ,図7にブロックICCG法と代数学的多色順

序付け法による計算(経過)時間,反復回数,収束の

振る舞いを示す.ブロックICCG法では,プロセッサ

台数が増加するにつれ,前処理効果が薄れ,反復回数

が増加している.

一方,代数学的多色順序付け法ではICCG法の収

束性はプロセッサ台数とは無関係で,色数に依存する.

表2:解析結果

(a)逐次型ICCG法(辞書式順序付け)

計算時間(秒) 反復回数

(b)ブロックICCG法

(C)代数学的多色順序付け法(60色)

表3:代数学的多色順序付け法における色数,並列度,

反復回数

1
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図7:収束の比較
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Number of pitにeSS的

図8:代数学的多色順序付け法による速度向上

表3に色数を変化させた場合の,並列度と反復回数を

示す.ブロックICCG法と比べて,少ない反復数の増

加で高い並列度を実現していることが分かる.色数を

増やすと一般に収束性が増すが,通信(同期)の回数

が増えるため,それらのコストにより速度向上が飽和

する.従って,最適な色数の選択は困難であるが,著

者らの検討によると,差分解析で推奨される30-100

色という値は有限要素解析においても有効であり,こ

の範囲内であればどのような色を選択したとしても大

幅な収束性の低下は避けられると考えている.本解析

では, 30-100色の間でいくつかの色をテストしたが,

60色の場合にもっとも良い結果を得た.このとき,反

復数の増加は逐次型ソルバと比べて10%程度であり,

並列度は約16800に達する.その結果,図8に見られ

るようにブロックICCG法と比べて高い速度向上を

得る.

4　結論

本稿では,非構造型の有限要素法における並列化

ICCG法としてブラックボックス型のソルバについて

述べた.その中で,差分法における多色順序付け法を

拡張した代数学的多色順序付け絵による解析結果を示

した.同手法により,約100自由度の電磁界解析にお

いて32プロセッサで20倍の速度向上を得た.
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