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連立1次方程式の基礎知識
～およびGaussの消去法の安定性について～

渡部善隆I

学会や研究集会での発表や、そこでの議論を開いていると、 (時間が限られていることもあって)
ある「知敢」を持っていることが前提となって話が進んでいく場合がよくあります。特に数値計算の

分野では、 「××法」と名のつく方法が山のように登場します。その方法の「意味」がわかっている

なら問題なく苗について行けるのですが、何を言っているのかイメージすら掴めないことが往々にし

てあります。この場合、そこからの議論に取り残されてしまい、 "ぼやっ～"と開いているうちに完

全に興味を失ってしまい、 「セッションが終ったら何を食べにいこうかなあ」などと違うことを考え

るようになります。それはよろしくありません。

この記事は、科学技術計算の主役の一つである連立1次方程式の数値解法に登場する手法および

用語の解説です。この分野の用薄の特徴は、以略語だらけ"で、はよく知らない人の名前が多い"こと

です。解説は最低限の意味の説明にとどめ、数学的な駈明や具体的なアルゴリズムはすべて参考文献

に押しつけています。さらに詳しく知りたい方は、記事の終りに文献紹介および「優れた文献を紹介

している文献を紹介J Lますので、そちらを御覧下さい。

なお、最後の章でGaussの消去法の安定性に関する興味ある(ある面で恐ろしい)話題を紹介しま
す。こちらも「知識」として持っていると、例えば座長をしていて質問に窮したときや、懇親会で知

らない人に囲まれたときなどに役立っかも知れません。

この記事によって、多少ともみなさんの"ぼやっ～竹とする時間が減ることになれば幸いです。
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1　Introduction

序章では、連立1次方程式が数値計算に登場する

背景について考えてみます。

なお、厳密に話を進めると定義がたくさん必要に

なり、読む人を退屈させますので、かなり荒っぽい

説明になることをご勘弁顧います。

また、以下特に断わらない限り、小文字は実数ま

たは実数のベクトル、大文字は実数の正方行列を表

します。

1.1　線形作用素

連立1次方程式(linear equations)は、数値計算

を試みる人の前に頻繁に立ち現れる問題です。

方程式は

n

∑dijXj-bi t-l,-　　(1)
J=l

で表記されます。未知数はn個のxj(j = 1, -,n)
です。

(1)を行列形式で書けば

Ax=b (2)

です。連立1次方程式の数値解法[numerical Solu-

tion of linear equations)とは、行列Aとベクト

ルbに対し、 (2)をみたすごを数値的に求める方法

です。

なお、この記事は全て実数の世界で考えますが、

基本的には複素数の世界にも拡張できます2。

「1次」とは「線形3」のことです。ある作用が線

形(linear)であるとは、それが比を保ち、さらに和

に対する作用の結果がそれぞれに対する作用の和に

一致することを意味します4。

行列Aは、 n次元実ベクトル空間Rnから同じ

くn次元実ベクトル空間Rn -の線形な作用素とし

て見ることができます。

1 r連立一次方程式」と書くこともあります.

2四則演算を実数の定義から複素数の定義に切り替えればほと

んどそのまま通用します.これは、複素数Zが平面上の点(*,</)

にちょうど対応し、無理なく計算手順が拡張できるからです。

3　r線型Jとも書きます。要は意味が通ればいいのです.

4記号で書くとT(vi +v2) -Tvt +Tv2, T(av) - aT(v)

s

 

h

1
　
　
2

的
I
　
的
‥
・
‰

線形作用素が逆作用素をもつとき、この作用素は

正則{non-singular)であるといいます。行列Aが正

則であるとは、

A~1A - AA~1 -/ (単位行列)

となる逆行列[inverse matrix) A~1がただひとつ存
在することです。

連立1次方程式(2)は、逆行列の値がきちんとわ
かるならば、行列とベクトルの積

x=A-H (3)

で求めることができます。

ただし、実際の数値計算で逆行列A~1を露骨に

計算にいくことはそんなに多くありません　1-1が

きちんとわからなくても、 (2)をみたす3;をもとめ

る効率のよい方法がたくさんあるからです。

それらの方法に比べ、逆行列を計算し、積A-H

の計算で3:を求める方法は、多くの手間がかかり、

精度もあまりよくない上、普通は記憶額域を大量に

消費します([叫参照)。
そのため、逆行列の債がすべて必要になるなどの

特別なことがない限り、 (3)の計算は行なわないの
が"常識"になっています。

連立1次方程式の数値解法は、次章以降で概観す

ることにします。なお"線形性門についてのイメー

ジが欲しい方叫641がお勧めです。

1.2　近似モデル

微積分の概念は、自然魂象や社会環象を数学の青

葉でモデル化することを簡単にしました。

微分方程式や積分方程式のような無限次元5の関

5有限佃の基底で表魂できないという意味です.連続系ともい

MMB.
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解　　　　説

数方程式を数値的に解く場合は、数学モデルを有限

次元の近似モデルに置き換える6ことが必要です。

情報処理技術の急速な発達は、有限要素法・境界

要素法・差分法などの近似モデル化の研究を大いに

助けました。

連立1次方程式は、この近似モデルを具体的な数

値にする段階でしばしば登場します。そして、他の

計算7に比べ、計算時間がたくさん必要なことと、

ちゃんと方程式が解けていないと後でたい-ん困る

という意味で、数値解析の中心部を占める大切な解

法のひとつです。

もう少し詳しく見ていきましょう。

1.3　非線形を線形にするからくり

立てた数学モデルが線形になることはあまりあり

ません。たいていは非線形(nonlinear)な方程式にな

ります。

例えば、流体関係の学会などに顔を出すと、こん

な微分方程式をよく見かけます。

(

霊+(tサ∇)v - -gradp-+一孟△v
divv　=0

(Vとpの境界条件)

(4)

(4)は、 Navier-Stokes方程式8とよばれる有名な方

程式です(詳しい説明はパスします。気になる方は

[46】をお読み下さい)。

(4)などの非線形な方程式を直接解くことは、か
なりの困難をともないます9。そこで数値解析の常道

として、非線形方程式の代わりにある線形方程式の

計算をくりかえすことで、近似解の収束列を作り出

すということをよくやります。

その代表的な方法であるNewton-Raphson法

を例にとって説明します。

Newton-Raphson法

うまい具合に関数空間10と作用素Fを定義するこ

とで、どんな非線形方程式も

6この段階を　r離散化」といいます.

7行列やベクトルを作ったり、収束性を調べたりメッシュを

切ったりする作業。

8Louis Marie Henri Navierさん(1785-1836)とGeorge

Gabriel Stokesさん(1819-1903)の名前に由来します.

9解析的な解を求めるときも、数値的な近似解を求めるときも

です.

10よくみかける空間を記号だけ綴介すると、 Rn(自分から自分

への写像だと思って下さい), Sh, U>, L∞蝣)ササ　)・" 1 --n

H-¥C汀>G。などなどです。

九州大学大型計算機センター広報
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F(u) - 0　　　　　　(5)

をみたすuを求めるという問題に書くことができま

す。 Fは設定した空間上の非線形作用素です。

設定した関数空間の要素,(-)でFが微分可能な

とき、 F(u)を1-(0)のまわりでTaylor展開llL、 3
項目以降を切り捨てて近似します12。

F{u)ttF{uW)+F'{uW){u-u<->) (6)

fVO))はFの,(-)での微分として決まる"線形"

な作用素で、逆写像F(u<->)-1を持つと仮定しま
す13。

ここで、 Taylor展開で近似した(6)の右辺を0に
するような,(1)を考えます。つまり、線形方程式

JF(u<->)+F'(u(->)(uM- (サ))-o　(7)

を満足する/(I)を見つけることにします。

F'(u<->)~1を(7)の両辺に作用させ、変形すると

ォ(1) -ォw +jpVO))-1^(ォ(0))

で,(1)が求まります。この,(1)は、最初に適当に

汲めた,(-)よりも真の解uに近いことが期待される

ものです。

そこで、今度は,(1)のまわりで同じようにTay-

lor展開し、つぎの,(2)を

M(2) - u(i> +F'{u^)-lF(u^>)

で求めます。

Newton-Raphson法とは、このように適当な初期

値,.(o)から出発し、 *- 1,2,-について次々に近

似解の列

・(*)三M(*-i) +JF'(u(*-i))-ijp(u(*~1}) (8)

を作っていく方法です。

すると、いつかは,(*)と,.(*-1)が見わけがつか

なくなるくらいに近くなるかも知れません。その

時、 u^(*) -u(fc-1)としてしまい、繰り返しの式(8)

に放り込むと

<*> - (*)+!?'( (*))~^(uW)

11イギ7)スの数学者Brook Taylorさん(1685-1731)に由来

します。

12微分の定義やTaylor展開の話、また、なぜ近似になるのか

などの説明は省略します.要は大学の最初に習う1変数の実関数

/(*)の延長だと思って下さい.

13なぜ"線形"かというと、訳は簡単で、線形になるように決め

ているからです.関数解析学ではF'(ti(-))を錬形化作用素(lin-

earized operator)ともいいます.実掛こ定式化する場合、 Fの

微分可能性や関数空間の設定を注意深く説明しないと、関数空間

論の人から怒られます。
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つまり　-

Ft(uW)-1F(uW) - O

となります。この両辺にF′(ォ<*>)を引っかけて

F(vSk>) - o

が得られます。つまりtlォはF{uW) - Oの解に限

りなく近いに違いない、という作戦です。

Newton-Raphson法は"F(u)はごく狭い範囲で

は1次式で近似できる"という考え方をもとにした

方法で、出発点がもし真の解に十分近ければ、極め

て急速に収束することが知られています。

この節の最初に登場したNavier-Stokes方程式(4)

も、もちろん(8)の形に思述することができます

(具体的な方法叫161を御覧下さい)。

Newton-Raphson法は、簡単にNewton法と呼ば

れることもあり、修正Newton法、準Newton法、

区間Newton法など、いろいろな変形版も加え、広

く非線形方程式の数値解法に使われています14。

Newton-Raphson法をはじめとする非線形方程式

の反復解法、近似解の精度的保証などの数学的な考

察は[47】をお読み下さい。

なお、 Newton-Raphson法は、有名なSir Isaac

Newtonさん(1642-1727)とJoseph Raphsonさん

(16487-1715?)に由来します。

1.4　Newton-Raphson法と連立

1次方程式の関係

ここで、本稿の主役の連立1次方程式がNewton-

Raphson法の何処に顔を出すのか探してみましょ

う。

先ほど考えていた非線形作用素Fは、特にRn

上の作用素でなくとも構いません。空間がIRnの場

合、 F′(ォ<*>)はFのJacobi行列となります。
Sobolev空間15などの無限次元の関数空間の場合

は、 F'(uto)をFのnechet微分16とすることで、

そのまま如ewton-Raphson法が適用できます(無限

14昔の数値計算の教科都こはrNewton-Raphson法」と書か

れていましたが、現在は「Newton法」とだけ書く本が増えまし

た。しかし、 [50]によれば、 Newtonさんは確かに方法は示し

ていたが、一般的な公式にまとめたのはRaphsonさんだそうで

す。ここでは、 2年租前に開催されたシンポジウムで、ある数値

計算の大御所がrRaphson氏の偉大な美観を忘れて、皆New-

ton法と呼ぶのはけしからん　Newton-Raphson法と呼べ! 」

と吠えていたので、 Newton-Raphsonと書いておきます。

15Sergei L'vovich Sobolevさん(1908-?)は、 (当時)ソビエ

トの数学者です。

16Rene Maurice Frechetさん(1878-1973)は、フランスの

数学者です。

次元の関数空間の議論は、 [40日叫などをお辞み下

さい)。
しかし、無限次元での定式化の場合は、数値計算

のために、何らかの方法で無限次元を有限次元に

"射影する"ことが不可避の作業ですので、計算機の

中では結局有限次元の問題、さらに最終的にはRn

での線形計算に落ち着きます17。

(8)が有限次元空間、特にRnでの反復だとすれ
ば、線形作用素は行列の形で書くことができ-ます。

従って、

uW = (*-サ+F′rt/*-1))- F(u(k-D)

のアンダーラインの部分は、 「ベクトルFiu^-1))

に行列jp/(w(*-D)の逆行列を左から引っかける」こ

とを意味しています。

よって反復式(8)は、連立1次方程式

F'(u(k~1))丘(*-D - f(tt(*-D)

を崩(*-1)について解き、この菰(*-1)を使って、次

の,(*)を

u(た> = u<た-1) +崩(k-1)

で求めることと同じです。

そのようなわけで、非線形方程式の数値解法では

連立1次方程式を解く必要がしばしば生じます18。

1.5　行列の次元

有限次元で例えば変数が1つの

/(x)-z3+xiJ+z+l-0

をNewton-Raphson法で解く場合、反復列は

x(k) - x(k-D + /'(^-Dj-i/^rl))

です。このとき、変数は1個なので、 f'{xた~1)は
1×1の行列です。よって、逆行列はいたって簡単で

/V*-1')-1 -

で求まります。

/'(a**-1))

17っまり、すでに有限次元の非線形開脚こなっているものを

Newton-Raphson法で解くか、無限次元で定式化したNewton-

Raphson法を離散化して解くかの違いです.手法は数値解こ対し

てどのレベルの誤差評価を期待するかで異なります。

18この大きな流れを押さえていないぽっかりに、修士論文の舞

表会でr結局それは何を計昇するんですか?」という(温かい)質

問に絶句してしまい、著しく心証を轟くした人を知っています。

ご注意下さい。
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一方、多次元の連立非線形方程式

f(x) -0

ム
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n
相
川
　
　
　
　
は
川
H
l

こ
　
こ

z

 

f

J

霊,i

の場合19、 /V*-1))はdfil∂x3を(ォ,i)成分とす

るnxnのJacobi行列になります(詳ノしくは60).
もともとの閑居が無限次元の場合、方程式の次元

は離散化する近似空間の基底の数に一致します。差

分法や有限要素法などを用いる場合、未知数は領域

にばらまいたnodeの数に対応しますので、この総

数が連立1次方程式の次元になります20。

1.6　精度の問題

さて、いざ連立1次方程式を解き、数値解を求め

る段階にくると、 「誤差」の問題が浮上します。つ

まり、計算者はどれくらいの精度を数値結果に要求

するかという問題です。

数学モデルとしての非線形方程式の解の存在や分

岐琵象などの挙動に興味のある人でしたら、収束性

や誤差解析も含めて、数値解に高い精度を要求する

はずです。

一方、もともと自然現象や社会魂象を数学モデル

化し、最終的な数値解をシミュレーションとして利

用したいと思う人の立場から見れば、

既に方程式を立てた段階である程度の誤差が入
りこんでいるので、連立1次方程式をはじめと
する数値計算を完壁な精度で求める必要はない
し、また意味もない。

と思うでしょう。

微分方程式などのモデルから出発したとしても、

計算にかかるコストの問題から、

どうせ離散化の段階で誤差が入るので、連立1
次方程式の解法に高い精度を追求して計算時間
を無駄にするより、多少の誤差の混入には目を
つむって、高速なプログラムを組もう。

と思う人もいるでしょう。

しかしながら、自分のプログラミング技術はとも

かく、数値計算の普通の演算方法である浮動小数点

19記号"T乃は、転置を意味します。

20テレビのヒーローもので、 4次元や5次元の世界からやって

くるのがありますが、まだまだ甘いといえるでしょう。スーパー

コンピュータでは数万次元の世界を日常的に扱っています(もっと

も、設定している空間の意味が全然違いますが-)。ただし、 2次

元世界(鏡の国だそうです)からやってきた正義の味方rミラーマ

ン」はすごいと思います。
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演算を脳天気に信用するのはちょっと危険です21。

-少なくとも、学会や論文発表では「なんとなく実

験結果と似ているから大丈夫でしょう」という必殺

の切札に加えて、 「連立1次方程式を含む数値計算

が丸め誤差の混入によって致命的な精度損失を(多

分)起こしていないであろう」ことを強弁するだけ
の根拠22が必要です。なぜなら、

もし、連立1次方程式を含む数値計算が丸め誤
差によって致命的な精度損失を起こしていた場

合、モデルを設定し、シミュレーションした意
味がなくなってしまう

からです。

連立1次方程式の解の信用性については、最後の

章で列変換をともなうGaussの消去法の安定性の話

題を切り口にして、もっと掘り下げて考えたいと思

3131
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線形作用素A =
(

1/2　-1/2

1/2　1/2 )
によって定義さ

れる2次元ベクトル場(-5≦xi,x2 ≦5)

21興味のある方叫621を御覧下さい。

22例えば、問題自体の安定性、行列の性格の良さ、数値計算ラ

イブラリの信用性、拡張精度との比較、誤差評価、俵秀な学生が

プログラムしたから大丈夫、この私が言うのだから間違いない!

etc.
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2　連立1次方程式

前章では、数値計算の中で連立1次方程式が出現

してくる手順を衝単な例に沿って見てきました。

連立1次方程式の係数行列Aは、 n次元ベクト

ル空間IRn上の線形作用素であり、 Aの形は非線形

問題の線形化の過程で決定されます。そして、モデ

ルや離散化の方法によって行列Aの形は異なりま

n

連立1次方程式の数値解を求める段階になると、

行列Aの形にあわせた様々な解法が登場します。こ

れまでに提案され、現在も誰かが利用している手法

だけでも100種類以上あるのは碓実でしょう。

この章では、線形作用素である行列Aの性格を分

類した後、連立1次方程式の数値解法を概観したい

と思います。

個別の解法の説明は3, 4, 5章で行います。

2.1　行列の種類

連立1次方程式の解法は、行列Aの形に大きく依

存します。そのための基礎知級として、行列用語を

簡単に説明します。

2.1.1　密行列

密行列(dense matrix)は、とくに規則性や特徴の
ない一般の行列のことです。 「密」とは、 0以外の

要素が行列の中に充満していることを意味します。

密行列
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************

2.1.2　疎行列

疎行列(sparse matrix)は、成分のほとんどが0
の行列をいいます。偏微分方程式を離散化して連立

1次方程式に帰着させる場合、だいたい疎行列にな

ります。

2.1.3　帯行列

帯行列(band matrix)は、疎行列であって、かつ
Oでない成分が行列の対角線上と対角線の比較的近

くに分布している行列です。これもよく見かけま

す。

帯行列
**　　　**

*　*　　*

**　　　*詛
***
***　　*#

**　　***
**　　***
**　　　**
***
**　　**
**　　***
*　　　***
***

*　　　**

*　　　*

2.1.4　三重対角行列

三重対角行列(tridiagonal matrix)は、帯行列の

特別な場合で、 i-j¥ > 1の成分がすべて0な行列
です。つまり、 0でない成分が行列の対角線上と、

対角線の前後だけに分布している行列です。三項行

列ともいいます。

Aが三重対角行列の場合、連立1次方程式や固有

借間題があっという間に解けます。

三重対角行列
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2.1.5　対称行列

対称行列(symmetric matrix)は、 a.-,- - ajサすな
わちA=ATとなる行列です。

行列が対称だと、解法の速度、メモリー、安定性

などいろいろいいことがあります。

2.1.6　対角行列

対角行列[diagonal matrix)は、対角成分以外が
すべて0の行列です。以下、対角行列を表す場合

は、 "diagonal"の頭文字をとって"D"と書きます。
対角行列は大変素晴らしい行列です。なぜなら、

逆行列は各成分の逆数をとって並べ直したものです

し、固有値にいたっては最初から対角成分に並んで

いるからです。

対角行列

2.1.7　下三角行列

下三角行列(lower triangular matrix)臥対角成
分より上の部分

{O.j|ォ<il

がすべて0の行列です。

以下、下三角行列を表す場合は、 ''lower"の頭文

字をとって''L"と書きます。

下三角行列
*
**

iZE:
****
*****

******

*******
********
*********
**********
***********
************
*************
**************
***************

2.1.8　上三角行列

上三角行列[upper triangular matrix)は、対角成

分より下の部分

{aij¥i>j}

がすべて0の行列です。

以下、上三角行列を表す場合は、 "upper　の頭文

字をとって''U"と書きます。

九州大学大型計算機センター広報

Vol.28 No.4 1995

上三角行列
***************
**************
*************
************
***********
**********
*********
********
*******
******
*****
****
***
**
*

2.1.9　Hessenberg行列

Hessenberg行列23は、 i >j+1ならばdij -0

となる行列です24。

つまりHessenberg行列は、上三角行列に

ォ21ja325O43r'-1"nn-1

の部分を加えたものです。

盈ssenber
******草盈望*
***************
**************
*************
************
***********
**********
*********
********
*******
******
*****
****
lIZ3
tE

2.1.10　正定借行列

正定借行列(positive definite matrix )は、固有値

が全部プラスの債をとるような行列です。いい換え

ると、任意のベクトルz≠0に対し、 2次形式

xTAx>0

を満足する行列です。正値行列、正定符号行列とも

いいます。

Aが正定借で、しかも対称行列だったなら、素晴

らしくいいことがおきます25。

2.1.11　対角優位行列

対角優位行列[diagonal dominant matrix)は、

flit->∑O.jl, i-1,～,n
I'≠3'

をみたす行列です。つまり、対角成分が(絶対値の

意味で)他の成分を圧倒して"でかい"行列のことで
す。

優対角行列ともいいます。

23K. Hessenbergさん(1874-1925)に由来します。

24上Hessenberg行列という場合もあります。

125ただし、後ほど出てくるHilbert行列のように、対称かつ正

定借であっても、どうしようもなく性格が患い行列もあります。
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2.1.12　M行列

M行列(M-matrix)は、正則かつすべてのi ≠ i

に対しaij ≦ 0であり、かつ逆行列の成分すべてが
0以上の行列のことです。 M行列は、物理の世界に

よく出てきます。対称なM行列は正定借行列になり

ます26。

2.1.13　置換行列

置換行列(permutation matrix)は、どの行にも、
またどの列にも、ちょうど1個ずつ1があり、他は

すべて0となる行列です。

以下、置換行列を表す場合は、 "permutation"の
頭文字をとって"P"と書きます。

置換行列PをAの左からかけるということは、

Aの行の順序を並べかえることを意味し、右からか

けるということは、 Aの列の順序を並べかえること

を意味します。

具体的な例をあげます。行列Aを
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とします。するとPAは

t
。
<
。
九
　
I
D
　
(
。
屯

転
九
"
5
C
D
　
恥
q
 
L
Q

q
 
J
ム
　
w
　
蝣
a
　
屯

ム
　
e
r
a
　
恥
も

o
　
>
o
 
h
>
_
O
　
　
も

図
れ
闇
　
s
i
E
i
E
l

となります。行列Aの《1行と3行》　《3行と6行》

《6行と4行》　《4行と5行》を順番に入れ換える

とPAになります27。 2行目はそのままです。

26対称であることをM行列の定義に加えている本もあります。

27巡回置換(cycle)の記号で書くと(13645)です。

次に、 PをAの右からかけると
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となります。今度は、行はそのままで列が入れ換

わっています。順番に、行列Aの《1列と5列藩《5

列と4列》《4列と6列》《6列と3列》を入れ換

えるとAPになります28列目はそのままです。

置換行列は、行列の分解の際に大変重要な役割を

果たしますが、"単位行列もどぎ'の形をしている

ため、プログラムの中で配列として登場することは

なく、あくまでも裏方に徹します。

2.1.14直交行列

直交行列(orthogonalmatrix)は、転置行列が逆

行列となるような行列のことです。つまり

-A-l=AT

となる行列です。

以下、直交行列を表す場合は''Q"と書きます。

"直交"の意味は、Aの第i行と第j列の内積が

sa-1-3

i*3

となることからきています。

直交行列を複素数に拡張した行列がユニタリ行列

(unitarymatrix)です。

直交行列は固有値問題の解法で主役をはります

が、連立1次方程式では単なる脇役の一人に過ぎま

せん。

2.2　解法の大まかな分類

連立1次方程式の数値解法は、次のように大別で

きます。

連立1次方程式の数値解法

以下、各解法の特徴をあげます。

28こちらは(15463)です。
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具体的な手法は、章を改めて概観します。

2.3　直接法

直接法(direct method)は、もしも丸めの誤差が
なければ29有限回の演算で厳密な解が得られる解法

のことです。

直接法に必要な演算回数は、行や列の入れ換え操

作が多少入るので不確定なところがありますが、計

算する前からわかります。

そのため、行列の性質や精度に関係なく、ほぼ同

じ計算時間で答が出てきます。

A,b 有限回の演算

行列が密行列であったり、都合のいい性質を持つ

かどうかわからない得体の知れないものであって

も、計算が失敗しない限り、とりあえず解を出して

くれます。そのため、直接法は標準的な解法とされ

ています。

直接法の弱点としては、行列が疎行列であっても

"Oが多い門という利点を生かしにくく、計算機の記

憶容量が反復法に比べたくさん必要なことです。た

だし、この困難を克服するためのいろいろな工夫も

提案されています。

また、演算回数は普通次数nの3乗に比例しま

す。そのため、次数が多くなればなるほど、計算機

の性能をうまく引き出したプログラムを書いておか

ないと、以有限回で終了する"といいいながらいつ

まで経っても計算が終らない状況になります。

2.4　反復法

反復法(iterative method)は、適当に運んだ初期

値から出発して、其の解に収束していく近似解の列

を逐次作成していく手法です。

反復の各段階では、それまでに得られた近似解の

情報を駆使し、より良い近似解を生成する工夫が施

されています。

3;0→31→z2→一一3

反復法の計算は、行列が0でない部分を格納する

記憶額域があれば可能です。反復法は、理屈の上で

は無限解の反復をしない限り厳密解を得ることはで

きません。そのため、適当なところで反復を打ち切

る必要があります。

29っまり、すべてを有理数演算で処理するか、無限桁の精度を

持つ夢のような計算嶺で浮動小数点演算が実行できたならば

九州大学大型計算機センター広報
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また、なかなか収束しないような"たち門の惑い

行列もあります。そのため、実際に計算をやってみ

ないと演算回数はわかりません。

2.5　共役勾配法

共役勾配法[conjugate gradient method )は、直
接法と反復法の長所をあわせ持った手法として、最

近とみに注目されています。

原理的には、丸めの誤差がなければ高々n回の反

復で厳密解が得られます。そのため、直接法の一種

といえます。

x--ヰ3;1→-・→x--x

が、実際は丸め誤差のためそうはいかず、欲しい精

度になるまで反復を続けます。従って、反復解法に

分類されることもあります。

共役勾配法は、行列の形を整える"前処理"をほど

こすことにより、格段の収束率の向上が得られ、特

に正定借対称な疎行列の場合に威力を発揮します。

また、非対称行列にも拡張が行われています。

2.6　各方法の組合せ

浮動小数点演算において発生する丸め誤差を考え

れば、直接法を用いたとしても厳密解が得られるわ

けではありません。

出てくる数値結果からできるだけ誤差をなくすた

めに、直接法で得られた結果を反復法で改良する方

法もあります。

また、反復法や共役勾配法の過程で、方程式の一

部を直接法を用いて解く方法などもあります。

その他、どんな方法でもいいですが、得られた近

似解をもとに、ある集合の中に厳密な解が存在する

ことを誤差限界とともに証明する精度保証付き数値

計算法[numerical methods with guaranteed accu-

racy )もあります。これは区間解析(interval arith-

metic)と不動点定理車もとにした大変興味ある数値
計算法です。

最近、有理数演算を含むいくつかの精度保征付

きソフトウェアが利用できる環郵こなりましたの

で30、機会があれば広報で紹介したいと思います。

とりあえずの文献として[25], [65】をあげておき
ます。

30著作者の許可が得られるなら、センターでも公開したいと考

えています.是非使ってみたいとお思いの方は、要望を

request¢cc.kyushu-u.ac.jpまで、どしどしお寄せ下さい。
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3　直接法の概要

3章から5章までを使って、前章で大まかに分類

した連立1次方程式の数値解法をさらに細かく見て

いきましょう。まずは直接法です。

分類はWestlakeさんのハンドブック[34】を参考
に、最近の数値計算の本によく載っているものだけ

を紹介します31

これから紹介する方法は、プログラミングの演習

問題としては面白いかもしれませんが、実際の研究

の手助けとするには心細い方法もあります。

3.1　Cramerの公式

名前は大変よく知られていますが、数値計算で使

われることは滅多にありません。 Gabliel Cramer

さん(1704-52)が1750年に発表した次の定理によっ
ています32。

Cramerの公式

Aが正則であ抑まAx - 6は唯一の解を持ち,

解は

認・・=嵩　・-1,-,n
で与えられる.ただしAiはAの第i列をbで

置き換えたもの,卜胆行列式を表す.

むしろCramerの公式といえば、上の公式より導

かれる2 × 2の逆行列の公式

の方が有名でしょう。

しかし、 Cramerの公式を数値計算で使おうとす

ると、 n+1個のn次行列式を計算せねばなりませ

ん。これは、他の解畠と比べて反則のように手間が

かかる上に、高精度の演算が要求されます。

31連立1次方程式の分類および文献としては、 Forsytheさん

が1953年に発表した有名な論文9], [10]があります。その中で

解介してある解法だけでも既に400を超えています。

32Cramerさんはスイスの数学者です。 Cramerの公式は発表

の20年後、 Pierre Simon Laplaceさん(1749-1827)の紹介で

世に広まりました=17】).

そのため、数値計算の手段としてはほとんど役に

立ちません。しかし、線形代数のプログラミングの

題材にはいいかも知れません。

なお、 [48]にCramerの公式のFortranプログラ

ムが載っています。

3.2　Hamilton-Cayleyの定理に

基礎をおく方法

William Rowan Hamiltonさん(1805-65)とArthur

Cayleyさん(1821-95)の名前がついたこの定理も、
これまた線形代数の世界ではよく知られています33。

Hamilton-Cayleyの定理

正方行列Aの固有多項式(characteristic poly-

nomial) F(入) -固-Alをとれ嘩　　　- 0
となる.

この定理を用いて、 A11を

n

A~1 - ∑piAi-i
t=l

の形で求めることができます。なおpiはAI'の対角

要素の和を用いて順番に求めることができる実数で

す。

この方法も、 Aのべキを記憶する必要があること

と演算回数の問題などから実用的とは言えません。

が、線形代数プログラミングの題材にはいいかも

知れません。詳しく叫3]を参照下さい。

3.3　三角化に基礎をおく方法

直接法で現在もっともよく使われるのが、三角化

に基礎をおく方法です。プログラムが容易に書ける

上、一般の行列に広く適用でき、速度と精度もなか

なかのものです。

この手法のもとになる定理は、行列の分解に関す
る次の定理です。

33Cayley-Hamiltonの定理ともいいます.

-301-

九州大学大型計算機センター広報

Vol.28 No.4 1995



解　　　　説

LDU定理

Aが正則ならば,適当な置換行列Pを用いて

P&^ BBU

の形に分解できる.また, L, Uの対角要素が1

のとき,分解は一意に定まる.

この分解をLDU分解(LDU decomposition)と

呼びます。 "三角化"とは、行列AをLやUなどの

三角行列の積に分解することをいいます。

3×3行列で簡単な例を作ってみましょう。 Pは

単位行列となるので省略しています。
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このように、任意の正則な行列は、適当な行の入

れ換え34によって、下三角行列と対角行列と上三角

行列の積の形に分解できます。

また、対角行列Dと上三角行列Uの積を改めて

Uだと考えれば、直ちに次のことがわかります(証

明は【.49 。

hU定理

Aが正則ならば,適当な置換行列Pを用いて

PA= LU

の形に分解できる.また, Lの対角要素が1の

とも分解は一意に定まる.

これが有名なLU分解(LU decomposition)で
す。

LU分解の形は、先ほどのLDU分解でDUが一

緒になったものです。
A
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Pは行の順序を入れ換えるだけの置換行列ですの

で、 「適当に行を入れ換えた行列Aを考える」こと

で、正則行列Aは

A=LU

に分解できると考えることもできます。

行列をLU分解して、それが何になるかと言え

ば、この形からスラスラと解が求まるのです。

まず、連立1次方程式

Ly-Pb

34置換行列Pを左から引っかけることと同じです。
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をyについて解き′ます。こ=～でLは下三角行列なの

で、前進代入(forward substitution)35と呼ばれる

簡単な計算方法ですぐにyが求まります。次にこの

yを右辺として

Ux-y

を解きます。 Uは上三角行列なので、今度は後退代

入(backward substitution)と呼ばれる計算方法で3

が求まります。

本当に前進代入と後退代入でスラスラと解が求ま

るのか疑問の方叫45】を御覧下さい。これらは6章

でもう一度登場します。

さて、この3;は何ものかといいますと、先ほど解

いた2つの方程式からyを消去することで

LUx =Pb

の解であることがわかります。ところで、 AはPA=

LUと分解してましたので、 Zは

PAx = Pb

の解です。 Pは転置行列で正則ですので、結局3:は

Ax=bの解であることがわかります。

基本的な'LU(LDU)分解の方法はGaussの消去

法ですが、行列の性格に適応させたり、スピードを

追求するなどの目的に合わせてたくさんの変形が考

案されています。

3.3.1　Gaussの消去法

本来の意味でのGaussの消去法[Gaussian elim-

ination)は、行列Aを成分の左端から結果が上三角
行列になるように順番に消していく過程で、 bの処

理もあわせて行ないます。つまり、 LU分解の過程

で同時に前進代入もやってしまいます。

この手順は、 "行列のLU分解が完了したあとで

bについて前進代入をする"形に簡単に変更できま

す36。

従って、最近Gaussの消去法は「LU分解法」と

呼ばれることも多くなりました([54】)。
Gaussの消去法は、 LU分解の手法によって、ま

た行列の種類により、さまざまな変種があります。

内積形式Gaussの消去法

内積形式(inner-product form)では、分解処理を

行列の左の列から右の列に、さらに列の上から下に

順次行ないます。

35前進消去(forward elimination)ともいいます。

36この方が、 Aはそのままbを変えて何度も計算する場合に便

tfES?
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連立1次方程式の基礎知識　～およびGaussの消去法の安定性について～

データがすべて主記憶に入りきらない大規模な

LU分解で威力を発揮します([49])。

外種形式Gaussの消去法

外積形式(outer-product form)は、 k - 1, - ,n

に対し、 k列の消去にひき続き、 k行の分解を行な

います。数値計算の本に書いてあるアルゴリズムは

だいたいこの方法です。

この方法を応用すると、ベクトル計算機向きのプ

ログラムが組めることが知られています。例えば、

行列をいくつかのブロックに分割した上で、ブロッ

クごとまとめて分解していく方法37などです。

外積形式Gauss消去法のアルゴリズムとプログラ

ムの注意点は、 6章で詳しく考えます。

縁どり法

Aが対称行列のときに使われることがあります。

分解は外積形式と反対方向に行ないます。

行と列をどこかに追加した新しい行列に対して

LU分解する時に便利です(【59】)。

対称Gauss法

対称Gauss法(symmetric Gaussian method)は、
行列が対称な場合、その性質を利用し計算の手間

と記憶容量を半分にするように工夫したものです

(【50])。

3.3.2　Crout法

Crout法は、 Prescot D. Croutさんが1941年

に発表したGaussの消去法の変形版です。

手順は、 Gaussの消去法に出てくる中間結果を

記録することを省略し、積計算を順に足し合わせて

いくことでLU分解を行います。順序は異なります

が、計算はGaussの消去法と同じになります。

Crout法は、計算機の性能をう・まく引き出すよう

にプログラムするとGaussの消去法以上のスピード

が出る場合があり、 LU分解の有力な方法として幅

広く使われています([45], [49], [59])。

3.3.3　Doolittle法

Doolittle法は、 M. H. Doolittleさんが1878年

に弟表した論文から名前がつきました。 Black法と

もいいます。 Doolittle法もCrout法と同じように

積和の形でLU分解します。

372段同時消去法([45])、ブロッキング法などがあり、 SSL II

のVALUはブロッキング法を用いています(【701).

Crout法との本質的な違いは、 Crout法がUの

対角成分を1とするのに対して、 Doolittle法はL

の対角成分を1とするところだけです([12 , [34】)。

最近はCrout法の方が有名になってしまい、影が

うすくなっています。

3.3.4　Cholesky法

Cholesky法38は、次の分解定理をもとにしてい

ます(証明は[33】参照)。

Cholesky分解定理

Aが対称かつ正定借ならば,下三角行列Lが存

在し

A^ LUJ

の形に分解できる.さらに,分解は対角要素を正

になるように定めることで一意に定まる_

この分解定理は、 [20]によればF. R. Cholesky
さんが1916年に発表した方法です39。

Cholesky法は、この分解定理を利用し、 Gauss

の消去法を経由せずに直接Lを積和で計算する手法

です。分解ができてしまえば、あとはGaussの消去

法と同様にLy-bとLTx-　を解くことで解が得

られます。

Cholesky法の計算は、分解の過程で対角成分の

平方根を計算することから、平方根法(square root

method)ともいいます。分解はLを求めるだけなの

で、演算回数が一般のGaussの消去法の半分で済み

ます。

Cholesky分解は、 Aが正定借でなくても(適当

な転置行列を左からひっかけることで)可能ですが、

Lの対角要素が複素数になる場合があります。ま

た、平方根の計算によって、精度が悪くなる場合が

ありますq51】)。

3.3.5　修正Cholesky法

修正Cholesky法[modified Cholesky method)は、

別名がいろいろあり、変形Cholesky法、改訂Cholesky

38本によっては"Choleski"と書いてあります。

'[72]には``Andre-Louis CholeskyTと事いてありました。

どちらが正しいのかはよくわかりませんでした。 Choleskyさ

んの連立1次方在式に関する寄与を紹介したBenoitさんの韻文

川(1924年)によれば、 "Commandant" Choleskyはフランス

陸軍地誌部に属していて、第一次世界大戦(大戦争と書いてありま

した)中の1918年に戦死されたそうです。また、 Mathematical

Tables and other Aids to ComputationVol.5, pp.112 (1951)

を見ると、どうやらRainsford[241さんという人によるBenoit

さんの論文(仏帯)の英帯訳も存在するみたいです。
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法、対称Cholesky法、 square-root一缶ee Cholesky

法ともいいます。

"みそ"は、 Cholesky分解で生じる平方根の計算

を回避するところにあります。分解は次の定理が保

証します。

修正Cholesky分解

Aが対称かつ正定借ならば,

&=蝣

の形に分解できる.さらに,分解は対角行列D

の要素を正にすることで一意に定まる.

修正Cholesky分解は、分解の形からLDLT分解

とも呼ばれます。修正Cholesky分解も、 Gaussの

消去法を経由しません。

なお、上の定理は、 Aが対称であれば(適当な置

換行列を左から引っかけることで)成立するのです

が、対称正定借行列でないと分解の過程で非常に精

度が悪くなることがあります。そこで、普通はAが

対称かつ正定借の場合のみに使用されます。

分解ができてしまえば、あとは

Ly-b

と

DLTx -y

を解くことで簡単に解が得られます。

修正Cholesky法も、 Gaussの消去法のように分

解の手順でバリエーションが幾つかあります([59])。

外積形式修正Cholesky法

分解列より後の列を常に更新し、計算済みの列は

影響を受けません。 Aが帯行列、疎行列の場合によ

く使われます。

内積形式修正Cholesky法

外積形式と反対に、計算済みの行データを使って

分解列を計算します。小規模行列に用いられます。

縁どり法

左の行から順番に分解行を求める手法です。 Aが

帯行列、疎行列の場合に使われます。

スカイライン(skyline)畠

envelope法ともいいます。縁どり法の変形で、疎

行列の場合に用います。非対称行列にも砿張がなさ

れています。
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3.3.6　Bunchの方法

修正Cholesky法のところで、行列Aが対称なら

ば原理的にはLDLT分解できるが、精度が悪くな

る場合があることを述べました。

Bunchの方法は、 J. R. BunchさんとL. Kauf-

manさんが1976年に発表した手法(M, [5])で、数
値的に安定した行列の分解を与える方法です。

分解は、次の定理に基づいています。

MDMT分解

Aが対称ならば,適当な置換行列Pを用いて

pAPT = mLr

の形に分解できる.ただし, Lは対角成分がす

べて1の下三角行列, Dは高々次数2の対称な

ブロックから構成される対称ブロック対角行列.

このような分解は数値的に安定となります。

Bunchさんの方法は、ブロック対角ピポッテイン

グ手法、あるいは"MDMl分解"ともいいます。

分解の後は、順番にLyi-Pb,Dy2-yi,

LTy3-2/2,x-PTy3を計算すれば解が求まりま

す。

SSLII,NUMPACはBunchさんの方法を用いた

サブルーチンをサポートしています([69],[71c

3.3.7越境法

越境法(below-the-linemethod)は、方程式系Az-

bを拡張して計算を行う方法です。

Aを拡張した行列〟を

M-AK

H0

で定義します。この後は2つの方法に分かれます。

Croutの越境法

Mのn行n列までCrout法を適用してAをLDU

分解する方法です。すると、ガと∬の形をうまく

決めることで、右辺ベクトルbを変化して作った行

列Bに対・してA-YBが求まります。

が、はっきり言って記憶額域の無駄使いです。

Aitkenの越境法

こちらは拡張行列〟のAとガの行にGaussの

消去法を通用します。HとKの形により、拡張行

列Mの右下に結果としてA~1やA-lBを作り出す

のが目的です。
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名前はAlexander Craig Aitkenさん(1895」1967)

に由来します。興味のある方は[34】を参照下さい。

3.4　対角化に基礎をおく方法

"任意の行列は行と列に有限回の基本操作をほど

こすことによって、対角行列に変形できる"という

線形代数の基本的な定理にもとづいた方法です。

3.4.1　Gauss-Jordanの消去法

Gaussの消去法に似た方法ですが、対角要素の上

の成分も消去することで、最終的に
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の形まで持っていきます。

結果として、 Gaussの消去法のように後退代入を

やる必要がありません(匝11)。

Gauss-Jordan40の消去法は、掃き出し法(S望eep-

out method)ともいわれ、昔は盛んに使われていま

したが、演算回数がGaussの消去法の1.5倍もかか

ることから、次第に使われなくなりました41。

ところが、行消去の演算が1行目からn行目まで

「せ-の」で、しかも独立に行われるという性格か

ら、並列計算機向きの解法ではないかと指摘され、

最近にわかに注目されつつあります([60】)0

3.4.2　逆行列の積表現

積行列法ともいわれます　Gauss-Jordanの消去

法に関連した手法で、 "これとこれをかけあわせれ

ばA~1になる"という乗数表を作り、精度と記憶場

所を節約しようという方法です(囲)。

3.4.3　合同変換による方法

Aが対称行列ならば、ある直交行列Rによって

D =RTAR

と対角化できる、という性質を用いてA-1を生成す

る方法です。しかし、一般にAが正定借でないとう

40''Jordan"は、有名な数学者Camille Jordanさん(1838-

1922)でなく、ドイツの測地学者Wilhelm Jordanさん(1842-

1899)の名前からきています。従ってドイツ語読みをすればrヨ

ルダン」が正しいそうです([72]).

41最近の数値計算の本で解介されないことすらあります。この

世界では速いことが絶対の正義なのです。

まくいきません([34】)し、連立1次方程式の解が欲

しい場合ならば他の方法が有利です。

3.5　直交化法

直交化法(orthoginal method)はLU分解法など
に比べて演算回数がかなりかかるため、連立1次方

程式の数値解法で実際に用いられることはそんなに

ありません。

ただし、行列の性質が悪い場合や、他の解法の安

定性が信用できないときに、精度の比較で引っ張り

出されることがあります。

3.5.1　直交ベクトル法

英語で書くと"method of orthogonal vectors"で

す。 Aが対称なとき、 Aに直交するベクトルを順

次作ることで

LALT = D

の形に分解します。 Lは下三角な直交行列です。こ

れより

A-1 =LTD-XL

が簡単にわかり、従ってEが計算できます。この方

法は一般の行列にも拡張できます([34】)0

3.5.2　直交行列法

直交行列法(method of matrix orthogonaliza-

tion)は、固有値の代表的な計算手順であるQR分

解から導かれます。

QR分解

Aが正則ならば,直交行列Qと上三角行列Rが

存在して

A-QR

の形に分解できる.また,分解はRの対角成分

壷すべて正になるように定めれば一意である.

証明は[51】を御覧下さい。 QR分解で方程式は

QRx-b

となるので、まず

Qy-b

を解きます。 Qは直交行列なので転置すれば逆行列

になり、

y-QTb

で求まります。次にRは上三角行列なので、
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を後退代入でスラスラ解けば終・りです。

QR分解を行なう主な算法は

●修正Gram-Schmidt直交化法42

・Householder変換による方法43

・Givens変換による方法44

の3つです。これらは、どちらかといえば固有催計

算や最小自乗法で大きい顔をする手法ですので、こ

れ以上の深入りは避けます。詳しくは[叫を御覧下

さい。また、 Householderさんの簡潔にまとまった

原論文[19】もおすすめです。

3.6　分割法

分割法{partitioning method)はブロック分解法と
もいい、行列が記憶額域に入りきれない場合などに

使います。プログラム演習の題材にできそうな方法

ばかりです。詳細は[34]をお壷み下さい45。

3.6.1　分割計算法

正則な実行列の逆行列を、低い次数の逆行列を用

いて計算する方法です。計算時間の節約には全くな

りません。

3.6.2　縁どり法

縁どり法(bordering method)は分割計算法の変
形で、 n - 1次の行列An-iの逆行列がわかってい

る場合、 An_1に1つの行と列をつけ加えた(縁ど

りした) n次の行列A,.の逆行列を求める手法です。

3.6.3　エスカレータ法

エスカレータ法(escalator method)ま、 J. Mor-

risさんが1946年に発表した方法です。

kを行列の次数とすると、低い次数から順番に

Akxk-bk fc-l,2,-・,n

として方程式を解いていく方法です。

42J. P. Gramさん(1850-1916)とE. Schmidtさん(1876-

1959)の名前から来ています。

43A. S. Householderさん(1904-?)が考案した方法です.

44J. W. Givens Jr.さん(1910-?)が考案した方法です。

45速さや精度はともかく、これらの連立1次方程式の数値解革

が捷案された背景や数学的な証明を丁寧にフォローし、プログラ

ムを細んで性能や問題点を調べるのは、結構面白いと思います。

九州大学大型計算機センタ-広報
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3.6.4　階数零化法

階数等化法(rank annihilation method)は、 Ⅱ.
S. Wilfさんが1959年に発表した方法で、逆行列が

既にわかっているBとベクトルu, Vを用いてA -

B+uvTと書けるとき、 Aの逆行列を

A-1=B-1- (B^u^B-1)
l+VTB-H

で求める方法です。逆行列の値が必要な場合は使え

るかもしれませんが、連立1次方程式の解だけが欲

しい場合にはJ計算時間の関係からあまりお勧めで

きません。

3.7　三重対角行列専用の方法

偏微分方程式を差分法で解いたりすると、しばし

ば三重対角行列が現れます。 Aが三重対角行列の場

合、その性質を存分に生かした専用の手法がありま

す。

3.7.1 Gaussの消去法, Gholesky法

一般のGaussめ消去法, Cholesky法を三重対角

行列向きに書き直した方法です。

通常の問題が0(n*)の計算時間を要するのに対

し、三重対角の性質を使えば0(n)ですみます。

3.7.2　cyclic reduction法

もとの方程式に適当な消去処理をすることによっ

て、元数が半分の三重対角方程式に縮小(reduction)
させます。この方程式を更に半分に稀小することを

繰り返し(cyclic)、最終的に次数を1次まで落して

しまって得られる解を逆にたどり、すべての解を求

める方法です。

縮小処理はすべて並列に処理できるので、ベク

トル計算機、並列計算機にとても適した手法です

(【701)。

3.8　疎行列,帯行列専用の方法

直接法の最大の弱点は、もとの行列Aを何らかの

方法で変形するため、もともと0だったところがど

んどん汚されていく点です。

そのため、大次元の行列の場合には、記憶額城の

確保の問題が生じます。

LU分矧こよる行列の変化

次ページの図は、 2次元正方額域で定常Navier-

Stokes方程式の近似解を有限要素法で求め、たときの
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行列の分布図です46。ロは成分が0でない場所を表

します。車は成分が0のところです。有限要素法の

分割を細かくすると、行列はどんどん"疎"の度合

を増します。つまり■が多くなります。

LU分解前の行列の形

この行列AにGaussの消去法によるLU分解を

かけます。 LはAの下三角部分に、 Uは上三角部

分にそれぞれ格納されます。

LU分解後の行列の形

LU分解の結果、ロの部分がほとんどを占めるよ

うになりました。このため、口の部分に対応した記

憶場所を計算機内に確保しておく必要があります。

大規模な行列に何も考えずに直接法を適用する

と、額域確保の間麿で悩むことになります。

しかし、 Aが帯行列ならば帯が別です。次の図

は、先ほどのLU分解前の図から、対角付近の一部

を抜き出した行列です47。

46同次境界条件で領域は四角形で等分割しています。近似は、

流れ馴ま区分2次、圧力巷が区分1次です。 GraphicsはMa統一

emattcaのListDensityPlotを使いました。

Laplace作用素が2つ並んでいるみたいなものです.

i-

LU分解前の行列の形(帯行列)

この帯行列にGaussの消去法によるLU分解を

かけます。

LU分解後の行列の形(帯行列)

帯行列の場合、 Gaussの消去法の過程で、対角線

からある軽度離れた成分(帯の外側)は、ずっと0の
まま変化しないことがわかります。

この性質を生かすと、計算時間と記憶場所を節約

する帯行列専用のプログラムが着けます。アルゴリ

ズムは[60]に詳しくのっていますので参席下さい。

Aが疎行列の場合も、 wavefront法やスカイライ

ン法、 DM分解に基づく方法など、行列の特殊健

を生かした解法が開発されています。詳しく叫61,

匝11,匝9], [60】などを参康下さい。

3.9　現在人気の解法

LINPACK, LAPACK, IMSLなどの著名な数億

計算プログラム・パッケージの多くは、直接法のサ

ブルーチンを主にサポートしています。
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r,, r>

SSL II, NUMPACが採用している連立1次方程式の直接解法(1995年現在)

その理由は、直接法が他の手法に比べて優れてい

るからではなくて、ある最低の条件を満たせばサク

サクと答を出してくれる∝汎用性門にあります。

反復法や共役勾配法は、解こうとする近似モデル

に依存して収束が速かったり遅かったりするので、

個別撃破48が要求される場合が多く、プログラム・

パッケージとしてまとめるのは大変です49。

上の表は、九州大学大型計算機センターで環在公

開している数値計算ライブラリのSSLII,NUMPAC

の中から、実係数の連立1次方程式に関する直接解

法をまとめたものです。

行列の形に対応していろいろな算法が提案されて

いますが、やはりLU分解などの"三角化に基礎を

おく方法門が圧倒的です。

この中でどれを選ぶかは(行列の形が第-です

が)、精度が極端に轟くなることを考えなければ、

速い、または、記憶額域が節約できる

ことが基準になります。

例えば、対称行列専用のサブルーチンは、一般の

行列用のサブルーチンに比べ、半分の記憶領域(行

列について)で実行できます。だからといって、実

行時間が半分になるとは限りません。

ベクトル計算械FUJITSU VP2600/10でSSL II

のサブルーチンを用いて実行速度を調べてみます。

DLSIXは対称行列専用、 DLAX, DVLAXは一般

行列用で、 DVLAXはベクトル計算機向きにチュー

ニングされています。

48要するに自分でプログラムを書け、ということです.

49もっとも最近は、反復解法専用のプログラム・パッケージも

出回るようになりました。
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msec.

5 0000

40000

3 0000

2 0000

1 0000

0

1000 2000　　　　3 000

matrix dime,Jぴion

4000　　　　5000

なんと、記憶額域節約型のDLSIXが一番遅くなっ

ています。次に対称正定借の場合を調べましょう。

DLSX, DVLSXは対称正定価専用のサブルーチンで

す。 DVLSXはベクトル計算機向きにチューニング

されています。

msec.

80000

70000

60000

50000

4 0000

30000

2 0000

1 0000

0

1000　　　　2000　　　　3 0 00

matrix dimension

4000　　　　5000

DVLSXは期待通りの性能を見せましたが、 DIJSX

はダントツの最下位におわりました。

このことから、記憶額域の節約だけでなく、計算

機の性能にあわせたチューニングも大切なことがわ

かります。
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4　反復法の概要

反復法は、直接法と比べむやみに種類が多く、と

ても分類する気になりません。ここでは、よく知ら

れた反復法に限定して紹介します。

「反復法」と名がついているからには、何かの式

を反復しながら収束する近似解を作るんだろうとい

うことはすぐに察しがつきます。

反復法でもっともよく使われるのは線形定常反復

法(linear stationary iterative method )です。反復
列の作成は以下の通りです。

線形定常反復法

適当な初期値訂0から出発して,

xk-xk-l-H-fl(&-ASk~J), k≧1 (9)

を気がすむまで繰り返す.ただしRはA-1の

近似であることが望ましい.

(9)の"b-Axk-lnは、Jfc-1が解に近ければ小さ

くなることが期待される"残差門です。

実際、-J-lR=Aであれば、一発で反復は収束し

ます。もっとも、そんなことが最初からできるなら

苦労はしません。

線形定常反復法では、rどんなBを選べばいいの

か」が最大のポイントになります。

4.1　反復法の創始者

反復法の歴史を遡ると、おなじみCarl Friedrich

Gaussさん(1777-1855)までたどりつきます。

Gaussさんは1823年に弟子のChristian Ludwig

Gerlingさんにあてた手紙で、連立1次方程式を解

くた桝こ反復法を使うことを推奨しています。

Gaussさんの考えた反復法は、次数が大きくなり

すぎて消去法での手計算が難しくなった場合、方程

式を2つ以上の系に分け、その系を構次解きながら

近似解を生成し、望むまで繰り返すといった手法で

した([17】)。 Gaussさんは手紙の中にこんなことを

書いています50 :

50もちろん、原文はドイツ帯です。英籍釈叫87から抜粋しま

した。

You will hardly ever again eliminate directly, at

least not when you have more than 2 unknowns.

The indirect procedure can be done while one is

half asleep, or while thinking about other things.

GaussさんからGerlingさん-の手紙(1823)

Gaussさんの反復手法は、手紙をもらったGerling
さんからドイツの数学者のサークルに広まり、そ

の成果に興味を持ったJacobiさんと、その弟子の

Seidelさんに引き継がれますSl。

なお、反復法についてのさらに詳しい歴史叫21
を参照下さい。

4.2Jacobi法

Jacobi法は、ドイツの数学者CarlGustavJa-

cobJacobiさん52(1804-1851)が1845年に発表し

たもので、(9)でR-D~と選ぶ方法です。た

だし、DはAの対角成分を要素とする対角行列で

す。

(9)をR-D-n-iとして変形すると、Jacobi法の

反復列は

=(トD-1A)xk-1^D~lb

となります。

Jacobi法の収束については、以下のことが知られ

ています([60])。

Jacobi法の収束条件

Aが対角擾位行列ならばJacobi法は収束する.

51Gauss-Seidel法の由来はここからきています。もっとも、

Forsytheさんによれば、現在"Gauss-Seidel法"とよばれる手

順についてGaussさんが言及した形跡はどこにもなく(【8))、

Sidelさんにいたってはこの方法についてふれたあと「この方法は

使わない方がいい」と書いてあるそうです=叫)。

52何といっても理科系の学生を悩ませる"Jacobian"で広く知

られています。強烈な性格だったらしく、人の反感を買うことが

多かったそうです。晩年は財産を失い、健康を損ね、業額も振る

わず、不遇のうちに亡くなりました(【73】)。

微積分学の勉強の際、 Jacobianでつまづく人が多いのはその

ためかも知れません。
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実際の計算において、 Jacobi法は収束がかなり

遅いため([61])、収束速度を速める工夫が必要です。

なお、 Jacobiさんの連立1次方程式に対する取

り組みが[17】に詳細にまとめられていますので、興

味のある方はお読み下さい。

4.3　Richardson法

Lewis Fry Richardsonさん(188ト1953)は1910

年、 (9)の特別な場合として、 Rを反復によって変

化するスカラーαk_1とおき、この手順を最適化す

るαk-1の決定方法を握案しました([32】)0

また、適当な実数αでR　=　αATとおく手法も

Richardson法といいます。

4.4　Gauss-Seidel法

Gauss-Seidel法は、 1862年にPhilipp Ludwig

vonSeidelさん(182ト96)によって発表され、 1874

年にきちんとした形で著作となりました([2】)。
まず、行列Aを分離します。

A-L+D+U

L : Aの下三角部分,ただし対角部分はO

D: Aの対角部分

U : Aの上三角部分,ただし対角部分はO

Gauss-Seidel法はR - (L + D)'1と運びます。

これを(9)に放り込むと、

xk -D~¥b-Lx'-Ux"-1)

となります。 Lが下三角行列なので、この式は、

Ekのi番目を計算するとき、前回の」-!を使う代

わりに、既にi-1まで計算されている新しい3;kの

要素を使用することを意味しています。

Gauss-Seidel法の収束について、次のことが知ら

れています(【54】)。

Gauss-Seidel法の収束条件

Aが対角僅位行列、または対称かつ正定借行列

なら鴫Gauss-Sfeidel法は収束する.

Gauss-Seidel法は、 Jacobi法に比べいくぶん収

束性がよくなっていますが、まだまだ改善の余地が

あります(【321)53。

535.7節に出てくる前処理技法は反復法にも適用でき、琵在も

盛んに研究されています。間鹿は並列化との相性です。

九州大学大型計算機センター広報
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4.5　SOR法

SOR法(successive over-relaxαtion method)は、
過剰緩和法、逐次過緩和法ともいいます。

SOR法は、 S. P. FrankelさんとDavidM.Young

さんがほぼ同時に発表した方法で、 Gauss-Seidel法

の収束を加速させるため、加速係数1 <u<2を用

いてR- (L+u~1D)-1とするものです。

これを(9)に放り込むと、

xk = ^-^^^((l-wlD-wf/)/"1) (10)

となります。 LJ　= 1のときがGauss-Seidel法で

す。

W > 1のときGauss-Seidel法に比べ"過剰"に修

正されるため、過剰緩和法の名前がつきました。

(10)を書き直すと、次の反復と同じです。

yk -D-1(b-Lyk -uyk-1)

xk-xk l+u(yk-x x)
(ll)

SOR法の収束については、 A. M. Ostrowskiさ

んが1954年に示した有名な定理があります([32】)。

Ostrowskiの定理

Aが正定借かつ対称でD +ulが正則ならば,

0< u<2の範囲でSOR法は収束する.

最適なLJとなる理論値はわかっていますが、実際

にどのように選んだら収束が加速されるかは多分に

ケースバイケースで、これに関して多くの研究がな

されています。詳細は[32], [51], [61】を御寛下さ
い。

SOR法の最大の利点は、プログラムが簡単に書

けることで、現在も流体解析の分野を中心に根強い

人気を保っています(囲)0
以下、 SOR法の仲間を紹介します。

4.5.1　SLOR

SORの反復式(ll)の計算では、 D~1が必要で
す。しかし、 Dは対角行列なので、逆行列は1を

βの各要素で割ったものとして簡単に求まります。

では、 SOR法において、このβの部分が三重対

角行列になるようにA=L+D+Uと分解したら

どうなるでしょうか。ただし、分解されたDは少な

くとも正則でないとだめです。

式は(ll)と同じです。違うのは、三重対角行列に
関する連立1次方程式

D-¥b-Lyk - uyh~1)
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を直接解法で解く必要が生じるところです54。

この方法をSLOR法(successive line over-

relaxation method? )または過剰線緩和法、逐次線
過緩和法といいます。

SLOR法は、直接法と反復法を組み合わせた方

法で、収束性の向上、精度の安定などが報告され、

1950年代終りから1960年代にかけてアメリカで大

いに使われました。

この成功に気を良くし、 SLOR法を更に拡張し

た56方法がS2SOR法(two-line successive over-

relaxation method)です。

なお、詳細な解説が匝21にありますので、興味の
ある方は御覚下さい。

4.5.2　SSOR法

SOR法の反復行列は一般に非対称です。反復行

列を対称に保つ方法がSSOR法(symmetric SOR

method)です。

後で出てくるChebyshev加速法と組み合わせて

収束性を高めると、なかなかの性能を発揮します。

また、よく似た方法にUSSOR法{un-symmetric

SOR method)があります([51】)0

4.5.3　SBOR法

Aを小行列のブロックに分割して、それぞれに

SOR法を適用する方法がSBOR法(successive block

over-relaxation method )です。

係数行列が対角成分に集まっている場合に威力を

発揮します(匝1】)0

4.6　ADI法

ADI法(Alternating Direction Implicit method

)は、 D. W. PeacemanさんとH. H. RachfordJr.

さんが1955年に発表した方法で、交互方向法とも

いいます。

ADI法は、 2次元のLaplace方程式、 Poisson方

程式57 、熱伝導方程式の陰解法などの差分法でよく

用いられます([531)。

Ai, Aiを対称かつ正定借かつ対角要素が正でそれ

以外が非正の行列、 Dを非負の対角行列とします。

54厳癖には直接法で解く必要はどこにもありません。が、直接

法がいちばん速いでしょう。

55"級"の意味は、差分化した未知数の格子点の線を単位として

あつかうことに由来しています。

SGDのバンド幅を大きくした

57Simeon Denis Poissonさん(1781-1840)に由来します。

もし、

A-Ai+A2+刀

と分解できるとき、適当な行列E¥, Eiをとれば、

Ax=bは

(Ai+D+Ei)x-b-(A2-Ejx

(A2+D+E2)x=b-{Ai -E2)x

のどちらの式とも同値です。

ADI法は、 3;kから一方の式を使い中間ベクトル

丘kを求め、次にもう一方の式を使いサfc+lを作る方

iffSBEiE

ポイントは、うまい具合にE¥, E-iを選んで行列

Ax +D+Eu A2+D+E2を正定借で条件のい

い三重対角行列にするところです。

条件の良い三重対角行列を係数行列とする連立1

次方程式は、直接法でスラスラと解けます。このよ

うに、 ADI法58は直接解法を一部採り入れた反復解

法です。

なお、 【叫に1章まるまる割いた解説があります
ので、詳しくはこちらを参照下さい。

4.7　Aitkenの∂2法

Alexander Craig Aitkenさん(1895-1967)は、

数列{^n}が極限に1次収束するとき、 {zn}より

もさらに速く収束する数列{vn}を作り出す方法を

提案しました。この変換方法をAitkenの∂2法と

いいます。

{ササ}の作り方はいろいろありますが、例えば

Vi=Z.+2~
(xi+2 - xi+1y

x{+2 - 2xj+1 +Xi

などで{ササ}を求めます。これで反復法の収束を加

速させることを狙います([34】)。

4.8　Chebyshev加速法

Chebyshev加速法も、反復法の収束を速める

有名な手法です。 Chebyshev準反復法ともいいま

す。

Chebyshev加速法の基本方針は、 "3;kの計算に

直前の3;た-1しか使わないのはもったいないので、

それより前の情報3:k~2・・・x-も活用しよう"とい

うものです。

情報の使い方としては、反復列の一次結合

k

点た-∑αjX
j-0

58 「交互方向法」という名称は、分割した格子を、まず水平方

向に解き、次に垂直方向に解くところからきています。
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に対し、丘kの精度がもっともよくなるようなαjを

決定することを考えます。

このα}・は、 k次のChebyshev59多項式

Tk,t　-
cos(A; arccos t),　回≦ 1

cosh(fc arccos 」),　¥t¥ > 1

の係数から導かれることが示せます([61])。

この他、 α3・の決め方にはCG加速法などもあり

MM

4.9　モンテカルロ法

モンテカルロ法(Monte Carlo method)は、逆行

列の要素または連立1次方程式の解の成分を、期待

値が望み通りの解になるような統計的変数のランダ

ム・サンプリングを行なうことにより、統計的に推

定する方法です。

反復法の出発値としてのごく粗い推定値を得たい

場合などに用います([34】)0

4.10　反復改良法

さてここで、 (9)の行列別ま「A-lであること

が望ましい」という、下手な仕様書みたいな条件を

思い出してみましょう。

浮動小数点演算の有界性より、直接法でもとめた

AのLU分解は、ある"誤差"を含んでいますq　こ

れを行列の形で

A-LU+E

と書きます。

LU分解によって求めた近似解丘は、反復法の絶

好の初期値といえます。また、 LUの逆行列は、

「A~1であることが望ましい」という条件に適応し

たRの絶好の候補といえるでしょう。

そこで、直接法と反復法を組み合わせた反復改良

汰(iterative improvement)が、初期値を丘、 R =

(LU)..iとして次のように定義できます。

xk -xk~ +(W)~1(b-Axk-1)

{LU)-1^ -Axl1-1)の計算は、 c - (b -Axk-l)
とすると、 LUx = cをみたす3;を求めればいいの

で、前進代入・後退代入により求まります。

直接法によって求められた近似解の反復改良は

LU分解に限らず、 LDU, LDLT, LLT, MDMT,

59Pafnuth L'vovich Chebyshevさん(1821-1894)の名前か

らきた有名な多項式です。

九州大学大型計算棟センター広報
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QR分解などでも可能です。 Aの条件がものすごく

悪くなければ、よりよい精度に改良されます([60])。

また、 Rの決め方は自由ですので、 AをLU分

解に都合のいい行列と、それ以外Eに積極的に分け

て反復する方法もあります(囲)。

SSL IIには、 LU分解で得られた近似解の反復改

良サブルーチンDLAXRがサポートされています。

Gaussの消去法での解法DVLAXと組み合わせ、

精度がどれくらい改善されるかを調査しました。

計算機はVP2600/10、コンパイラはFORTRAN77

EX/VP V12LIOです。

方程式は

(

dij-ciji-n+1-i (if i≧j)

n-j+1

&.・- ∑
fc=l

n-fc+1

n

で定義します。解は正確にX-(1!n,-・,1/n)とな

ります。なお、誤差は相対誤差

max¥nx{-1|
Ki<n

で評価しました。

relativeerror

1 000　　　　2000

matrix dimension

4000　　　　5000

反復改良により、約1桁精度が改良されていま

す。一方、実行時間は下の通りです。

仙Iit

50000

40000

3 0000

2 0000

1 0000

0

1000 2000　　　　3000

matrix dimension

4000　　　　5000

反復改良を追加すると、約3倍の実行時間がかか

ります。より精度のいい近似解が欲しいならば、反

復改良法を使うべきですが、その分コストがかかる

ことを覚悟すべきでしょう。
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5　共役勾配法の概要

共役勾配法の系統は、略字だらけで大いに混乱し

ますので、章の終りに-発表をつけました。

5.1　鮮烈なデビューとその後

共役勾配法60は、 M. R. HestenesさんとE. Stiefel

さんによって1952年に発表されました。

当時は電子計算機のための数値計算技術の確立が

急務とされている時期で、共役勾配法は、反復法で

ありながら有限回のステップで厳密解に到達すると

いう性質と巧妙なアイディアが熱狂的に支持され、

「科学史上に残る大発明」として華やかなデビュー

を飾りました(当時の経緯は[52】に詳しく書いてあ

ります)。
しかし、いざ共役勾配法を実際の間居に通用しよ

うとすると、丸め誤差の影響を受けやすく、何回反

復してもいっこうに収束しない例も出てきました。

また、計算機の大容量化にあわせ、ライバルの直

接法とSOR法61が理論と技法の両面から頑張った

こともあり、華々しくデビューしたわりには、当時

期待したほど普及しませんでした。

1960年代の数値計算の本を見ると、連立1次方

程式の解法としてGaussの消去法、 Gauss-Jordan

法、 Jacobi法、 Gauss-Seidel法、 SOR法は必ず紹

介されていますが、共役勾配法をきちんと扱った本

はそれほど多くありません。しばらく不遇の時代が

続きます。

共役勾配法は、 1960年代に非線形最適化問題の

解法として再登場し、 1970年代には疎行列用の反

復解法としての研究が行われました。そして1980

年代に入ると、仏前処理''という新しい手法を付け加

えることで、大規模行列に対する反復法として再び

60 r共役」は「きょうやく」と読みます。もともとは範(くび

普)をともにして車を引く意味の「共和」からきています。昔、数

学の講義で、とある教授が「これを《きょうえき》と読むのは教

学が全くわかっとらん証拠じゃ～」とおっしゃっていたのを記憶

しています。数学者の前で発表するときは気をつけましょう。

61-放論ですが、 r理翰」やr手法」などは、科学とか論理の

土俵をはみ出して、政治的学閥的立場、個人的好き嫌い、宗教観

などで争われることがあります。しかし、動機はともあれ、結果

がみんなのためになればそれでいいのです。

脚光をあびるようになりました。

HestenesさんとStiefelさんも喜んでいることで

しょう62。

5.2　基本的な考え方

共役勾配法の考え方は、次の性質が出発点です。

最小化問題

Aが正定借かつ対称のとき, Az =bを解くこと

は,

/(*) -芸(諾,Ax)-(x,b)

を最小にする3;を求めるこ・とと同債,

(・>・)はベクトル内積

n

(x,y)-x y-∑xiVi
t=l

として定義します。

同値性を確認しておきましょう。 1を微分すれば

∇/(*) - =Ax-♭

となります63。

/wの最小点3:*が見つかったとすると、 ∇/(*)

での傾きはなくなるので、 3;*でのfの微分は0と

なり、つまりAx*-b=0となります。

また、任意のベクトルh≠0に対し、 Aの対称性

を使って

f(x+h) -f(x)+(h,Ax-b)・呈(h,Ah)

62よく歌や映画にある筋書きで、売れない歌手の熱狂的なフア

ンだった女の子が、華やかなスポットライトを裕びてどんどんメ

ジャーになっていく彼を悲しそうに見つめながら摩れていくとい

うのがあります1960年代に共役勾配法を一所懸命に研究した

人も、今はそんな気持ちなのでしょうか.

63ビンとこない方は、 /(*)を全て成分の形に書き下して、一

つ一つ偏微分してみて下さい。

-313-

九州大学大型計算機センター広報

Vol.28 No.4 1995



解　　　　説

となることが傭単にわかります。

ここで、ががAx*=bをみたすと考えれば、A

は正定借でしたので(h,Ah)>0となって64、

f(x*+h)>f(xm)

となります。つまり、∬*から少しでもはずれると、

/(*)の債は/(*・)より大きくなり、このことから

∬*が1の最小値を与えることがわかります。

具体的な例をあげましょう。

A-2-

-1芸6-

とすると、Aは対称かつ正定健で、Ax-hの解は

*-(1,1)3です。

また、/(*)は

f(x)-x箸2+x2-X¥X2-X¥-X2

となります。1をごちゃごちゃ変形すると

/(*
(^-lj'+fo-!)*+(*! -x2y

ですので、最小値はxl =X2 =1のとき-1となる

ことがすぐにわかります。

f(xt,x2)の(1,1)'のまわりの形を書くと以下の

ようになります。

/(*)の形状と等高線図

この図で最小値となる* - (l,l)sが血- bの
解です85。

5.3　計算の手順

共役勾配絵とは、適当な初期値を出発し、順番に

探索方向を定時、その方向に沿って最小値を探しに

行く手法です。

具体的な手順は次の通りです。

64正定借の定義よりh≠0に対しhTAh > 0です。

65連立1次方轟式を同債な最小問題に持ち込むこの方法は、共

役勾配酷に代表されるような巧妙な理論を生みました。しかし、

直接法や反復法に比べて最小化する近似解に　r副産物」的な印象

を受けるためか、敬遠する人もいます。

九州大学大型計算機センター広報
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●初期値3;0と探索方向pOを決める。

/(*-+呼0)が最小になるようなスカラーα
を計算し、それをα0とする。

●近似解をxl =xQ+αOpOとする。

●次の探索方向plを決める。

●以下、気が済むまで繰り返す。

最小値が欲しいαは、 2次式の最小化と同じにな

るので、簡単に求めることができます([611)。

重要なのは、探索方向となるベクトルpkを如何

に上手に決定するかです。この選び方によって、収

束率が決定的に変わってきます。

5.4　最急降下法

最急降下法(steepest descent method)は、探索方

向phをzkにおける勾配方向

/--∇/(**)-(響,-悪)T
にとる手法です。 SD法ともいいます。

最急降下法は、 Aの性質が惑い場合、収束がかな

り遅くなることから、あまり使われません。

5.5　共役方向法

共役方向法(conjugaねdirection method)は、さ

らに上手なpkの設定方法です。 CD法ともいいま

す。

探索方向の選び方は、これまでの探索方法と``共

役耶となる方向にとっていきます。 "共役"とはこの

場合、 Aに関して直交する方向を指します。ちゃん

と書くと、

共隼の畢義

ベクトルごとyに対し

(*,.軸)- (g.Ax) -O

が成り立つとき, I:とyはJに関して共役であ

る,

となります。

つまりk番目までの方向pkが決まっているとき、

k+1番目の方向,*+lは、その全てと共役になるよ

うに、すなわち

(/+¥Ap')=O, i-05-,k
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で決めます。

具体的な方法は囲, [叫を参照下さい。

探索方向pkを共役方向に定めるということは、

理論的に大変重要です。それは、次の定理が成り立

つからです。

共役方向法の収束定理

Aが対称かつ正定借ならば,共役方向法は高々

n回の反復で厳療解に到達する.

この、有限回の反復で厳密な解が得られるという

理論的保証が、共役方向法の最大の魅力です。

5.6　共役勾配法

真打ち共役勾配法[conjugate gradient method)

は、共役方向法の一種で、次のように探索方向pk
を決定する手順を指します:

最急降下法で選んだ探索ベクトルpkは

-∇f(xk) - b-A£k

でした。 b-Axkは、方程式のk回目の残差と考え

られます。この残差ベクトルを

rfc=6_Axh

とおきます。

共役勾配法の探索方向pkは、この勾配方向rkか

らApfc-iの成分を除去し(p*,V~ ) -oとなるよ

うに決めます。つまり、

pk - rk +βk-lpk-1

p*-1 -
(r^ Ap*-1)

(p*-1, ^*-1)

となるように軟めます66。

このようにして選んだpkには共役直交性

(p¥Ap>) -0,  i #i

が、またrkには直交性

(r¥r')-O,　・≠j

が帰納法を使って示せます(囲)0
これによりn回反復すれば　=oとなる、すな

わち3:nがAx　= bの解になることがわかります。

その理由は、

n+1個の0でないn次元ベクトルが互いに直交
することはありえない。

66本当に直交するかどうか計算してみればわかります.

からです。

従って、共役勾配法は高々n回の反復で厳密解に

収束します。

といっても、これは理論上の話です。実際の計算

では丸め誤差が混入するため、必ずしもn回の反復

で解が求まるとは限りません。

共役勾配法は共役傾斜法、 CG法ともいいます。

5.7　前処理付き共役勾配法

前処理付き共役勾配法(preconditioned conjugate

gradient method)は、 PCG法ともいいます。

手法は、適当な正則行列CによってAx-bを

{C~lAC~ ){CTx) -C-H　(12)

と同値変形し67、 (12)に対し共役勾配法を適用する

ものです。

(12)の処理を前処理(preconditioning)、行列Cを

前処理行列(preconditioner)68といいます。

前処理をする理由

共役勾配法の収束性は、解を構成する固有ベクト

ルに対応した固有値の分布によって大きく変わりま

す。

係数行列の固有値が重複したり、狭い範囲に密集

していれば、収束が速くなることが知られています

([56】)。つまり、

前処理は、行列の固有債分布を改善し、収束性

を向上することを目的

とした手法です。

扱いにくそうな行列

甘

圭　二.立J-i
前処理によって改善された行列

67C-Tは{CTri - {C-1)Tの意味です。

68ぉ肌や髪の状態を整えるためにも使うそうな…
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解　　　　説

前処理付き共役勾配法は、 1980年以降、偏微分

方程式の離散近似から導かれる連立1次方程式の解

法に用いると効率的な近似解が得られることから、

盛んに用いられるようになりました。

が、前処理技法の将来には並列計算機が立ち塞が

ります。どうやら、前処理技法と並列化技法はあま

り相性がよくないようです。

5.T.1 ICCG法

前処理行列の選び方は、個々の問題によっていろ

いろ考えることができます。

その中でも、とくに一般的な効果が期待できる手

法に不完全Cholesky分解(incomplete Cholesky

decomposition)があります。

これは、疎で正催対称な行列Aを、 "疎"の性質

をあまり失わないように、適当な下三角行列Lと残

差行列Eで

A=LLl +E

または

A-LDLT+E, L-LDl/2

と分解し、 Lを前処理行列Cとする手法です。

まともなCholesky分解、修正Cholesky分解と違

い、あらかじめ指定した成分以外は0とし、それ以

外は誤差行列Eに押しつけるという身勝手さのた

め69、 "不完全(incomplete)"と呼ばれます70。

特にLLT, LDLT分解した行列から(12)を構成

する方法をICCG法(incomplete Cholesky conju-

gate gradient method) 、または不完全Cholesky

分解付き共役勾配法といいます。

ICCG法は1977年にJ. A. MeijerinkさんとⅡ.

A. van der Vorstさんによって発表され([22])、物
理・工学などの分野で広く用いられるようになりま

した。

5.7.2　MICCG法

このあたりから記号が錯綜してきます。

MICCG法(modified ICCG method)は、行列

Aの対角要素に重みづけをし、修正項を付加して

ICCG法の加速を狙ったものです。

この行列の分解方法を修正不完全Cholesky分

解(modified incomplete Cholesky decomposition)

といいます。

69仕事でこんなことをやったら、間違いなく嫌われます.

70Choleskyさんの名前は、数値解析の世界で知らない人はい

ないくらい有名になりましたが、 r修正」 「変形」 「不完全」な

ど、ちょっと気の毒な言葉が項にくっつきます。

九州大学大型計算機センター広報
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多くの問題でICCG法よりも収束が速くなること

が報告されています(囲)。

5.8　共役残差法

共役勾配法はAが対称かつ正定借行列であること

を前提とした方法でした。

近年、共役勾配法を非対称行列-と拡張する手法

が数多く提案され、各分野で大きな成果をあげてい

ます。以下、名前だけ簡単に紹介します。

共役残差法{conjugate residual method)は、最小
化する関数を残差ベクトルの平方和

/(*) -呈(Ax-b,Ax- b)

として、今度は

(Apk+1,Apk) - Q

となるように探索方向pkを決定する方法です。

共役残差法はCR法ともいいます。詳しくは[59],

【611を御髪下さい。

5.8.1 ILUCR&

共役残差法にも当然前処理を施すことを考えま

す。前処理付き共役残差法は、頭に"preconditioned"

がついてPCR法ともいいます。

今度はAが対称でないので、 Choleskyさんの出

番はなく、 LU分解の登場です。

非対称行列Aを、 "ぎっちり"LU分解しないで、

都合のいい下三角行列Lと上三角行列Uを使って

A=LU+E

と分解します。 Eは誤差行列です。

この分解を不完全LU分解(incomplete LU de-

composition)といいます。

ここで、

(LU)-1血-(」17) 6

に対し共役残差法を適用します71。

この手法をILUCR法(incomplete LU conju-

gate residual method )、または不完全LU分解付き

共役残差法と呼びます。

71Aが対称の場合は対称性を保つためにC-XA{C-X)-¥¥Tとす
る必要がありましたが、この歩合Aはもともと非対称なので、左

から(Luyをかけるだけです。
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5.8.2　Mil-UCR法

MILUCR法(modified ILUCR method)は、

共役勾配法のときのMICCG法と同じく、行列A

の対角要素を重みづけることで修正項を付加し、

ILUCR法の加速を狙ったものです。

この分解を修正不完全LU分解(modified incom-

plete LU decomposition )といいます。

5.9　GMRES法

行列Aが対称であっても必ずしも正定借でない場

合、 Lanczos法と共役勾配法との関係をうまく利用

した方法にMINRES法(minimal residual method)
という方法があります72。

この方法を非対称行列に拡張した方法がGM-

RES法(generalized minimal residual method)で

す。具体的な手法は、最初に提案された論文l26】を
御覧下さい73。

5.10　双対共役勾配法

双対共役勾配法[biconjugate gradient method )
は、対称でない行列Aに対し、対称行列用の共役

勾配法を修正して適用するもので、 BCG法または

BiCG法ともいいます。

原理は、

(rt,f3)-0, (Apl,p3)=O i≠j

(r¥n≠O, (Ap¥p)≠　l-J

となるベクトル列{/}, {r*}と{pkh {rk}を反復
過程で作ることにあります。

なお、詳細は[59]を御覧下さい。

双対共役勾配法の変種に自乗共役勾配法(conju-

gate gradient squared method)があります。自乗
共役勾酉己法はCGS法ともいいます。

BCG法とCGS法は本質的には同じものですが、

BCG法よりもCGS法の方が収束が速いことが報告

されています([55】)。

この二つに前処理を施すと、先頭に"precondi-
tioned"がついて、 PBCG法、 PCGS法になりま

す。

72もう少し具体的に言うと、 Aの固有値問題を解く方法でよ

く知られているLanczos法([72])は、 vi　-　ro/||ro|iとした

ときKrylov空間　Kk　=　span{i>i,Aui,-,Ak-1vl}上の

Galerkin法であり、この方法はAx = bを解く共役勾配法に対

応している(【26】)という関係です.

73その他FGMRES法GMRESR法などがあるそうですが、

ちゃんと調べてません。

5.10.1 ILUBCG法

ILUBCG法(incomplete LU BCG method)

は、不完全LU分解で前処理を施した双対共役勾配

法です。

同様に自乗共役勾配法に対するILUCGS法in-

complete LU CGS method)もあります。

5.10.2　MILUBCGm

修正不完全LU分解によってILUBCG法の加速

を狙ったのがMILUBCG法{modified ILUBCG

method)です。

ILCGS法の改良版のMILUCGS法(modified

ILUCGS method)もあります。

5.11　QMR法

双対共役勾配法(BCG法　BiCG法)は演算の途

中でゼロ割りが発生して計算が破綻(breakdown)し

たり、数値的に不安定となる可能性があります。

QMR法(quasi一minimal residual method)は、残差

ノルムの最小化により双対共役勾配法の不安定性を

克服し、高い収束性を狙った手法です。詳細は[15】

を御覧下さい。

5.12　BiCGStab法

自乗共役勾配法(CGS法)の収束の不規則性を改

善する目的で提案された手絵にBiCGStab法があ

ります。

"BiCGStab法''は無理に展開すれば"biconjugate

gradient stabilized method"でしょうが、最初に提

案したH. A. van der Vorstさんによれば''CGS法

によく似ていて、安定性(stability)が得られ、しか

もBiCG法とも関係するので、 BiCGStabと名付

けだ'そうです。

BiCGStab法にも前処理が適用できて、 van der

VorstさんはBiCGStab-Pと命名しています。詳

細は[31]をお読み下さい。

以上、共役勾配法に属する手法を用醇の意味だけ

概観しました。ここで紹介したものは、雑誌や論文

でよく見かけるもののほんの一部です74。

特に非対称行列に対する手法は、現在盛んに研究

が行なわれており、新しい手法が次々に提案されて

います。

74残念ながら、共役勾配法系統で弟在(1995年11月)センター

で公開しているサブルーチンライブラリはありません。
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解　　　　説

"M"は"modified"のM, "IC"は"imcomplete Cholesky"の"IC", "ILU"は"imcompleteLU"の''ILU",

"P"は"preconditioned"の"P"だと覚えておけば、共役勾配法関連のややこしい略語が整理できます。

【注意】 *は一般的な呼び方がわからなかったので適当に名付けたものです。

上に、やたらと出てきた略語の一発をのせます。

5.13　共役勾配法の復活

1952年に登場した共役勾配法は、当初の熱狂的な

ブームが去ると、一時は全然顧みられない時期があ

りました。

たとえば、備微分方程式についての古典的名著と

いわれる【111では、次のように扱われています。

HestenesとStiefel (1952)の共役勾配法は有限回反

復の族の1つで、構造は反復的でそれにもかかわらず

有限回のステップで終了する。比較的大容量の紀憶装

置を必要とするのと、各反復段階が比較的複雑な構造

のためにいままでのところ偏差分方程式には広く採用

されなかった。

G. E. Forsythe and W. R. Wasow (1960)

r儒者分方程式の差分法による近似解法j

ただし、かなりの数の数値実験より、共役勾配法は

"うまくいけばSOR法やChebyshev加速法と比較
して格段に速く収束することが知られていました。

そのかわり、うまくいかない場合は、丸め誤差の影

九州大学大型計算機センター広報
Vol.28 No.4 1995

響を受けやすい性格が災いして、何回反復しても少

しも先に進まないという事態に陥ることでも有名で

した75。

収束が遅い場合の対策として、反復が停滞してし

まったら-且反復を打ち切って再スタートする方法

や、初期値をうまく改良する方法などが工夫されま

したが、なかなか決め手を欠きました。原因は、丸

め誤差に対する繊細さにありました。

共役勾配法は丸め誤差に弱い。それはrn回反復した

のに残差が0にならない」という形で検出される。ま

た、共役勾配法の計算を、単精度と借精度で行なって

比較してみると、単精度の場合には丸め誤差のため

に、収束(事実上の)がかなり遅くなっていることが

わかる。少ない桁数で計算すれば丸め誤差が入るのは

当然であるが、共役勾配法は他の解法に比較して、丸

め誤差の影響が大きいようである。

戸川隼人(1975)
r共役勾配法J

75倍精度演算が桁違いに遅かった時代は、やはり単精度演算が

多く使われました.それが共役勾配法の評判を落した原因でもあ

ります。理論的には高々n回の反復で収束する"はず竹なのに全

然収束しなければ、当然イライラするでしょう。
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結局のところ、共役勾配法の持つ収束性のバラ

ツキを克服するためには、もとの方程式を適当に変

数変換する、つまり何らかの行列を引っかけること

で、性根を叩き直すしかないという緒論に達し、い

かに叩き直すかの研究が行なわれました。

Meijerinkさんとvan der Vorstさんが1977年

に舞表した前処理の手駄([22])臥共役勾配絵の収
束性を劇的に改善することが明らかとなり、その後

の理論的な研究の発展と前処理技牡との組合せに

よって、共役勾配汝は大型疎行列を係数とする連立

1次方程式の近似解放として、鮮やかな復活を遂げ

ます。

そして現在、前処理付き共役勾配法は次のような

評価を得るまでになりましたォ57])ォ

前処理の導入により、 CG法はガウス消去法などの

直接解放をメモリ使用量、計算速度の面で凌いだ。以

来、 CG鞍系の行列解法は各方面で研究され、正定値

が保証されない、弱い非対称行列を解くことが可能な

解法まで開発されている。環在ガウス消去法の優れて

いる点は、よほどの惑条件行列でなければ解ける点で

ある。一方、 CG系の計算方法はパイプライン型スー

パーコンピュータにも適しており、今後ますます使用

されることであろう。

羽根期末(1987)

『共役勾配法の計算方法を利用した

半導体デバイスシミュレータ』

5.14　反復解法の汎用性

ただし、上の評価は、 "特定の偏微分方程式を特

定の手法で解散化して得られた大規模疎行列に対し

で'という付帯条件をつけるべきでしょう。現在の

ところ、共役勾配法がすべての直接法と反復法に対

しあらゆる面で優れているとはいえません。

結局のところ、設定した数学モデルと近似モデル

から導かれる連立1次方程式の性格によって、適切

な手法を選択するしかありません。

その場合、反復法と共役勾配法の難点76は、特に

スーパーコンピュータの性能を極限まで引き出すに

は、専門家が作ったライブラリが充実している直

接法と違い、何らかの形でチューニングしなけれ

ばならないという点です。理由は以下の通りです

(13).

76ということは韻文のネタになりやすいところ

うまく働くとされている反復法が成功する理由は、ほ

とんどの場合、それが解こうとしている実際の問題と

癖按に結び付いた方絵になっているからである。した

がって、反復解法のサブルーチンをライブラリの中で

採しても無駄である。反復絵自体は数学的に単純であ

るが、行列Aの構造柱間層によって複雑になり、ま

た、問題に特有の形をしていることが多い。

G. E. Forsythe, M. A. Malcolm

and C. B. Moler (1977)

『計算機のための数倍計算法j

5.15　INSPECを用いた実験

最後に一つだけ、共役勾酉己法の復活を示すデータ

をあげます。

九州大学大型計算機センターでは、 1969年以降

の物理、電気・電子工学、計算機科学、制御工学、

情報工学関係の文献のデータベースINSPECをサー

ビスしています( 66])。

そのデータベースに、以下のキーワードで検索を

かけました(1995年10月琵在)。

● "conjugate gradient" "linear equation"

. "SOR" "linear equation"

● ''Gauss' "linear equation"

実際には"equation"は"equations"を含みます。

またはGauss"ははGauss"と名前がつくすべてのも

のが対象です。従って、 ''Gaussian"や''Gatiss-Seidel"

や"Gauss-Jordan"も含んでいます。

このキーワードでヒットした件数を年代別にま

とめました。なお、年代別の総データ数が異なるた

め、 100万件に対して何件の割合かという値に変換

しています。

1970s　　　1 980s　　　1990s

INSPECのヒット件数の推移(100万件あたり)
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1970年代は''SOR"と"conjugate gradient"は

同じ数でした　1980年代には共役勾配法に育及し

た論文の数が急速に増加しています。 1990年代に

なると、 SOR関係は80年代と大差ないですが、共

役勾配法関係はさらに数が増えています。

九州大学大型計算機センター広報
Vol.28 No.4 1995 -320-

1979年当時のセンターオープン室



6　Gaussの消去法のアルゴリズム

ここまで、連立1次方程式の解法によく使われる

方法を直接法、反復法、共役勾配法の順にざっとみ

てきました。

当然、これらの中でどれが最も優れた解法なの

か知りたくなります。しかし、いざ比較するとき

は、行列Aの条件(次数や形状など)や、計算機の
性能、欲しい精度など、いろいろな条件を加味しな

くてはならないので、誰もが納得するような比較を

するのはそんなに簡単ではありません。

逆に、これだけたくさんの手法が淘汰されずに

残っている77という事実は、連立1次方程式の決定

的な解法が未だ握案されていないことの証明でもあ

mmB

今後は、超並列計算梯・ベクトル計算機・ベクト

ル並列計算桟などの、次僅代スーパーコンピュータ

と親和性のある解法が生き残ることでしょう(【43],

[45], [56])。

さてこれから先は、最も有名、かつ、行列データ

を全て主記憶に格納できた場合に最も汎用性がある

といわれているGaussの消去法について考えたい

と思います。

Crout法もCholesky法も、結果的にはLU分解

に帰着されるので、 Gaussの消去法78の仲間として

考えることにします。

なお、この章は、以降で使用するGaussの消去法

のアルゴリズムと用語のための解説です。本題は

最後の章なので、ご存知の方は読み飛ばして結構で

す。

6.1　Gaussの消去法

連立1次方程式を

rl

∑aijXj-bi, i-1,　　(13)
i=i

とします。

77 r速いJことが正義だとすれば、既に淘汰された手法もかな

りあります。

78Gauss-Jordanの掃き出し法は、 LU分解法でないので、仲

間に入れてあげません。

行列Aは一般の非対称な密行列で、もちろん正則

だとします。

まず、 (13)でall ≠ 0と仮定します。第1式に

m(i) - an/anをかけ、 3.の係数であるa21から

anlまでの成分をi≧2,j>2について

aii -aij-m)l)aij,

6'>=t,・サ%

の過程で消去します。

すると方程式は、 (13)と同値な
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の形になります。

一般の形で書くと、第k段目の消去は演算は、

Ikk≠0と仮定するとき、i≧*+1,i≧k+1

に対し

(*0(
m)'-a一霊'/ォkk

at・雷-atJ-m,-akj

6(fc>=6!.fc-1)-m^6(,fc-1)

で計算します。

消去の段階におけるIkkをピボット(pivot)ま

たは枢軸といいます。

この消去を第1式から第n-1式まで行なうと、

最終的に次の式になります。

<Hia12"In
l(1)
122-t(1)
12n

この方程式は(13)と同債です。

従って、 。～㌃1) ≠ oならば、 ただちにn番目の

未知数xnが求まり、これを直前の式に放り込むこ

とでxn-1がわかります。
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以下、順番にk-n-1,-,1に対し

Xk=

(

n

・(*-!) ∑ lkjりJ・j
j=k+l )

/ (k-lI

で解が求まります。

以上が、基本的なGaussの消去絵の手順です。

6.2　消去過程

Gaussの消去牡による行列Aの変化を図で見ま

しょう。

2段目の消去過程

白い部分は既に消去が完了した部分です。残りのグ

レーの部分は参腰・代入があります。

3段目の辞去過程

段が進むにつれて、参雁される/j、行列が縮小してい

きます。

n-1段目の消去過程

九州大学大型計算機センター広報
Vol.28 No.4 1995

これが最後の消去過程です。

消去鬼了

消去過程が終了すると右下にa(-1)が出魂します。

6.3　LU分解との関係

先ほどの消去過程では、右辺bの借もAと一緒に

変形しました。しかし数値計算では、同じAに対し

て何度も違うbを使って連立1次方程式を解くこと

がよくあります。その場合、先のアルゴリズムをそ

のままプログラムとして書くと、 bにあわせて何度

も同じAを変形することになって、効率が轟くなり

mm

そのため、まず行列AをLU分解し、三角行列

LとUを用いてbを変形するプログラムに書き直

します。このようにすると、異なるbが与えられた

場合、以前のLU分解で蓄積した情報を駆使してス

ムーズに解を計算することができます79。

実は、 LU分解はGaussの消去絵の計算で既に

完了しています80。

消去過程で出てきたm(*)を、消去における乗数

(multipliers)といいます。 LU分解の下三角行列L
は、消去における乗数を順番に並べた行列

1
▲

-
諺
-
脚
n

n
r
h
u

m

ヽ

-

ノ

　

　

　

)

r
-
i
言
　
　
叫

l
　
　
　
'
⊥

れ

0

l
ヽ
ノ
r
:

・

"

>

」

cm

となることが証明できます(【50], 60]).

一方、上三角行列Uは、消去絵によって最終的

に変形される行列です。従って、 Gaussの消去缶に

よってLとUの値がすべてわかります。というこ

とは、 LU分解ができるわけです。

79世の中に出回っている著名なGaussの消去法関係のライブラ

リはほとんどこのようになっています。

&0そのため、 Gaussの消去法とLU分解法は最近同じものとし

て扱われます。
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プログラムを組む場合は、記憶領域の節約のた

め、最初にAを記憶した場所にLとUを上書きし

ます(【69】)。

LU分解が完了すれば、あとは作業用のベクトル

Zを用意し、

Lz=b

をZについて解いたあと、

Ux=z

を3:について解けば、解が得られます。

前者を前進代入(forward substitution)、後者を

後退代入(backward substitution)と呼びます。
具体的な計算方法は、次の通りです。

前進代入計算

i-l,-,nの順に、次を計算する。

t-1

Zi -6,- -∑ukZk
k=l

後退代入計算

i-n, ,1の順に、次を計算する。

-　- E 'i'-Z-J-;-

6.4ピボット選択

前節のアルゴリズムでは、ピボットα㌃l)が0で

ないことを仮定していました。しかし、ピボットが

0となる場合も十分ありえます。また、ピボットの

絶対値が小さい場合も、浮動小数点演算でオーバー

フローが起き、次の段階に進めないことも考えられ

mm

その場合、何らかの方法で0でない、ついでに、

数値的に最良のピボットを探す工夫が必要です。

数値解析の分野で多くの創造的な仕事をされた

JamesHardyWilkinsonさん(1919-1986)は、1961

年に発表した論文l35】で2つのピボット捜索法を提

案しています。

1つ目は、k段目の消去を行なう前に、k列の第

k行からn行までを調べ、その中で絶対値最大とな

るような

kT筑a.(fc-i)i
ikI

がピボットとなるように行を入れ換えてから、次の

段階の消去を行なう方法です。

この方法を部分ピボット選択法(partialpivoting

strategy)、または、部分軸選択法といいます。

1

1

　

ハ
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α I
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川
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川
間
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α
　
　
　
　
　
　
α

部分ピボット選択の対象となる成分(2段目)

行を入れ換えるということは、 Aに左から適当な

置換行列Pを引っかけるということです。

2つ目の方法は、残っている方程式の係数行列

(前節のグレーの部分)すべての成分を調べて、その
中で絶対値最大の

蝣i----:.

がピボットとなるように選ぶ方法です。

この方法を完全ピボット選択法[complete pivot-

ing strategy) 、または、完全軸選択法といいます。

完全ピボット選択の対象となる成分(2段目)

完全ピボット選択法のためには、行の入れ換えに

プラスして列の入れ換えも必要です。これは、 Aに

適当な置換行列Plを左から、また、置換行列P2を

右から引っかけることを意味します。

この二つのピボット選択法の比較は、最終章の中

心の話題です81。

2章で紹介したLU定理は、 Aが正則なとき、こ

のような分解が可能なことを保証しています。

6.5　ピボット選択の利点

ピボット選択を行う最大の理由臥ピボットIkk
が0になり、 Gaussの消去法の処理が破綻するため

のを防ぐためです82。

しかし、 Wilkinsonさんの提案したピボット選択

法を採用し串場合、たとえIkk　≠0であっても、
行や列の入れ換えが生じる可能性があります。

その場合、この操作は無駄なのでしょうか?

81ただし、 Wilkinsonさんは、最大の要素をピボットに選ぶ方

法が最良の方法であるとは言っていません。しかし、現在のとこ

ろ、これに代わりうる実用的なピボット選択法は捷案されていま

せん([34]).

82実数を0でわる行為は、実数体に対する挑戦です.
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そうではありません。ピボット選択酷は、次節で

述べるような、大変都合のいい行列であることがあ

らかじ妙わかっている場合を除けば、是非組み込む

べき手法です。

その理由は次の通りです(【72])。

・ピボットの絶対値が小さいと、乗数間(jfc)

の計算で桁あふれを起こす危険がある。

(fc-1)l
lkkIの値が小さいのは、前の消去の段

階で桁落ちをした可能性が大きい。

.l押掛を小さく、つまりを大きく

選択するほうが、α㌻1'の情報を生かすこ

とができる。

Gaussの消去法における理論的な丸め誤差解析に

よれば、ピボット選択によって丸め誤差の増大が著

しく抑えられることがわかっています([12])。

6.6　ピボット選択が必要ない行列
ヽ

一般の行列にGaussの消去法を適用する場合は、

前節にあげた理由よりピボットの部分選択または完

全選択を行う必要があります。

ただし、行列A串芸以下のどれかの場合は、ピボッ

ト選択をしなくもLU分解可能で、丸め誤差の影響

も少ないことがわかっています([12】,囲)0

●正定借対称行列

mmmMffiョ乱

e M行列

行列Aが正定値であるかどうかを判定するには、

定義通り固有値を計算して、符号を調べればいいの

ですが、次数が大きくなるとなかなかそうもいきま

せん。

その場合、行列を導いた``意味''を考えるとわか

ることがあります。

例えば、有限要素絵などではある基底で張られた

関数uhのノルム式が

脂radt*鵡'(n) - zTAz

などと2次形式の形で書き表せる場合があります。

もしノルムと基底の性質から、 I ≠ Oの場合2次

形式が正ということがわかるなら、 Aが正定借行列

であることが判定できます。

九州大学大型計算機センター広報
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また、対称かつ対角優位で対角要素が正の場合、

正定値であることが知られています8㌔

6.7　スケーリング

ピボット選択によって、 Gaussの消去法が破線す

ることなく、しかも丸め誤差の増大が抑えられるこ

とがわかりました。

しかし、これには「各行列成分の絶対値の大きさ

がだいたい同じ軽度であれば」という前擾条件がつ

きます。

実際、各方程式に0でない定数をかけても、数学

的な意味は不変です。しかし、ピボット選択の結果

は大きくちがってきます。

一般に、要素の大きさが極端に違うことは好まし

くありません。ピボット選択を用いても見当違いの

答がでる例も僑単に作れます([61])。

そこで、消去法に入る前に各要素の絶対値の大き

さがだいたい同じ程度になるように調整し、ピボッ

ト選択に意味を持たせる必要があります。

この操作を行列のスケーリング(scaling)または

正規化(normalization)、または均等化(equilibrium)
といいます。

20

スケーリング前の行列

現在のところスケーリングの決定版は存在しませ

ん84が、よく使われるものは次の方法です(囲)。

6.7.1　部分ピボット選択の場合

i= l,-,nに対し、 i行の成分の絶対値最大

αi-　max a,-,-

83厳癖にはr既約」という条件も必要です。

l[131にスケ-1)ングによって失敗する人工的な例がありま

す.また、 (71も参原下さい。
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でもって、

鴫=ォii/αi-V,n

b雷-6.7αi

と操作します。式の内容埠変わりません。

この変形の結果、すべての係数が絶対値1以下と

なり、少なくとも1つは絶対値1の係数がどこかに

ある行列になります。

6.7.2完全ピボット選択の場合

完全ピボット選択の場合は、式だけでなく未知数

の、すなわち列のバランスもとる必要があります。

そのためには、各行をその行の絶対値最大の要素

で割ったのちに,各列をその列の絶対値最大の要素

/%-max
l<i<n矧

でもって

輯-鴫Ph*-1,-,n

xj-Pixi

と操作します。βiの情報はあとで使うので記録して

おく必要があります。

20

スケーリング後の行列

このようなスケーリングによって、新しい行列の

どの成分も絶対値1以下となり、しかもどの行に

も、また、どの列にも少なくとも1つの絶対値1の

要素が含まれる結果となります。

6.8　プログラム例

以上のことから、行列が対称なのか正定借なのか

優対角なのか性格が判然としない連立1次方程式に

対応したGaussの消去法のプログラムを書く夢合、

t
l

●　ピボット選択を必ずする

●行列のスケーリングもあわせて行う

と、一応の精度が期待できます。

以下、 Gaussの消去法のプログラムの例をあげま

す。部分ピボット選択のプログラムは数値計算の本

によく載っていますので([45】, [49]の解説がお勧め

です)、ここでほ省略し、あまりお目にかかることが

ない完全ピボット選択法のGaussの消去法プログラ

ムを解介します。

首藤はFortranで書きましたが、 FORTRAN77

とFortran90の中間みたいになってしまいました85。

なお、簡単なチューニングを次章で解説します。

サブルーチン名は比Gaussian Elimination with

Complete Pivoting"の頭文字をとって、さらに、

''Ver.O"の意味をつけて''GECPO"としておきます。

=====王さ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ま己=====芸=======葛=========〇==

完全ピボット選択Gaussの消去法プログラム

くく注意>>　チューニング前なので遅いです!
告================き=======巳======:己===

SDBROli汀INE GECPOくA,NX,甘,B,EPSサIH,P, Q ,VP,

VS.VH. ICO耳)

DOUBLE PR3ECISID廿A佃X,1) ,B(1) ,VW(1) ,VS(1)

VP(1),D,EPS

I刃丁もG五R封.甘X,I,J,K,L,C,P(i) ,QCl) ,エH.ICON

エCON=O

=Fく奴.LT.l.OK.甘.GT.耳X.OR.EPS.LE.O.ODO)

-盆　　GO TO　8000

IFCIu.EQ.2) GO TO 6000

I　　　　　　　一　　一各式の正弟化

DO IO工=1,潔

D=O. ODO

DO 20 J=l,甘

IF(ABS(A(王,J)).GT.D) D'ABSCACl.J))

20　　　C O肝rI那花

IF(D.EQ.O.ODO) GO TO 7000

DO 30 J=1,N

A(I,J)=A(I,J)/D

30　　　CO打Tエ野UE

VP(I)=D

10 CONTI封UE

I　　-　　　　　　　　未知数の正規化　-

DO 40 J=呈1,打

D=O. ODO

DO 50エー1.y

IFCABSCACI,J)).GT.D) D=ABS(A(I,J))

50　　　GOB汀I封UE

IF(D.EQ.O.ODO) GO TO 7000

DO 60 1=1,潔

A(I,J)=A(I,J)/D

60　　　CO耳丁工NUE

VSくJ) =D

40　　　CO NTI村Ⅷ

DO 110 K=l,甘

PCK)≠K

Q CK)司【

1 10　　CONTINUE

85コメントの"!''杜、最近のFortranコンパイラならほとんど

僻してくれると思いますが、砧C竹と同じです。
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!一一　　　　　一　　　　Pivotの捜索　　　一一　　一一一一

DO 120 K=1,N

D=O.ODO

DO 130 I=K,N

DO 130 J=K,Ⅳ

IF(ABS(A(P(I) JQ(J))).GT.D) THE甘

D=ABS(A(P(I) ,q(J)))

L=工

C=J

END IF

C ONTINUE

IF(D.EQ.O.ODO) GO TO 7000

------ indexのつけ変え　一一一---一一一一-一一一一

IFCK.NE.L) THEN

J考P OO

P(K)=P(L)

P(L)=J

END IF

工F(K.NE.C) THEN

J=q (K)

Q(K)=Q(C)

Q(C)=J

END IF

LU Decomposition

IF(ABS(A(P(K),Q(K))).LT.EPS) GO TO 7000

ACP(K),q(K))=1.0DO/ACPOO.qOO)

DO 140 I=K+1,N

A(P(I) ,Q(K))=A(P(I) ,Q(K))*A(PCK) ,QCK))

m

DO 150 J=K◆1.N

A(P(D ,q(J))=A(PC工) ,Q(J))

-A(PCエ) ,Q(K))*A(P(K) ,q(J))

150　　　CONTINUE

140　　　CONTINUE

1 20　　CONTINUE

≡ ・　　　　　　　　Forward Substitution　一一一

6000　DO 160 1=1,N

vw(I)=B(P(D)/VP(PCD)
DO 170 J=1,I-1

Vw(I)=VW(I)-A(P(I) ,Q(J))*VH(J)

1

1

1

70

60

190

CONTINUE

Hfl UMiMa

Backward Substitution　-

DO 180 1=甘.1,-1

B(I)=ⅥJ(I)

DO 190 J=I+1,N

B(I)=B(I)-A(P(I) ,q(J))*B(J)

C ONTINUE

B(I)=B(I)*A(P(エ> ,Q(Iサ

1 80　　CONTINUE

-1-解のindexつけ換え

DO　200工=1,打

Vw(I)=B(I)

200　　C ONTINUE

DO 210 1=1,甘

B(Q(I))=VH(I)!vs(q(i))

2 10　　CONTINUE

IC=O

Rm
ERRORが出た場合の処理

7000　ICON=2000

RETURN

8000　工CON=3000

REm
END

なお、アルゴリズム叫60]を参考にしました。

九州大学大型計算橡センター広報
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GECPOでは、ピボット選択の過程で生じる方程

式と変数の変換情報を記録する整数のインデックス

ベクトル

p - (p(1),p(2),・蝣・,!サ(サ))

g= (g(l),g(2),.:.,g(n))

を用意し、このp(k)とq(k)の値を交換することで

正しい結果を得るようにプログラムを組んでいま

す。

LU分解のプログラムでは、 α,・の情報をそのま

ま部分ピボット選択に利用する方法を採用する場合

が多いのですが(具体的なプログラム叫49】参照)、

LU分解のコストに比べスケーリングのコストは大

したことないことと、プログラムを見やすくするた

め、陽に行列をスケーリングしています。

次の章では、サブルーチンGECPOをできるだけ

楽をしてスピードアップする方法を考えます。

l宗一1一・一一-__.

い、・三邑TVV -

ちょっと休憩
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7　GECPのスピードアップ件戦

この章では、完全ピボット選択付きGaussの消去

法プログラム"GECPO"を、スカラー計算機、およ

びベクトル計算機でとりあえずのヌピードが出る、よ

うにチューニングします。

計算機の特性にあわせたチューニングのために

は、計算機内部の作りに立ち入った知識が多少必要

になります。しかし、最近のプログラム言語の最適

化技術は優秀なので、ある程度の筋道を示すと、あ

とは勝手に仕事をしてくれます86

ここでは、富士通株式会社のコンパイラ部隊が

総力を結集して作り上げたFortranコンパイラの

"FORTRAN77 EX/VP"を用いて、 GECPOのス

ピードアップ作戦を展開します。

7.1　実行時間の調査

'まず【45】の指摘を擢介します。

経験的事実として、 CPU時間が全体の中で支配的な

プログラムでは、 CPU時間の大部分(90%以上)は
ソースプログラムの数%以下の部分で集中して消費

される場合が多い。したがって、プログラムの改良を

効率よく行なうためには、計算時間の長いプログラム

の部分を検出することが重要である。

島崎涙昭rスーパーコンピュータとプログラミングj

プログラム全体で考えると、連立1次方程式や固

有値計算などが「CPU時間の大部分」を消費する

ことはよく知られています。

つまり、 GECPOの計算が遅いと、全体の計算時

間が遅くなってしまいます。その意味でGECPOの

チューニングは非常に大事になります。

第一にやるべきことは、 [45】の指摘通り、

各処理過程で最もコストがかかる部分を特定する

ことです。

GECPOは4つの部分に分けることができます。

1・正規化(スケーリング)処理

86こういった壌秀なのが研究劃こたくさんいればいいのです

が、貌実はそうもいきません。

2.ピボット選択と行・列の交換

3. LU分解

4.前進代入/後退代入、および解の並べ換え

すぐれたプログラミング言辞には、実行時の振舞

いを解析するソフトウェアが付属しています87。

しかし、ここではもっと具体的に、プログラム内

にCPU時間を計謝する関数を埋め込んで、 4つの

処理の経過時間を測定しますI.

測定は1995年10月6日におこないました。計算

機はFUJITSU VP2600/10、コンバイラはFOR-

TRAN77 EX/VPです。最適化オプションはoPT(E)
として、スカラーモードとベクトルモードで方程式

の次数を変えてデータを集めました88。

以下は、 GECPOにおける各処理過程の全麻の実

行時間に占める割合です。まずはスカラーユニット

のみを使った実行結果です。

各処理に要するコスト(スカラーモード)

処理過程 71= 100 n= 1000

データからすぐわかるように、ピボット選択と

LU分解にかかるコストが他を圧倒しています。

各処理に要するコスト(ベクトルモード)

処理過程 ra= 100 n= 1000

対してベクトルモードでは、 LU分解に大半のコ

スト(n-1000で98%以上)が集中しています。

これは極めて重要なことです。なぜこのような違

いが生じるのでしょうか?

87FORTRAN77 EX/VPにはANALYZERというツールが

あります。

88このあたりの用語がわからない方は、 l631をごらん下さい。
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ベクトル化できない原因

n = 1000での実行時間を見ると、

です。ベクトルモードでは、ピボット選択処理の実

行時間が149秒から1.9秒と大幅に短縮できていま

す。対してLU分解の方は全く改善されていませ

ん。これは、 LU分解の部分が全くベクトル化でき

てないことを意味します。ベクトル計算機にとっ

て、この事態は極めて遺憾なことです。

従って、ベクトルモードの処理においてLU分解

に大量のコストがかかる理由がわかり,ます。つま

り、他の処理がそこそこベクトル化できているのに

対して、 LU分解の部分だけ全くベクトル化できて

いないため、相対的なコストが増大したわけです。

では、この部分の改良を考えま・しょう。

7.2　行列の値の交換

7.2.1　親切なコンパイラ

GECPOのプログラムでピボット選択によって生

じる行と列の交換は、行の情報を記憶するインデッ

クスベクトルの値を交換することですませていま

す。

このようにすれば、実際に行列の値を変換をする

手間が省け、計算時間の節約になる、と思うのが普

通です。インデックスベクトルを添字に用いる方法

はGeorge E. ForsytheさんとCleve B. Molerさん

の書いた有名な数値計算の教科書[12]などでも推奨

されています89。が、このインデックスベクトルを

使ったプログラムは、ベクトル計算機に適さないこ

とが知られています。

原因は、プログラムを組む人のベクトルコンパイ

ラに対する説明不足にあります90。例えば、

DO 140 I=K◆1,N

A(P(I),Q(K))=A(P(I),Q(K))*A(P(K) ,Q(K))

140　　CONTINUE

の部分をコンパイラが見た場合、添字のPCI)と

q(I)の値は実行するまでわからないと判断します。

実際、ピボット選択が済むまでP(I)とq(I)の値

はわかりません。しかし、プログラムを書く人は、

89もっとも、これは部分ピボット選択のプログラムに関するこ

とで、この場合A(P(I),J)に対しての話です.完全ピボット選

択の歩合AくPCD.qくJ))なので状況は異なります.

90あるいはコンパイラの諦識不足ともいえるのですが、それは

酷というものです。
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P(I)とQ(I)は1からnまでのどれかの債をと
り、同じ値となることは絶対にない

ことを知っています。よって、 IをK+1からⅣまで

「せ-の」でベクトル処理して欲しいと期待するの

は当然です。

ところが、コンパイラはそんなことはつゆ知りま

せんので

「もしかしたらP(I)は1,2, 2, 1,‥.な

どのように、重なりがある回帰データかも知れ

ないな。もしそうなら、ベクトル処理によって
Aが変な債に書きかわってしまうかもしれない

ぞ。これはまずい。スカラーユニットで順番に
処理しようっと。 」

と考え、この部分をスカラーモー_ドで実行します。

これは、コンパイラにとって当然の選択です。

その結果、本来はベクトルユニットで実行される

べきDOループが非常に遅くなってしまいます91

では、どうすべきか?対策は次のどちらかです。

〈対策1〉　ベクトル化を推進する最適化指示行を

ソースプログラムに埋め込み、配列に回帰参照

がないことをコンパイラに指示する。

〈対策2〉　おしゃれなインデックスベクトルに顕る

のをやめ、ピボット選択時に本当に行と列の値

を交換することでコンパイラに自分の意図を思

い知らせる。

7.2.2　最適化指示行の挿入

《対策1》は、 DOループの前に「この配列には

回帰参照はないよ」という意味の行を1つ追加しま

す。 FORTRAN77 EX/Viの場合、次のようにな
ります。

*voCL LOOP.NOVREC(A)　　この行を追加

DO 100 I=K◆1,Ⅳ

A(PCI),Q(K))=A(PCI) ,Q(K))*A(P(K) ,QOO)
100　　CONTINUE

NOVRECはバno vector recurrence"の略です。詳

しくは[68]を御覚下さい。

ただしこの方法は、Vベクトル計算機とコンパイラ

の種類によって異なりますので、あくまで′も個別撃

破の作戦となります92。

l[63]の実験でわかるように、ベクトル計算機からベクトルユ

ニットをとれば、汎用嶺どころかパソコンにも負ける可能性があ

ります。

92また、この例でのベクトル化の効果は《対策2》と比べて半

分以下です.
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7.2.3　本当に行と列の値を交換する

汎用性を追求するならば、対第2です。さっそく

プログラムを修正します。

DO 120 K=1,N

卜一一　　一-一一一- Pivot　の捜索一一一一一　　　　　　一一一!

D=O.ODO

DO 130 I=K,N

DO 130 J=K,N

IF(ABS(A(I,J)).GT.D) THEN　!変更l
D=ABS(A(I,J))　　　　　　　　　変更2
L=工

C=J

END IF

130　　　CONTINUE

ト一一一一一　　一一一indexのつけ変え一一一一一一一一一一

IFCK.NE.L) THEN

J=P(K)

P(K)=P(L)

P(L)=J

DO 131 J=l,N

D=A(K,J)

A(K,J)=Aa,J)
A(L,J)=D

CONTINUE

END IF

IF(K.NE.C) THEN

J=Q (K)

Q(K)ォq(c)

q(c)=j

DO 132エ=i,N

D=A(I,K)

A(I,K)=A(I,C)

A(I,C)=D

132　　　　CONTINUE

EⅣD　工F

t

h

 

c

n

 

c

o

　

蝣

*

　

w

鋤
跡
鋤
勘
勘

O

i
s
 
s
 
c
o
 
O
)
　
h

加
加
加
加
加

追
追
追
追
追

以上はピボット選択の部分です。

"追加門の部分で行と列の入れ換えを行なうように

しました。なお、入れ換えの情報p, Qは、前進/後

退代入で使うのでそのまま残します。

LU Decomposition一一一一一一一

AくK,K)=i.ODO/A〈K,K)

DO 140 I=K◆1,Ⅳ

A(I,K)=A(I,K)*A(K,K)

DO 150 J=K◆1,Ⅳ

A(I,J)=A(I,JトA(I,K)*A(K,J)
150　　　CONT工NUE

140　　CONTINUE

以上はLU分解の部分です。インデックスベクト

ルPとqが追放され、すっきりしました。

さっそく実行時間を計測します。さきほどと同じ

n = 1000でのデータです。

うまくベクトル化できました。コンパイラは今

度はLU分解をすべてベクトルユニットで処理する

コードをはきだしたため、スカラーモードに比べて

何と498倍のスピードがでました。こうでなくちや

いけません。

また、行と列を交換したプログラムの方が、オリ

ジナルのインデックスベクトルを使ったプログラム

よりスカラーモードでも速くなっています。行と列

の交換部分を新規に追加するため、その分計算時間

が余計にかかるのでは、と心配されたピボット選択

処理部分も、 37秒速くなりました。その理由は、

●　ピボット選択の実行時間の大部分は、最大ピ

ボット探索のDOループが消費する

●そのDOループ内でA(P(I),Q(J))がA(I,J)

とスッキリしたため、実行効率があがった

ためです。

7.3　添字の動き

続いては、 Fortran言語の特徴を利用します。次

の文をお読み下さい([60D。

一般に、 FORTRANでは、 2次元以上の配列の配列

要素は、実際のメモリ上では、第1の添字の順に連続

して並び、次に第2の添字が一つ増えて再び第1の添

字の順に連続して並ぶようにコンパイルされることに

なっている。 (中略)したがって、たとえば2次元配

列の添字のそれぞれを二重のDOループで動かすよう

な場合には内側のDOループで第1の添字が動き、外

側のDOループで第2の添字が動くようにプログラム

を書くべきである。

森正武F数値解析法j

これに従ってプログラムを修正します。まず、ピ

ボット捜索の部分の

DO 130 I=K,N

DO 130 J=K,甘

IF(ABS(A(I,J)).GT.D) THEN

D=ABS(A(I,J))

L=I

C=J

END IF

130　　　CONTINUE

のIとJを入れ換え

DO 130 J=K,N　　　　　く---修正

DO 130 I=K,N　　　　　く一一一修正

IF(ABS(A(I,J)).GT.D) THEN

D=ABS(A(I,J))

L=I

C=J

END IF

130　　　CONTI打UE
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とします。次に、 LU分解の部分

DO 140 I=K+1,N

A(I,K)=A(I,K)*A(K,K)

DO 150 J=K◆1,N

A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)*A(K,J)

150　　　CONTINUE

140　　　CONTINIJE

で二重ループの内側で第1添字の工が動くように

DO 140 I=K◆1.打

A(I,K)=A(I,K)事A(K,K)

140　　　CONT工m

!く一一ループ分割

!　く一一　修正

DO 145 J=K+1,甘　　　　　!く一一修正

DO 150 I=K◆1,N　　　　　　　く一一修正

A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)*A(K,J)

150　　　CONTINUE

145　　CO汀TImJE　　　　　　　　　!　く一一修正

と修正します。その他、前進/後退代入計算も修

正することができますが、全体に占めるコストが

微々たるものなので、何もしないことにします。

実行結果を見ましょう。

ベクトルモードで実行時間が変わらないのは、既

に自動ベクトルコンパイラによってチューニングが

完了しているためです([45], 【49】)。

一方、スカラー処理では、たったこれだけの修正

なのに、ピボット選択で約3倍、 LU分解で7.7倍

もの性能がでました。以上2つの改良方法は、ベク

トル計算機だけでなく、汎用機やワークステーショ

ン、パーソナルコンピュータなどにも共通する技法

です。

7.4　GECPプログラム

プログラムのチューニングの余地はまだまだあり

ます。例えば、前進/後退代入とスケ-1)ングの部

分はまったく手つかずです。またバループアンロー

リング"という有名な手法をとり入れるのも効果的

でしょう。さらに、記憶額域の節約の面では、引数

で使うスケーリング情報を格納するベクトルは、宣

言を不要にすることができます。

しかし、最低限のチューニングをするだけでも、

(もとのプログラムに比空て)格段の性能アップがで
きましたので、一応の完成にします。

出来上がりの完全ピボット選択サブルーチン名を

砧GECP'とします。

以下はプログラムリストです。

九州大学大型計算桟センタ-広報
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I　===========================================

___　　　　　　　　　　　　-　l

1

SUBROUTI陀GECP(A,NX,N,B,EPS, ISW,P,Q,VP,

VS.VW,ICON)

くく概要>>

実行列の連立1次方程式Ax=bをcomplete pivoting

を用いたGaussの消去法で解く倍精度用サブルーチン

くく引数>>

A :係数行列.演幕後,内容は保存されない.
ⅣⅩ :配列Aの整合寸法

Ⅳ :係数行列Aの次数(N>1)

B :定数ベクトルB.解ベクトルⅩとして出力
EPS :係数行列の特異性の判定定数

ISW : ISW=1のとき　一一　最初から処理を行う

ISW=2のとき　- LU分解のデータはそのまま

Bの債だけを換えて実行

P : pivotingの列の入れ換え情報ベクトル

Q : pivotingの行の入れ換え情報ベクトル
vp :式のスケーリング情報ベクトル

vs :方程式のスケーリング情報ベクトル

VW :作業用実ベクトル

ICON : condition code

0　--　正常終了

2000 -係数行列のある行か列がゼロ

またはpivot判定がⅣS以下
3000 --引数が間違っている

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION A(NX,1) ,B(1) ,VW(1) ,VS(1)

VP(1) ,D,EPS

INTEGER N.NX.I.J.K.L.C.PCD.qCO.ISW

引数のチェック

ICON=O

IF(N.LT.l.OR.N.GT.NX.OR.EPS.LE.O.ODO)

ft GO TO　8000

IF(ISW.Eq.2) GO TO 6000

スケーリング(正規化処理)

*処理内容*

pivotingの前段階として,各係数の大きさがほぼ
等しくなるように,個々の式をその式の絶対値最大の

旧MSmvmロira
さらに各未知数間のバランスをとるため,係数行列の

各要素をその列の絶対値最大の係数で割る.

3H*E

式のスケーリング情報をvpに保存.また,

未知数の情報をvsに保存する
===========================================　I

各式の正規化

DO 10 l=1,N

D=O.ODO

DO　20 J=1,N

IFCABS(AくI,J)).GT.D) D=ABS(A(I,J))

20　　　CONTINUE

工FCD.Eq.0.0】DO) GO TO 7000 !行列が非正則
DO　30 J=1,N

A(I,J)=A(I,J)/D

30　　　CONTINUE

VP(I)=D

10 CONTINUE

330
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未知数の正規化

50

60

40

DO 40 J=1,N

D=O. ODO

DO　50エ=1,N

IF(ABS(A(I,J)).GT.D) D=ABS(A(I,J))

CONTINUE

IF(D.EQ.O.ODO) GO TO 7000 !行列が非正則
DO 60工*1,N

A(Z,J)-A(I,J)/D

CONTINUE

VS(J)=D

CONT工ⅣUE

^aE∃一斗I I I I-±±害j岩I I I I※ii;≒一I I I I声≒Ej±F3=3弓Ei:±LI l　-i-±※ I I　!

Complete Pivoting

*処理内容*

LU分解の過程の小行列で絶対値最大の要素を特定

対応する行と列の番号をベクトルP, qに保存
ss===sss==ss」==ssss==s:s=====r====s======s=　I

DO 110 K=1,N

P(K)=K

q(K)=K

110 CONTINUE

!初期値の設定

pivotの捜索　　一　　一一一一　I

D0 120 K=l,y

D=O.ODO

DO 130 J=K,N

DO 130 I=K,N

IF(ABS(A(I,J)).GT.D) THEN

D=ABS(A(I,J))

pivotとなる行番号

pivotとなる列番号
END IF

130　　　CONTINUE

王F(D.EQ.O.ODO) GO TO 7000 !行列が非正則

indexのつけ変え　　　一一

IFCK.NE.L) THE甘

DO 131 J=1,N

D=A(K,J)

A(K,∫)己A(L,J)

A(L,J)=D

!行の入れ換え

CONTINUE

J=P(K)

P(K)=P(L)　　　　　　　行情報の入れ換え

P(L)-J

END IF

IF(K.NE.C) THEN

DO 132 1=1,N

D=A(I,K)

A(I.K)サA(I,C)　　　　列の入れ換え

A(I,C)=D

CONTINUE

J-Q (K)

q(K)=q(c)

Q(C)=J

END IF

!列情報の入れ換え

:z =:s: :: == ===: :s :s:s=::

LU Decomposition

IF(ABS(A(K,K)).LT.EPS) GO TO 7000

A(K,K)=1.0DO/A(K,冗)

DO 140 I=K◆1,汁

A(I,K)=A(I,K)*A(K,K)

140　　　C O湖T I甘tJE

DO 145 J=K◆1,Ⅳ

DO 150 I=K+1,N

A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)*ACK,j;

150　　　　CONTINUE

145　　　CONTINUE

120　CONTINUE

I

==============================　　============

Forward SubstItution

--　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-.--

6000 DO 160-1=1,N　　! ISW=2の場合,ここから

VW(I)=B(P(I))/vp(p(D)

DO 170 J=i,I-l

VW(I)=VW(I)-A(I,J)*VW(J)

170　　　CONTImrE

160　CONTINUE

l

===========================================　I

Backward Substitution

DO 180 I=N,1,-1

B(I)=VW(I)

DO 190 J=I+i,N

B(I)=B(I)-A(I,∫)噌(∫)
1 90　　　CONTエm

B(I)=B(I)*A(I,I)

180　CONTINUE

解のindexつけ換え

DO　200 1=1,N

VW(I)=B(I)

200　CONTINUE

I

DO　210 1=1,N

B(q(I))=VW(I)/VS(Q(I))

210　CONTINUE

ICON=O　　　　　　ここまで来れば正常終了

Rm
I

e　　　============　　　　　　己=掌=　l

ERRORが出た蓉合の処理
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7.5　実行時間の比較

完成したプログラム"GECP"で各処理がどれく

らいのコストを占めるかをベクトル・スカラーモー

ド別に表にします。

各処理に要するコスト(スカラーモード)
処理過程 n=100 n= 1000

相変わらずピボット処理とLU分解の部分にコス

トが集中しています。うち、ピボット操作の実行時

間が半分以上を占めています。

各処理に要するコスト(ベクトルモード)
処理過程 71= 100 n=1000

ベクトルモードでは、ピボット処理にかかる割合

がさらに増加して60%をこえています。さらに詳し

く調べると、ピボット選択処理の95%以上が

DO 130 J=K,y

DO 130 I=K,N

IF(ABS(A(I,J)).GT.D) THEN

D=ABS(A(I,J) )

L=I

C=J

END IF

130　　　CONTINUE

の部分に集中していることがわかります。コンパ

イラの情報を見ると、この部分は既にベクトル化さ

れています。従って、数倍のorderはあったとして

も、数十倍、数百倍のorderでの改挙は難しいと思

われます93。

この部分のコストは、部分ピボット選択ではほと

んど無視できる債です。つまり、どんなに頑張って

GECPをチューニングしても、絶対に部分ピボット

選択法より速くなることはありません94。演算回数

を比較しても、計算時間が2倍程度なら素晴らしい

速さだといえます。

93はっきり言って、この部分のチューニングをどうやっていい

のかよくわかりません。ループアンローリングくらいでしょう

か?

94部分ピボット選択のプログラムも同掛こチューニングした場

合の比較です。
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では、 GECPサブルーチンの処理速度を他の連

立1次方程式のサブルーチンと比敬します。計算は

ベクトル計算機VP2600/10で行ないました。連立
1次方程式のサブルーチンは次の4つです。

DVLAXとDLAXLはSSLIIのサブルーチンです。

DLAXLま、もともと最小自乗法用なのですが、行

と列の数を揃えると連立1次方程式の解法としても

使えます。 LEQLUWはNUMPACのサブルーチン

mm

この中でVP2600/10の性能を最高に引き出すサ

ブルーチンはDVLAXです。 [63]での調査によれ

ば、 VP2600/10のピーク性能に迫る数値を出して

いるので、他はとてもたちうち出来ません。

よって、 DVLAXの処理時間を1として、各サ

ブルーチンがその何倍の処理時間になるか、次数を

変えながら測定しました。

1 000　　2000　　3000　　4 000　　5000　　6000　　7000

matrix dimension

サブルーチンの処理性能

QR分解のDLAXいまもともと演算数がLU分解

に比べて多いことと、ベクトル計算機にうまく対応

していないこともあって、 N　±　4000でDVLAX

の300倍以上の実行時間がかかってしまいました。

LEQLTJWはN　-　2000までほぼ2倍の処理速度

でしたが、 Ⅳが増えるとだんだん性能が低下して、

N　=　7000では2.8倍になりました　GECPは

N　=　500のときに最大7.6倍となりましたが、 〟

が大きくなるとじわじわと差を詰め、 N=7000で

は6倍の実行時間となりました。

LEQLUWとGECPの比較では、目標の"2倍"

から見るとまあまあの結果です。ただしDVLAXの

レベルから見れば、まだまだと言えるでしょう。
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8　Gaussの消去法は安定か?

最後の章は、電子計算機が世の中に登場して以

来、ずっと議論の種になっている古典的命題

部分ピボット選択のGaussの消去法は、はたし

て安定な数値解法か?

をとりあげたいと思います。

この問題は、理論的には既に解決済みです。ただ

し、経験的・実用的には"もやもや"としたものが

残ります。

8.1　消去法の歴史

Gaussさんは、 1809年に出版された『天体運動

論』という本の中で消去法を解介し(【50])、この方

法は広く世に知られるところとなりました。

しかし、 Gaussさんが消去法のアルゴリズムの発

明者というわけではないようです。

18世紀後半にフランスで活躍した数学者Joseph

Louis Lagrangeさん(1736-1813)95は、 Gaussさ

んが『天体運動論』を出す数十年前に、斉次な系を

解くための消去法のアイデアを既にほのめかしてい

ました([17])。

また、次の事実もあるそうです。

遠く中国では『九章算術』の第8章「方程」に、ガウ

スの消去法とまったく同じアルゴリズムの記述があ

る。 『九章算術』は紀元前2世紀の頃に編纂されたと-
いうから、すでに2000年も前から知られていたわけ

3M

戸川隼人『数値計算』

みなさんも、高校や大学で間厘を解いた96ことが

あると思いますが、消去法や掃き.出し法は、理論が

明解な上、四則演算さえ知っていれば、あとは機械

的な行列計算で答が出てきます。

95変分法、解析力学の創始者です。また、代数の世界でも偉大

な足跡を残しました。メTトル法の制定における委員長でもあっ

た人です。

96正確には解こうと努力した

そのため、紙と鉛筆で連立1次方程式を解く場合

の有力な手法として、 Gaussの消去法は揺るぎない

地位を獲得しました。

1940年代になると、電子計算機が本格的な実用段

階に入り、それにともなって、丸め誤差の研究もさ

かんになります。当然、連立1次方程式の簡単な解

法であるGaussの消去法も格好の研究対象となりま

した。

最初になされた研究では、丸め誤差がGaussの消

去法にあたえる影響はきわめて悲観的でした[30】
から引用します。

電子計算機時代の幕開けの頃、 Gaussの消去法は連

立1次方程式の解法として役に立たないのでは、と懸

念された。 Hotellingは1943年の論文で、 AI Ax =

bの形をしたn x n方程式の解において誤差は4n-1

程度になるであろうと予書した。彼はこう指摘する。

「78行の行列では、小数点第1位の近似精度を保証

するのですら、 46桁が必要となるだろう。 J

L. N. Trefethen and R. S. Schreiber

"Average-Case Stability of Gaussian Elimination"

最後の"桁数云々"の部分は、行列の次数をn　=

78として10進数の計算機を用意したとき、誤差が

in-1ですから、

1Ox = 477

の解として、桁数が46以上絶対に必要なことを意

味します。

当初の研究での結論は、 100個程度の未知数を持

つ方程式系を解く場合でも、不可能なほどの多くの

有効桁を保って演算しない限り、必要な精度はとて

も得られまい、というものでした。

そのため、一時期Gaussの消去法は計算機を用い

た数値計算の舞台から姿を消し、しばらく反復法の

天下になります97。

97　r半分眠りながらでも解けるよ」と弟子-の手紙で反復法を

勧めていたGaussさんも、生きていれば喜ばれたでしょう。消去

法に"Gaussの7'という言葉がくっついていることを当人が知っ

ていたかどうかよく解りません.
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浮動小数点演算と固定小数点演算98における誤差

解析を理論的に発展させ、 Gaussの消去法を数値計

算の表舞台に復活させた人たちは、 Alan Mathison

Turingさん(1912-1954)、 John von Neumannさ

ん(1903-1957)とHerman Heine Goldstineさん

(1903-?)、そしてとりわけJames HardyWilkinson

さん(1919-1986)です([36])。

8.2　後退誤差解析

Wilkinsonさんの誤差評価手法は、後退誤差解析

(backward error analysis)といわれる手法です。読

んで字のごとく、解をたどって定式化を行ない、誤

差を見積もる方法です。

後退誤差解析の方法と成果は[35】,囲, [37】に詳
細にまとめられています99。これに対して、前進誤

差解析(forward error analysis)もあります。こちら

は蝣27], [28]を御覧下さい。

後退誤差解析より得られた知見の中から、 Gauss

の消去法に関する誤差評価を紹介します。まずは、

用語の説明からはじめます。

ヽ

8.2.1　マシンイブシロン

マシンイブシJjン(machine epsilori)は、浮動小

数点数の相対誤差の上限をあらわす値で、計算機と

浮動小数点体系によって決定されます([601,囲LIOO

マシンイブシロンをEMとすれば、

eM - cβト　　　　　(14)

です。 βは基数、 tは仮数部の桁数、 Cは丸めの方

法によって決まる定数で、四捨五入の場合1/2、切
捨ての場合1となります。

現在よく使われている数値表環でのEMの値は以

下の通りです(【55】, 【67】)。

《注意》　∈〟は10進数に換算した近似値

EMは、反復法の収束判定などによく利用される

基本的な数値です。

98現在はあまり使われなくなりました。詳しく叫36】を御覧下

さい。

99今はもう古典の部類に属してるといえるかも知れません。

ioo r計算嶺イブシロン」ともいいます。

九州大学大型計算機センター広報
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8.2.2　条件数

誤差を測るた桝こは、何らかの形の「距離」の概

念が必要です。その尺度をノルム{norm)といいま
す。

ベクトルのノルムを

HJH- - max|.r,|

また、行列のノルムを、

n

Pllがm㌢Ⅹ∑ *ij¥
i=i

で定義します101。

ノルムの性質をより、直ちに次のことが言えま

す。

この二つの不等式は、 3;の変化がAやbの変化の

何倍に拡大されるかをあらわしています。

この拡大を表す値を

fC∞(A) - ‖Alf∞!¥A-ii ∞　　(15)

で書き、 I;∞(A)を行列Aの条件数(conditionnum-

her)といいます。

一般に、条件数が大きくなると、係数のわずかな

変化で解の変化に大きな影響がでます([58】)。
条件数がものすごく大きくなるような行列は、相

対誤差が拡大する可能性が高く、不安定性を持ちま

す。このような行列を悪条件(ill-conditioned)な行
列といいます。

実際の計算でIIA11日∞の値を少ない計算量で正
確に見積もるのはなかなか難しい問題で、感度解

析とよばれる分野の中心問題です。詳しくは[55】を
御覧下さい。

101有限次元空間の歩合、 ''ノルムの定義"をみたすノルムはすべ

て同じと考えることができます。ノルムには他にも‖・IllやHl2

などがあります(詳しくは[32], [60]参照)。
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8.2.3　誤差評価

以上の数値を用いて誤差評価を行ないます。

丘を浮動小数点演算によるGaussの消去法を用い

て求めた近似解、またβを

β=
maxi,jlayI

(16)

で定義します。このときWilkinsonさんはいくつ

かの仮定のもと、次の有名な定理を証明しました

(【37】)。

Wilkinsonの定理

連立1次方程式をGaussの消去法で求めたと

き、その相対誤差は次で評価される。

糎-*Hc
≦4h2K加Wpど　(17)

粂件数fC∞(A)は行列Aが決まれば固定されます。
また、 Eも計算機と精度により決まります。

4n2は次数nによって決まり、浮動小数点演算に

おいては不可避の値です。しかし、倍精度演算をす

れば、マシンイブシロンの頑張りでなんとか小さく

なりそうです102

結局、 Wilkinsonさんの与えた定理より次のこと

がわかります。

Gaussの消去法は、条件数とβがめちゃくちゃ

大きくならない限り安定である。

pは、三角行列化における不安定因子(growth fac-

tor) 、または増加因子と呼ばれます([38】)。

8.2.4　悪条件の場合の対策

条件数pc∞(A)がどれくらいの大きさになれば"悪

条件''と~言うか、基準はいろいろです。少なくとも

nに関して指数関数的な勢いで、たとえば2nとか

enとかで増加してしまうと、もうお手上げです。

[551から引用します。

良条件の問題は、誤差が増大しない安定な方法を用い

れば精度よく解くことができる。悪条件の閉店を精度

よく解くた桝こは、いくら解散を工夫してもだめであ

るq唯一の対策は計算桁数を多くすることである。

名取亮『数倍解析とその応用』

102逆にこの定理は、単精度済算でn = 10000やn = 100000

などの計算をすることの無謀さを語っています。ご注意下さい.

8.2.5　Hilbert行列

悪条件となる行列の有名な例として、 Hilbert

行列があります。 Hilbert行列は、 David Hilbert

さん103(1862-1943)が1894年に発表した論文より
名付けられたもので、

a.-,- =

i+J-1
(18)

となる行列のことです。

有名な行列のわりには、どうやって導かれたのか

数値解析の本にはあまり書いてないので、経緯を

【12】から簡単に説明します。

問題は、区間n - [0,11で定義される連続関数

/(*)をn- 1次までの多項式で

n

roo - ∑c,xサーI
t=l

の形で近似したときのL2ノルムの誤差

E(c) -けn(x) - f(x)¥¥LHa)

を最小にするように係数ciを決定するものです。な
お、 L2ノルムとは

Ibt0日L*(O) Ll g(x)2 dx

です　E{c)の微分は0となるので、 C.・でひとつず

つ微分して変形すれば、

n

∑
J=1
(1.i+3-2ゐ)-,-/ /ォ諾i-1dx

を得ます。

これは、 n個の未知数に対する連立1次方程式に

なっています。行列Aの成分は

on-
Ll
xl+J-2 dx =

l+J-1

となって、 (18)が出てきます。
Hilbert行列は、対称かつ正定借行列なのですが、

その条件数は指数関数的に増大します(詳しい値が

知りたい方叫12】, [181を参康下さい)。

従って、ほんのわずかな誤差の混入が著しく解の

精度を損ないます。対策としては、計算桁数を多く

とるしかありません。

Hilbert行列は、そのあまりの粂件数の悪さ、即

ち解きにくさから、 1940-50年代にかけて盛んに

研究されました104

10320世紀前半の最も偉大な数学者の一人です。 1900年′くりの

国際数学者会議におけるr23の数学の間虐Jは特に有名です。

= 10までの逆行列を与えるだけの論文というのもありま

す。
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ただし、 Hilbert行列の構造を研究するのも大事

なのですが、 George E. Forsytheさんの次の指摘も

大事です([12 )ォ

HUbert行列の条件の悪さは、この行列の導入に用い

た近似の問題にさかのぼることができる。区間0 ≦

x<1の上での関数x* (・=0,-,n-1)はほとんど
1次従属である。このことはHilbert行列の行ベクト

ルがほとんど1次従属であること、すなわちこの行列

がほとんど特異であることを意味する。 (中略)要す

るに、この近似の問題は、 Hilbert行列のような行列

を導く形をしている以上、問題の"たて方が惑い''。

G. E. Forsythe and C. B. Moler

wmi vsiSSiM田昭mm P田町

8.3　不安定因子の上限

Gaussの消去法におけるWilkinsonさんの定理

(17)のもう一つの主役は、不安定因子pです。
条件数が純粋に行列の性格、つまり問題の設定そ

のものに起因するのに比べ、不安定因子は行列の性

格にプラスして、算法の方法によって大きく変わり
ヽ

ます。

Wilkinsonさんは、誤差定理を証明するだけでな

く、さらに[35]において、 pの理論的な上限値を与

えました105。以下、方程式はスケーリングされてい

ると仮定します。

βの上限(Wilkinson)

部分ピボット選択を用いたとき

p≦ >n-1

完全ピボット選択を用いたとき

p ≦　nl/2(2*zV?&/3 - nl/(n-l)y/2

≦ 1,8n-1/4logn

対称正定借行列のとき(ピボット選択なし)

p≦1

対角優位行列のとき(ピボット選択なし)

β≦2

(19)

(20)

Hessenberg街列に部分ピボット選択を用いた

とき

p≦n

1051961年のこの論文の中で初めて"complete pivoting"と

"partial pivoting"の用布が用いられました.

九州大学大型計算機センター広報
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これによって、 Aが悪条件でない場合、対称正定

値行列106と優対角行列はピボット選択をしなくても

安定、またHessenberg行列でも部分ピボット選択
によってほぼ安定といえます。

また、 Wilkinsonさんによれば、完全ピボット選

択の上限(20)は極めて「ゆるい」限界であって、
証明した本人も「ひどい過大評価だ」と認めていま

す。実数行列において今まで知られている最大のβ

はnです。任意の正則行列に対してp ≦ nが成り立

つのではないか、というWilkinsonさんの有名な予

想があり、特定のnでは征明ができていますが、一

般の証明はまだのようです([23】, [30】)。
ここでは、その予想を信用することにします。

完全ピボット選択のGaussの消去法は、粂件数

が指数関数的に増大しない限り安定

問題は、部分ピボット選択の上限)M-1です(19)

と(20)を些べて見ましょう。

部分ピボット選択の不安定因子の上限は、ものすご

い勢いで増加します。これは、ちょっとまずいこと

になりそうです。

8.4　Wilkinsonさんの例題

部分ピボット選択を用いたGaussの消去法におけ

る不安定因子の上限2n~1を征明したWilkinsonさ

んは、同じ論文で正確な上限を与える行列を披露し

ています([35】)0

n次行列をAnとします。行列の作り方は以下の

通り、いたって簡単です。

fc-l,2,-,71-1に対し、 Anの第k列を

●　上からk-1番目までが0

●そのあとに1,1,-1,1,-1,1,-が続く

●最後の列だけは-1,1,-1,-

として作成します。 Aの粂件数はそれほど大きくお

りません(囲)。従って、解の安定性は不安定因子

βの大きさにかかってきます。

106非対称正定借でもp ≦ 1が示せますが、その場合、 Lの成分

が大きくなる可能性があります。

-336-



連立1次方程式の基礎知識　～およびGaussの消去法の安定性について～

「

1

~

J

n=5のときは

T

-

I

 

1

-

I

 

t

-

I

 

t

-

)

　

r

-

t

一

　

　

一

　

　

一

O

 

O

 

O

 

H

 

t

-

⊥

爪

U

　

ハ

D

 

T

-

f

 

T

-

H

 

t

-

H

n
D
 
t
-
I
 
T
-
H
 
I
-
(
　
T
-
⊥

i

-

)

　

i

-

t

 

r

-

4

　

r

-

I

 

r

-

1

一

　

　

　

l

です。これをGaussの消去法、またはCrouも法で

LU分解します。部分ピボット選択での行の変換は

起きません107。下三角行列Lは、もとのASの下三

角成分と完全に一致します。一方Uは、
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となり、右下の成分の絶対値が24 = 2n-1となって

います。

行列の形をA50で描いてみます。白い部分が0、

措いてみます。幕が1、グレーが-1をとります。

以下同様に、一般のAnを部分ピボット選択でLU

分解した場合、土三角行列Uの右下成分が

トl)f　~1

となることが確認できます。

このことより、 nが大きくなると、部分ピボット

選択のGauss消去法は非常に不安定になり、 tIの

わずかな違いが見当違いのLUの健を生む危険性を

はらんでいます。

なぜ危険かの理論的な説明勘33], [35日381に任

せることにして、きっそく数値実験をします。

Wilkinsonさんの定義に従い,行列Anを作りま

す。 bは、解がa?-(1,1,->1)5となるように

bi-云aij
i-i

107ここがミソです。完全ピボット選択の場合、ピボットが変化

して、不安定因子は常に2以下に抑えられます。

で定義します。

Tlを10から180まで10きざみで動かし、誤差を

湘定しました。計算は倍精度でおこなっています。

計算機はFUJITSU M-1800/20、 FORTRAN77 EX

コンパイラです。スケーリングつき部分ピボット選

択のGaussの消去法サブルーチンとして、 SSL II

拡張機能のDVLAXを使いました(【70])串

relative errりt・

i<r

1 031

;<P

10"

1&'

I ffl

l(f

10

20　　　　　　　60 100

matrix dimension

140

不安定因子がp - 2""1の場合の解の振舞い

w =60になる前から真の解から外れ、見当違いな

方向に飛んでいってしまいました。

この原因を調べてみます。解が飛んで行ってしま

う55から60までのannの健を書き出します。

IBMの浮動小数点の精度は、 10進数に直すと約

17桁です。 nを、58まで大きくすると、仮数部の糖

度以上の情報が必要になります。浮動小数点演算で

は、情報をため込む額域ははじめから決まっている

ので、計算機は仕方なく下線部の情報をカットしま

す。

その韓果、　- 1/2などの計算は、意味をなく
し、その演算を繰り返すことによって、必要な情報

が次々に落ちてしまい、結果的に答がどんどん正解

から離れていきます。

この反例より、次の悲観的な結論が導かれます。

部分ピボット選択のGaussの消去法は、粂件数

がよい場合でも不安定となる場合がある。
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8.5　なぜ部分ピボット選択法が使

われるのか?

Wilkinsonさんの後退誤差解析の結論を見れば、

ピボットの部分選択法に関して、 1943年のHotelling

さんの予想の以4n-1"が"in-1サになっただけのよ

うに見えます。

では、理論的にすぐれた手法108である完全ピボッ

ト選択法や、さらにすぐれた手法であるQR分解

法109が、なぜ部分ピボット選択に代わって台頭しな

かったのでしょうか。

それには、 ''実際にぽ'という、数値計算におけ

る膨大な経験則が関わってきます。

いくつかの本と論文から、 Gaussの消去法に関す

るコメントを年代順に拾っていきます。

疑いもなく密な行列を持つ連立1次方程式を解くため

の最もよく知られた方法はGaussの消去法およびそ

の種々の変型である。 Ⅳ個の未知数に関するⅣ個の

密な方在式はⅣ3/3亀度の回数の乗算とそれに通常あ
らい時間評価をする際には無視される他の算術演算で

解くことができる。　　　.

von NeumannとGoldsteinによる完全な誤差解析か

らディジタル型計算積で連立1次方程式の同定小数点

方式の解における積み重ねられた丸めの誤差に対する

くわしい誤差限界が与えられる。

G. E. Forsythe and W. R. Wasow (1960)

r偏微分方程式の差分法による近似解法j

von NeumannさんとGoldsteinさんは、 1947

年に発表した論文の中で、正定借対称行列の場合

に、丸め誤差の影響は、それまで考えられていたは

ど大きくないことを示しました(【38】)。

(完全ピボット選択法を説明した後)消去の進行を最

後まで円滑に進行させるには、このようにするのが最

も望ましいことである。人間の眼は状況を2次元で認

識するので、上のような絶対値最大なものの捜索は人

手による計算ではむしろ簡単である。械械計算では1

次元の過程でこれを走査していかなれけばならない面

倒があるが、しかし械枕の高速性を考慮すれば大した

ことではないので、ぜひこの手つづきを経由するのが

望ましい。

宇野利雄(1963)

r計算機のための数値計算Jl

108誤差が少なくて安定しているという意味。

109AをHouseholder法でQR分解した卦合、不安定因子はp ≦

nl/2になります(【38】)。
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おそらく、電卓や数式処理ソフトの普及が、紙と

鉛筆を使って自力で計算する能力を減退させている

のは間違いないでしょう。

プログラム5.2はGaussの消去法を使って連立1次

方程式を解く。このプログラムの算法が単純である

ことは教育の目的には理想的である。一般に優れた

Gauss-Jordan法の算法はプログラム9.7で示す。

J. M. McCormick and M. G. Salvadori (1964)

『FORTRANによる数値計算プログラミング』

この本([211)では、 Gauss-Jordan法に部分ピボッ

ト選択を施すプログラムをこの後で紹介してます。

Gauss-Jordan法が、 Gaussの消去法に比べて「一

般に優れている」理由は、どうやら逆行列の計算が

簡単にできるためらしいです。

Aが対角優位でなく、正定借対称でもHessenbergで

もなく、 Uの増大について何も情報をもっていない

場合には、完全ピボット選択を行なう必要がある。

B. Wendroff (1966)
『理論数値解析』

理論的な立場からは、この結論になるでしょう。

肝心のWilkinsonさんの意見はどうでしょうか。

(p - 2on-1となる・ような)どちらかというと特殊な
行列も存在する。しかし、実際には、そのように大き

くなるのは非常にまれである。任意の要素が8の大き

さになることも、ごく珍しいことであり、行列がまっ

たく悪条件であるときは、次々とaf芸)は減少する場
合のほうがずっとありそうなことである。さらに、そ

の成長がもっとゆるやかな因子で制限されていること

が"事前的にのわかっているようないくつかの重要な

類がある。

J. H. Wilkinson (1963)

『基本的演算における丸め誤差解析』

はいくつかの重要な類竹とは、先ほどの定理であ

げたように、 Aが対称正定借や対角優位やHessen-

berg行列な場合のことです。

つまり、 〟-2""1となるようなものは"例外"で

あり、人工的に意地悪して作らないかぎり、不安定

因子が増大することはない、とWilkinsonさんは主

張します。

さらに、完全ピボット選択法の問題点も指摘して

います。
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こうして理論的に壊れていることが示されても、完全

ピボット選択法の利用が有効であるかどうかは疑わ

しい。とくに、行列の各成分の数値の記憶に磁気テー
1

プを使うときには、実際の管理上の問題が完全ピボッ

ト選択法においては、重要なことになってくるのであ

る。完全ピボット選択法のr段階において、最大成分

を定めるた桝こは、 (n-r+lf回の減算をしなけれ

ばならないが、浮動小数点方式の演算では、減算の所

要時間は、乗算に比較して無視できるというわけには

いかない。

J. H. Wilkinson (1967)
1闇r'IrfrT iP'fl玩国533はgB F

ピボット選択のために必要な比故の回数を調べると

です。 LU分解にかかる演算回数(2/3)rr回([41】)
と比較して、部分選択の場合は無視できる回数です

が、完全選択の場合、ほぼ同じ回数がピボットを選

ぶ作業で必要になります。また、実際にこの点が完

全選択法の最大のネックになることが、前章の数値

例を見ることで納得できます。

つまり、ピボットの完全選択法の方が、数少ない

(とWilkinsonさんは言っています)特別な場合によ
りよい精度の結果を得ることができることは理論

的にわかっているのですが、 "経験的に"部分選択

法でも安定な結果が得られているので、計算時間の

節約のため、部分選択で十分だとWilkinsonさんは

おっしゃっているわけです。

この、 "経験的に安定"と言い切れるだけの数値

実験の積み重ねが、ピボットの部分選択付きGauss

の消去法を「最も有名かつ信頼できる(密行列に関

する)連立1次方程式の数値解法」の地位に押し上
げることになります。

1970年代に入ると、数値計算の専門家は次のよう

な結論を下します(間)。

行列の計算にとり紅んできた人々が過去15ないし20

年間に知った唯一のしかもきわめて重要なことは、次

の事実であろう。ピボットの部分的選択を行うGa′uss

消去法では残差が小さいことが保証される。

G. E. Forsythe, M. A. Malcolm and C. B. Moler

(1977) F計算機のための数値計算法』

1980年代に入っても、ピボットの部分選択付き

Gaussの消去法に与えられた地位はますます堅固な

ものになります。 [73】を引用します。

計算に誤差がないならば、有限回の4則演算で解が得

られるのが直接法である。この中で、ピボットの選択

を伴うGauss消去法が計算の手間と精度の上で最も

優れた方法とされている。一時期、その精度について

悲観的見方があったが、誤差の後退解析によって、こ

の方法の信頼性が保証された。 (中略)完全選択法を

用いた場合の方がa.(吉)の増大率について、より小さ
い上界が得られているが、経験上、部分選択法で十分

である。

r岩波教学辞典J (1985)

そうはいっても、根本的な疑問が残ります　Tre-

fethenさんの言葉を借りましょう([30])。

WilkinsonによるGaussの消去法についての標準的

誤差解析は、ただちに安定性の議論を消去過程で成分

のサイズがどのくらい増大するのかという問題に帰

着させる。つまり、 PA　=　LUの作成段階で、 U

の成分がAのそれと比べて極端に大きく成長するこ

とがありうるか、ということである。原理的には答え

はyesである。簡単な例により2n-1倍もの大きさに

することができる。しかし果実には決して起きない。

この経験的な結論はあまりによく確立してしまった

ため、次の注目すべき状況を忘れがちである。すなわ

ち、なぜ(ピボットの部分選択付き)Gォ　の消去法
が安定であるのか、誰も知らないのである!

L. N. Trefethen (1985)

"Three Mysteries of Ga.ussian Elimination"

8.6　random matrixでの実験

L. N. Trefethenさんは、この間題を5年間あた

ためた結果、自分の問いかけに対して自分で答を出

そうとしました　R. S. Schreiberさんとの共著で

1990年に発表した論文【30]110において、 Trefethen

さんは、次夢が1024以下の行列に対し、適当な乱

数を発生させて作ったrandom matrixでGaussの

消去法を片っぽLから解き、不安定因子の平均値を

算定しました。

それによれば、平均値は

部分ピボット選択のとき　pォTV/3

完全ピボット選択のとき　　ォnV2

となりました111。

これをグラフにします。

110副題は"Dedicated to the memory of Jim Wilkinson."

です。

random matrixがどれくらい有効性を持つのかは、意見が

分かれます。 random matrixを用いたテストは大変重要だが、

十分ではない、という意見もあります([14】)。
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10　　　　　　　　　　　100

不安定因子の増大の様子

n

1000

上の二つの曲線は、 Wilkinsonさんが証明した不

安定因子βの上限(19), (20)です。下の二つはTre-

fethenさんがrandom matrixを用いて計算した不

安定因子の平均値です。

L. N. TrefethenさんとR. S. Schreiberの実験が

実際に数値計算で使用される一般の行列をうまく反

映していると信じるならば、このグラフによって不

安定因子の増加は最悪の理論値よりも相当低いこと

になります。
ヽ

不安定因子が指数関数的に増加する行列は、平均

値から遠く離れた極めて特異なものであり、もし行

列の条件数がめちゃくちゃに大きくなければ、部分

ピボット選択付きGaussの消去法は安定である結論

づけられます。

この頼もしい結果も取り込んで、現在数値計算を

する人の共通の認識は次のようになっています。

部分的ピポッテイングのコストは、計算全体のコスト

に比して無視できるくらい軽微なものであるが、完全

ピポッテイングのコストは大きく、計算全体そのもの

と同程度である。一方、実用上は部分的ピポッテイン

グで十分であることがわかっているので、通常は部分

的ピポッテイングを採用する。部分的ピポッテイング

が有効に働かないで誤差の増大を起こすような例題も

作れるが、それは病理学的な例で、実際上、めったに

出会わないものである。

浮田孝夫(1988)

『数値処理プログラミング』

8.7　病理学的な例

「めったに出会わない」ということは、たまには

出会うということです。その意味でTrefethenさん

が「現実には決して起きない」と言うのは行き過ぎ

です。

九州大学大型計算機センター広報
Vol.28 No.4 1995

最近、 Wilkinsonさんが作った人工的な行列では

なく、 "実際のモデル"から導かれたそれほど悪条

件でない行列に対して、不安定因子が指数関数的に

増加する例がいくつか報告されてましたので、簡単

な紹介と行列の作り方をお教えします。

8.7.1 Wrightさんの例

1つめは、 S. J. Wrightさんが1993年に[391で

発表した例です。 Rnの2点境界値問題

y′-M(t)y+q(t), y(a)-y(b)-(3

を考えます。求めたいのはy(t) ∈ Rnです。 M(t)

はtについてのn x nの関数行列、 <z(t)はベクトル

です。この間題を標準的なshootingmethodl　を適

用し離散化します　Wrightさんは特別な場合とし
てn=2の

"ォ- TJ/a a-0,b-60

を考えました。係数行列Aは次のようになります。

r
J

ォ
e

J
　
♂

-
c

J
♂

r

一

〇

　

　

‥

・

0

-eMh

Zは2次の単位行列、 hは区間a,6]の分割幅、

-eMh - I+Mh+O(h2)
h/e-1-h

-hh/6-1

です。 Aはhが小さいなら、それほど粂件数は悪く

なりません。行列の作り方は次のように極めて簡単

です。

read(5,*) n

h = 60.ODO/a

m=2*n◆2 数次

数
幅
の

割
割
列

分
分
行

do 10 i=l,m

do 10 j=l,m

A(i,j) = O.ODO　　初期化
10　　continue

do 30 i=l,m

A(i,i)　,ODO　　対角成分

30　　cont inue

do 40 i=l,n

A(2*i+l,2*i-1) = h/6-1.ODO

A(2*i+2,2*i-1) = -h

A(2*i+l,2*i)　= -h

A(2*i+2,2*i)　= h/6-1.OD0

40　　cont inue

A(l,m-1) = l.ODO !残り

A(2,m)　　l.ODO

112手法叫391の参考文献を御覧下さい.
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ところが、この行列Aを係数行列にする連立1

次方程式を部分ピボット選択付きGaussの消去絵

でLU分解すると、不安定因子が指数関数的に増大

してしまいます113。 Wilkinsonさんの行列と同じ

く、解がx= (1,1,-,lfとなるようにbを決め

て数億実験します。計算機はFUJITSU M-1800/20

です。比較のサブルーチンは

GECP(完全ピボット選択)

GEPP(部分ピボット選択)

● QR分解

で行いました114

2

　

　

　

4

　

　

　

l

e

 

e

Q

b

 

♂

.

　

伊

　

o

h

.

　

　

-

_

一

　

.

′

一

　

　

一

J

j
o
j
j
a
a
&
t
t
D
t
a
j

10'

ffiS鞍

10'

10'

50 100

桝〝わr dimension

150 200

QB分解と完全ピボット選択は、期待通りの精度を
示しています。一方、部分ピボット選択では、行列

の次数が120くらいで見当違いな解に発散します。

原因は、 Wilkinsonさんの例旗と同じで、不安定因

子の指数関数的な増加のためです。

参考のた削こ、行列Aの形をgraphicsにします。
口が0、 ■が1、残りはグレーで書きます。

Wrightさんの作った行列の形

8.7.2　Fosterさんの例

実際の数学モデルから導かれる連立1次方程式に

おいて部分ピボット選択付きGaussの消去牡が失敗

113n =200樫度で2.59 × 1021くらいに増大します。

114GEPPはSSL IIのDVLAX、 QR分解は同じくSSL II

のHouseholder変換のDLAXLを用いました。

する2つ目の例として、 L. V. Fosterさんが1994

年に[14]に発表した論文Iloを紹介します。

問題は2階の線形Volterral16型積分方程式から

導かれる

x(s)- fs k(s,t)x(t) dt+β(s)x(L) - G(s)

を一般的な求積絵で近似するものです。求めたいの

は区間[0,L]上の可S)、その他の関数は既知です。

Fosterさんは、既知の関数を連続問題の解が具体的

にわかるように運び、その離散近似を行いました。

積分の近似はNewton-Cotes117公式とSimpsonl18の

公式を組み合わせて用います。

この近似から導かれる街列Aは藩条件ではあり

ません。しかし、部分ピボット選択によるLU分解

をすると、あるn以上ではピボット選択をしなくな

り、そのため不安定因子が急激に増大します。

Fosterさんは素晴らしいことに、 MATLABと

いう行列演算ソフトを使ったプログラムをネット

ワーク上で公開していました119　そこで、プログラ

ムをとり寄せてFortranにプログラムを組み直し、

数値実験しました。

l(f

l&

ら

lo-
も

Ql

・5

苛I ff

lO"

Iff"

50 100

matrix dimension

150　　　　　　　200

これ叫141の最初の例題です。誤差は、連続問題

の其の値と近似解の相対誤差です　DLAXは部分

ピボット選択付きのCrout法のLU分解、 DGEFA/SL

はLINPACKのサブルーチンです。ま,た、 GENP

はスケーリングもピボット選択もししないGaussの消

去法の解払、 GECPはおなじみスケ-I)ンダと完

全ピボット選択を行なったサブルーチンです。

115 llGaussian Elimination with Partial Pivoting Can Fail

in Practice"という、そのものズバリの表題です。

116vito Volterra(1860-1940)きんはイタリアの数学者です。

117Roger Cotesさん(1682-1716)の名前が半分入っていま

す。

n8Thomas Simpsonさん(1710-1761)から来ています。

119ァクセス先は論文に書いてあります。
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GECPが順詞に収束していくのに対し、他のサブ

ルーチンは、あるnから急にカつきて飛んで行って

しまう様子がよくわかります。

㌦
㌦
㌦
㌦
が
好
が
が
畑
が

s
I
U
S
U
t
a
p
f
o
3
3
U
S
U
,
昏

100

matrix dimension

1 50　　　　　　　200

こちらは、不安建因子の値をプロットしたもので

す。完全ピボット選択以外のプログラムが真の解か

ら突鈴離れていく原因が、不安定因子の魯激な増大

による丸の誤差の累積によることがわかります120。

[141にはもう一つ例題があり、上と同様な挙動を
示します。こっちはAがすぐに作れます　Fortran

で書けば、　　　　　　、

read(5,*) n　　　　　行列の次数

k i 1.ODO　　　　　　　定数1

6.ODO　　　　　　　定数2

L =40.ODO　　　　　　　区間備

L/曲IeCn-1)　!　分割構
do 20 i=l,n

do 20 3=1,ll

A(i.j) =O.ODO　初期化
20　　c ont inue

do 30 i=3,n

do 30 j=2,i-l

A(i,j) = -k*h

30　　　　もmue

do 40 1=2,ll

ACi.1) = -k*h/2.ODO

ACi.i)サーk*h/2.0DO ◆ l.ODO

ACi-l.n) = -l.ODO/C

-40 、 continue

ACl.1) - i.ODO

ACn.n)合l.OD0 - 1.ODO/C - k*h/2

で部分ピボット選択付きのGaussの消去絵が停精

度演算で失敗する例ができます。

この行列の形状を次のページに描きます。口が

0、グレーが-kh/2の部分です。

Wilkinsonさん、 Wrightさん、 Fosterさんの行

列の形を見比べると、なんとなく似ていることに気

づきます。このような形の行列を乱数で発生させる

ユ28これだけ不安定因子が増大すると、反復改良をかけても、行

列が`'特異''だと判断されてしまいます。
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のはかなり難しいでしょう121。

逆に、行列の形から部分ピボット選択のGaussの

消去絵が失敗することを事前に判断する基準ができ

るならば、これは素晴らしいことです12㌔

Fosterさんの作った行列の形

Fosterさんは、論文の最後の章の「なぜ部分ピボッ

ト選択が失敗する実際の例がこれまで報告されな

かったのか?」という項で、次のように述べていま

す([14])。

我々は(失敗する例がこれまで報告されなかった)本
質的な理由は、このような例が極めて"まれ"である

からだと期待する。問題の設定と解法-のアプローチ

は慎重に選択されたものである。しかしながら、数値

線形計算のソフトウェアパッケージのほとんどが不安

定因子について何の情報も擾供しておらず、そして不

安定因子の増大が、時々ではあるが、実際に発生して

いる可能性があることを指摘すべきであろう。

L. V. Foster (1994)

LtGaussian Ehmination with Partial

Pivoting Can Fail in Practice"

"速さ沖の名のもとに疎外されている完全ピボット選

択付きGaussの消去法が''精度''の名のもとに頼り

にされるのは、このような場面です。

おそらく、ほとんどの専門家が挿賭する通り、部

分ピボット選択が実際の数値計算において致命的

な不安定因子の増大を起こすことは∝まれ"なので

しょう123　しかし,プログラムのバグ取りも兼ねて

数値計算の信頼性を~ぁげるた桝こ複数の解法を試し

てみることは、大変効果があります124　ぞんなと

き、完全ピボット選択付きGaussの消去鼓は(2倍

以上の実行時間がかかりますが)うってつけの解法
だといえます。そして、もしかしたら皆さんを砧致

命的な失敗門から救ってくれるかも知れません。

121条件を限定したrandom matrixを作れば、違う結果が出る

かもしれません。

122ただし、 ''この形以外は安定である''というのを証明するのは

大変だと思います。

123なんせ見つけただけで論文になるのですから。

124っいでに精度や定数もいろいろ変えてみましょう.
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参考文献と索引

あとがき

この原稀は、もともと連立1次方程式の数値解法

の一隻表として(自分のた桝こ)書き始めした。現

在の研究のいきがかりから、連立1次方程式の解の

厳療な評価(浮動小数点演算を使う以上、ある幅を

持った区間の中に解を包み込むことになります)が
必要になったからです。ついでに最大固有債の厳密

な評価もいるのですが、こっちは手つかずです。

解の評価のためには精度良い近似値が必要です。

近似解を得る手段は"どんな方法を用いても乃構い

ません。そこで、世間にはどんな解法があるのだろ

うと思い、数値解析の教科書などを見ながらメモし

ていった結果がこの記事となりました。

もともとが"精度がいちばん、速度は二の次"と

いう妙な視点で見ていったため、 6章以下、特に8

章は部分ピボット選択付きGa′ussの消去法が失敗す

る可能性ばかりを探ってしまいました。

しかし、 Gaussの消去法の歴史や丸め誤差につい

ての詩論など、ご存知なかった方にはなかなか面白

かったのではないでしょうか。また、 Wilkinsonさ

んやForsytheさんなどの名前が出てきて懐かしく

思われた方もいらっしゃると思います。

さて、肝心の厳密な解の評価ですが、こちらは

"区間解析''と"不動点定理"という数学的な側面と、

アルゴリズムを実現する精度保証付き数値演算ソフ

トの使い方という"利用の手引"の側面があって、

今回は解説する時間(および能力)がありませんでし
た。近いうちに、この原稿の続編として紹介できれ

ば思います。

参考文献について

以下の参考文献の中には、 『古典的名著』の誉れ

を受けながら絶版になっている本も少なくありませ

ん。一応、孫引きは避け、原典を極力見るようにし

ましたので、参考文献のほとんどは九州大学中央図

書館または大型計算機センター図書室にあるか、ま

たは書店で注文すれば手に入ります(1995年11月

現在)。文献に簡単な紹介をつけました。何かの参考
になれば幸いです。

参考文献
(ll Benoit, Commandant : Note sur une methode de

resolution des equations normales provenant de

I*application de la methode des moindres carres a

un systeme d'占quations lineaires en nombre inf昌rieur

a celui des inconnues -Application de la methode

a la r占solution d'un systeme denni d equations

Lineaires (Precede du Commandant Cholesky),

Bull占tin Geodesique, No.2, pp.67-77 (1924).

- "Commandant"Choleskyの業練を解介した長

いタイトルの論文です。おそらくここから"Cholesky

分解"の名前が普及したものと思われます。東京大学

に所蔵されています。

【2] Bodewig, E. : Matrix Calculus, North-Holland

Publishing Company-Amsterdam (1956).

一反復法の歴史が詳しく書いてあります。

[3] Booth, A. D. : Numerical Methods, Butterworths,

London (1957).

- Hamilton-Cayleyの定理に基礎をおくA~1の

求め方が載っています.

[4】 Bunch, James R., Kaufman, Linda and Parlett,

Beresford N. : Decomposition of a Symmetric

Matrix : Numerische Mathematik, Vol.27, pp.95-

109 (1976).

[5] Bunch, James R. and Kaufman, Linda : Some

Stable Methods for Calculation Inertia and Solv-

ing Symmetric Linear Systems, Mathematics of

Computation, Vol.31, pp.163-179 (1977).

- 【4】,間では、対称行列に対する安定した数値解

法(MDMT分解)を提案しています。具体的なアル

ゴリズムおよびALGOLプログラムがついています。

[6] Duff, I.S., hisman, A. M. and Reid, J. K. : Direct

Methods for Sparse Matrices, Clarendon Press,

Oxford (1986).

-疎行列の形状のgraphicsが付録に載っています。

行列の形状の図はこれを真似ました。

[7] Dyksen, Wayne. R. and Rice, John R. : The Im-

portance of Scaling for the Hermite Bicubic Col-

location Equations, SIAM Journal on Scientific

αnd Statistical Computing, Vol.7, No.5, pp.707-

719 (1986).

一数値解析におけるスケーリングの必要性を豊富な

データを駆使して訴えています.
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[8] Forsythe, George E. : Gauss to Gerling on Re-

laxation, Mathematical Tables and other Aids to

Computation (魂在Mathematics of Computation),

Vol.5, pp.255-258 (1951).

- Gaussさんが弟子のGerlingさんにあてて書い

た手紙の英訳です。

[9] Forsythe, George E. : Tentative Classification of

Methods and Bibliography on Solving Systems of

Linear Equations, in Simultaneous Linear Equa-

tions and the Determination of Eigenvalues Edited

by L. J. Paige and Oliga Taussky, National Bu-

reau of Standards Applied Mathematics Series 29

(1953).

一連立1次方程式の解法についての総合分類および

当時の最新の参考文献の一覧です。あきれるくらい

完壁に分類されています.

[10】 Forsythe, George E. : Solving Linear Algebraic

Equations Can be Interesting, Bulletin of the Amer-

ican Mathematical Society, Vol.59 (1953).

-こちら叫9】から興味ある解法をビックアップし

て、適切な解説を加えた論文です.

[11】 Forsythe, George E. and Wasow, Wolfgang R., :

Finite-Difference Methods for Partial Differential

Equations, John Wiley &;、Sons, New York (1960).

[邦訳]藤野精一訳:偏微分方程式の差分法による

近似解法(上),(下),吉岡書店(1968).

一偏微分方程式の数値解法についての古典的名著と

して知られています.訳者の藤野先生(我々は"大御

大"とお呼びしています)には、修士の頃に御指導い

ただきました。

(12】 Forsythe, George E., Moler, Cleve B., : Computer

Solution of Linear Algebraic Systems, Prentice-

Hall, (1967).

[邦訳]渋谷政昭,田辺国士:計算機のための線形

計算の基礎一連立1次方程式のプログラミング-,

培風館(1969).

一連立1次方程式の数値解法に関する古典的名著と

いわれています。序文で「この本をJ. H. Wilkin-

sonに捧げたい」と書いてあります。

l131 Forsythe, George E., Malcolm, Michael A. and

Moler Cleve B. : Computer Methods for Maine-

matical Computations, Prentice-Hall (1977).
[邦訳]森正武訳:計算機のための数値計算法,日

本コンピュータ協会繍コンピュータ・サイエンス研

究所シリーズ,科学技術出版社(1978).

一完成したプログラムに重点をおいた解説がされて

います。 Forsytheさんの遺作です。

[14] Foster, Leslie V. : Gaussian Elimination with

Partial Pivoting Can Fail in Practice, SIAM Jour-

nal on Matrix Analysis and Applications, Vol.15,

No.4, pp.1354-1362 (1994).

一部分ピボット選択付きGaussの消去法が不安定

となる例を実群の問題から導いて締介しています.
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[15】 Freund, Roland W., Nachtigal, Noel M. : An Im-

plementation of the QMR Method Based on Cou-

pled Two-Term Recurrences, SIAM Journal on

Scientific Computing, Vol.15, No.2, pp.313-337

(1994).

- QMR法を提案した本人が解説しています.

[16] Girault, Vivette and Raviart, Pierre-Arnaud : Fi-

nite Element Methods for Navier-Stokes equations,

Theory and Algorithms, Springer Series in Com-

putational Mathematics 5, Springer-Verlag (1986).

- Navier-Stokes方程式に対する有限要素法の解法

を解説した、その方面では有名な本です.

[17】 Goldstine, Herman H. : A History of Numerical

Analysis from the 16th through the 19th Century,

Studies in the History of Mathematics and Phys-

ical Sciences 2, Springer (1977).

- 16世紀から19世紀にかけての数値解析の歴史が

書いてあります.

[18] Gregory, R. T. and Karney, D. L. : A collection

of matrices for testing computational algorithms.

John Wiley & Sons, New York (1969).

一連立1次方程式、逆行列、固有催問題などのテス

ト行列を集めた本です。

[19] Householder, Alston S. : Unitary Triangulariza-

tion of a nonsymmetric Matrix, Journal of the

Association for Computing Machinery, Vol.5, pp.339-

342 (1958).

一後にHouseholder変換と呼ばれる手法が最初に

載った論文です.

[20] Macon, Nathaniel : Numerical Analysis, John

Wiley & Sons, New York (1963).

- LLT分解が"geodetic surveyor"のCholesky

さんによって1916年に示された、と書いてある本で

す.

[21] McCormick, John M. and Salvadori, Mario G.

Numerical Methods in FORTRAN, Prentice-Hall

(1964).

[邦訳]清水留三郎訳: FORTRANによる数値計

算プログラミング,サイエンスライプラ1)情報電算橡

1,サイエンス社(1970).

- Fortran90の廃止予定事項に入ってしまった部分

がかなりあります。

I22】 Meijerink, J. A. and v- der Vorst, H. A. : An

Iterative Solution Method for Linear Systems of

which the Coefficient Matrix is a Symmetric M-

Matrix, Mathematics of Computation, Vol.31, pp.148-

162 (1977).

一不完全LU分解、不完全Choleskyと共役勾配法

の相性のよさを指摘して共役勾配法を復活させた画

期的な論文です.ちなみにBunchさんの論文がこの

すぐあとに続きます。
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[23] Puschmann, Heinrich and Cortes, Joaquin : The

Coordinex Problem and Its Relation to the Con-

jecture of Wilkinson, Numerische. Maihematik,

Vol.42, pp.29ト297 (1983).

-完全ピボット選択法についてのWilkinsonさん

の推柵を扱った論文です.

(24】 Rainsford, Hume F. : Survey Adjustments and

Least Squares, Constable &: Company (1957).

- pp.74に、 r"Commandant Cholesky"の提案

した方法が最初に公なった1924年の論文は私が英語

に訳した」と書いてある本です。そこ以外は読んで

ないので、内容は知りません.

[25】 Ru-p, Siegfried M. : Verification methods for

dense and sparse system of equations, Berichte

des Forschungsschwerpunktes Informations- und

Kommunikationstechnik, TUHH (1993).

一精度保証付き数値計算を用いた連立方程式の解法

を扱っています。

[26] Saad, Youcef, Schultz Martin H. : GMRES: A

Generalized Minimal Residual Algorithm for Solv-

ing Nonsymmetnc Linear Systems, SIAM Jour-

nal on Scientific and Statistical Computing, Vol.7,

No.3, pp.856-869 (1986).

- GMRES法の原論文です。

[27] Stu-mel, Friedrich : Forward Error Analysis of

Gaussian Elimination Part I : Error and Resid-

ual Estimates, Numerische Mathematik, Vol.46,

pp.365-395 (1985).

【28] Stummel, Friedrich : Forward Error Analysis of

Gaussian Elimination Part II : Stability Theo-

rems, Numerische Mathematik, Vol.46, pp.397-

415 (1985).

- [27], [28】は前進誤差解析を扱っています. Part

I, Part IIに分かれています.

[29] Trefethen, Lloyd N. : Three Mysteries of Gaus-

sian Elimination, A CM SIGNUM Newsletter, Vol.20,

No.4, pp.2-5 (1985).

-計算量、直交変換法との関係、安定性について論

じています。

[30] Trefethen, Lloyd N., Schreiber, Robert S. : Average-

Case Stability of Gaussian Elimination, SIAM

Journal on Matrix Analysis and Applications, Vol.ll,

No.3, pp.335-360 (1990).

random matrixを用いて不安定因子を計算する

ことでGaussの消去法の平均的な安定性を主張する

論文です。

[31] van der Vorst, H. A. : Bi-CGStab: A Fast and

Smoothly Converging Variant of Bi-CG for the

Solution of Nonsymmetric Linear Systems, SIAM

Journal on Scientific and Statistical Computing,

Vol.13, No.2, pp.631-644 (1992).

- BiCGStab法の原論文です。

【32】 Varga, Richard S. : Matrix Iterative Analysis,

Prentice-Hall, (1962).

[邦訳]渋谷政昭,棚町芳弘,金子正久,野田隆

訳:計算機による大型行列の反復解法,サイエンスラ

イブラリ情報電算機10,サイエンス社(1972).

-連立1次方程式の反復解法のアルゴリズムと数学

的背景を詳しく鎗じた古典的名著です。

【33] Wendroff, B., : Theoretical Numerical Analysis,

Academic Press, New York (1966).

[邦訳]戸川隼人訳:理論数値解析一計算機によ

る数値計算の基礎-,サイエンスライブラリ情報電

算械19,サイェンス社(1973).

一数値解析における理論的な側面を平易に解説した

」531コ

[34] Westlake, Joan R. : A Handbook of Numerical

Matrix Inversion and Solution of Linear Equa-

lions, John Wiley k Sons, New York (1968).

[邦訳]戸川隼人訳:コンピュータのための線形

計算ハンドブック,培風館(1972).

-連立1次方程式の数値解法をきめ細かく分類した

ハンドブックです.

【35】 Wilkinson, J. H., : Error Analysis of Direct Meth-

ods of Matrix Inversion, Journal of the Associ-

ation for Computing Machinery, Vol.8, pp.281-

330 (1961).

- Gaussの消去法によって発生する浮動小数点演

算の誤差を、後退誤差解析によって評価した古典で

す。

(36】 Wilkinson, J. H., : Rounding Errors in Algebraic

Processes, Prentice Hall (1963).

[邦訳] -松借,四条忠雄訳:基本的演算における

丸め誤差解析,培風館(1974).

-誤差解析の基礎理論を解説した本です.

[37] Wilkinson, J. H., : The Algebraic Eigenvalue Prob-

lem, Oxford University Press, London (1965).

-それまでのWilkinsonさんの成果を結集して書

かれた600ページを越える大作です。一時期、数値

解析の論文では必ずこの本が参考文献に載せられて

いました。

【381 Wilkinson, J. H., :性質の番い一次方程式の解法, in

Mathematical Methods for Digital Computers II,

Edited by Anthony Ralson, Herbert S. Wilf, John

Wiley & Sons, New York (1967).
[邦訳]片岡信二監訳:電子計算桟のための数学的

方法II,鹿島出版会(1975).

- Wilkinsonさんの方法のダイジェスト版です。

[39] Wright, Stephen J. : A Collection of Problems

for which Gaussian Elimination with Partial Piv-

oting is Unstable, SIAM Journal on Scientific

Computing, Vol.14, No.l, pp.231-238 (1993).

一部分ピボット選択付きGaussの消去法が失敗す

る例をあげた論文です.
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[40] Zeidler, E. : Nonlinear Functional Analysis and

Its Applications, Springer-Verlag, Berlin (1986).

一関数解析の世界では有名な本です。たまに証明が

間違っていたりします。

以下は国内の数値計算に関する文献です。

[41]伊理正夫,藤野和建:数値計算の常識,共立出版

(1985).
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