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二次元格子模型とモンテカルロ法を用いた 
粒子の会合とネットワーク構造の形成 i 

 
 

小熊卓也 * 
 
 

概要 
 

 ランダムに粒子を配置した二次元格子模型において，モンテカルロ法を用いた粒子単位の移動お

よび，溶媒の粘性を想定したクラスター単位の移動と会合から，粒子のネットワーク構造形成の様

子をシミュレートしました．様々な条件下においてネットワーク構造の形成は，格子中の粒子数

50％付近から，顕著に見られるようになることがわかりました．また，系の温度 T と隣接粒子間の

ポテンシャルεの比であるε/T の値が増加するとともに，ネットワーク形成が促進されるという結

論を得ました． 
 
1 はじめに 
 
 例えば，牛乳にレモン汁を入れてかき混ぜるとチーズができるように，溶液中のコ

ロイド粒子が物理的，もしくは化学的に結合し合うことで形成される網目構造をゲル

といいます． 近年，ネットワーク，つながりという観点からゲルに対する研究が行

われています．例えば，格子模型のネットワーク形成では各々の格子に確率 p で粒子

を配置したときに，臨界確率(p≒0.59)において急激にそのシステム内で粒子が端から

端までつながる，すなわち正方格子のパーコレーションが起きることが，シミュレー

ションや繰り込み理論により研究されて報告されています[1,2]．着目する分子が結合

してゆくプロセスを計算し，パーコレーションが起きているかどうかを判定すれば，

大きな系でのネットワーク形成について予想し,ゲル化過程について議論できる可能

性があると考えました．このレポートでは，モンテカルロ法[3]を用いて格子模型上の

粒子のつながりをシミュレートし，その結果を解析しました． 
 
2 モデルと理論 ii 
 

二次元格子上におかれた粒子に対して，２種類の移

動を考えます．粒子単位での移動および，会合した粒子

(クラスター)単位での移動です．まず，これらの粒子の

移動原理について言及した後，想定されるネットワーク

構造の形成パターンについて述べます． 
 周囲に障害物の無い粒子は，図 1 のように４方向へ

の移動が可能です．どの方向へ動くかは乱数によって決

定されます．また，ある粒子が他の粒子と隣接している

ときのみ，相互作用によってεの安定化エネルギーを得
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図 1  二次元格子模型における

粒子の移動可能な方向 .各々の

方向への移動は乱数によって等

確率で行われます。 

                                                   



るとします(図 2).粒子の解離は，エネルギー的に不安定になりますが，系の温度に応

じた熱的な解離も可能であるとします(図 3)． 
 

 
この解離の有無を，ボルツマン因子を用いたモンテカルロ法によって判定しました．

すなわち，0 から 1 までの乱数 r0,1に対して， 

                 　隣接粒子数　　　 )4(:)exp(1,0 ≤−< l
kT

lr ε   (1) 

が成立するときにのみ解離が可能です． 
 系の粒子が会合体を形成し，ネットワーク構造を形成する過程では粒子単位の移動

だけでなくクラスター単位による移動が重要な影響を及ぼすと考えて，クラスター単

位での移動を考えました．クラスターとは図 4 のように４方向のどれかで隣接する会

合体のことを指します． 
 

これらのクラスターは，そのサイズによって移動に差異が生じると考えられます．例

えば，半径a の粒子は流体中の移動において，粘度ηの溶媒から次のストークス則[4] 
                             ηπaf 6=    (2) 
に従った摩擦係数 f をもち，その半径に応じた抵抗を受けるため，移動度が変化しま

す．クラスターの大きさa を,粒子数 N および半径パラメーターD を用い， 
                           DNDNa −∝),(    (3) 

図 2  粒子単位の移動による会合体形成の様

子.粒子が隣接すると,粒子間の相互作用によっ

て系はεの安定化を受けます. 

図 3  粒子単位の移動による会合体の解離の

様子. 

図 4  クラスターの判定.二次元格子模型にお

いて四方向に隣接する粒子は同じクラスター

に帰属されます .この例ではそれぞれ会合数

3,2,1 のクラスター①,②,③が存在します。  
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図  5  (4)式に従った,クラスターを構成す

る粒子数と移動確率の相関. 
 



と表せば，ストークス則に相当する摩擦を考慮した粒子の移動を考えることが可能で

す．これを模擬するために粒子数 N のクラスターに対して，乱数 r0,1を考え， 
                               　DNr −<1,0    (4) 
が成立する場合，そのクラスター単位の移動を行うことにします．クラスターの大き

さに影響を与える半径パラメーターD は，粒子の存在する溶媒の種類に相関があり，

D 値を変化させることが溶媒の変化に対応するのではないかと考えました．図 5 は半

径パラメーターを変化させたときのクラスターの大きさと(4)式に従った移動確率を

表したものです． 
 この格子模型では有限な格子数しか指定できませんが，格子数，粒子数，温度が一

定の同じカノニカル集団を二次元的に接続させることで，境界の効果を考えなくてす

むので，大きな系を考えることができます(図 6)iii. 

本シミュレーションではその中の一つのカノニカル集団に注目し，粒子の移動を行い

ます．ivここで，二次元的な接続を可能にするために，格子の周囲にある粒子が格子

枠外に移動する場合，その格子の反対の座標に粒子を出現させるという境界条件を定

めました(図 7)． 
 結果に影響を与え得る変数について言及します．本シミュレーションでは，X,Y 平

面で指定した格子数(X,Y)，粒子の格子数に対する数密度 Density，クラスター移動確

率に関与する半径パラメーターD，隣接粒子間の相互作用εおよびカノニカル系の温

度 T，各試行における粒子の総移動回数 Steps そして，クラスター単位および粒子単

位での移動の割合(移動比)：move_ratio を指定可能としました．温度 T および隣接粒

子間の相互作用εはボルツマン因子を用いたモンテカルロ法を制御する変数であり，

その比ε/T が議論されることになります．move_ratio は，例えば，総移動回数およ

び移動比が Steps=10, move_ratio=2:3 ならば「2 回のクラスター単位の移動後，3 回

の粒子単位で移動を行う」というサイクルを計 10 回行うことを意味します． 
 本プログラムのアルゴリズムについて説明

します．本シミュレーションでは，注目する

一つの二次元格子模型を指定された(X,Y)座標

数に従って作成し，パラメーターDensity に対

応する粒子を配置します．このとき，粒子は

(X,Y)座標に対応した 1 から X，および 1 から

Yまでの自然数の乱数 rn1,Xおよび rn1,Yに従っ

て，配置座標をランダムに決定されます．乱

数によって指定された座標に，すでに別の粒

子が存在する場合は，再度乱数が呼び出され，

新たな座標を得ます．この作業を繰り返し，

すべての粒子を二次元格子に振り分けます．

図 6 カノニカル集団の二次元的な

接続. 左から a, b, c.  a のように

同じ粒子数 N, 格子数 V, および温

度 T をもつカノニカル集団の接続

を, b の粒子配列をもつ一つのカノ

ニカル系に適応しました.このとき

視覚的に c のような拡張された系

が表現できます. 

図 7 二次元格子模型に対する境界条件. a に

おける粒子が x 方向へ+1 移動すると b の位置

に移動します. 



配置された粒子はすでに隣接粒子とクラスターを形成している可能性があるので，

各々のクラスターに対する識別番号，クラスターを構成する粒子数などを判定します

(クラスター判定).クラスター単位での移動を 1 度だけ行った後，粒子単位での移動を

任意の回数行います．系にある粒子は，これらの移動により会合や分裂をし，移動前

とは異なる様態のクラスターを形成し得ます。したがって、クラスター単位での移動

を行う前には再度，クラスター判定を行いました．ここで，クラスター単位での移動

および粒子単位での移動順序は，先に例を挙げて述べたように変数 Steps および

move_ratio に従って制御されます． 
 粒子が十分な運動を行った後の系に，先のカノニカル集団の二次元的な接続と拡張

を考えると，次の三つの定常状態を考えることがで

きます．すなわち，粒子はある程度会合しているもののネットワークは形成されない

状態(アグリゲーションと呼ぶ。v図 8a)，一次元的なネットワークを形成している状

態(図 8b)，そして二次元的なネットワークを形成している状態(図 8c)です．本シミュ

レーションでは，この三パターンの定常状態を区別することによって，各々の変数に

対するネットワークの形成の様子を扱うことができます． 
 
3 結果および考察 
 
 上記のようなプログラムから得られた結果を示します．シミュレーションは三段階

で行いました．まず，粒子単位の移動のみを行った系についてε/T，Steps および

Density を変数に，モンテカルロ法による粒子単位の移動がどのように行われている

か検証しました．ここでは粒子のネットワーク形成については言及せず，二次元格子

模型のモンテカルロ法の確認や緩和ステップ数のサイズ変化に関する考察を目的と

しています．次に，粒子によるネットワークの形成を観測するため，クラスター単位

の移動のみを行い，半径パラメーターD を変化させた系についてシミュレートしまし

図 8 カノニカル集団の二次元的接続

による系の定常状態. a では粒子が

アグリゲーションをおこしネットワ

ークが形成されていません. b は水

平方向にのみネットワークが形成さ

れた一次元ネットワークです.垂直方

向のみネットワークも一次元ネット

ワークに帰属されます. ｃは水平,垂
直方向にネットワークが形成された

二次元ネットワークの例です. 
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図  9  各試行における平均隣接粒子

数のばらつき.ガウス関数に近似でき

ると考えられます. 



た．そして最後に，粒子単位，およびクラスター単位の移動を組み合わせた系につい

て move_ratio,ε/T， Steps および，Density を変数としてネットワークの形成がど

のように行われているかシミュレートしました． 
 まず，ネットワーク形成を考える前に，ボルツマン因子を用いたモンテカルロ法に

ついて粒子単位の移動のみを行い検証しました vi．図 9 は，観測回数を 1 粒子あたり

の平均隣接粒子数 l でプロットしたもの

です． 
 
この試行結果がガウス関数に近似でき

ると考え，以降では 1 粒子の隣接粒子数

として，その平均値を用います．まず，

数密度および Steps 数の変化が，平均隣

接粒子数にどのように影響するかシミュ

レートしました(図 10)． 
 ε/T が大きくなると１粒子あたりの会

合数はある値に漸近するようです．これ

は,ボルツマン因子がε/T の増加と共に 0
に漸近することに他なりません．すなわ

ち，高ε/T 領域では一度会合した粒子が

同程度に，そして極めて解離しにくいということを表します．実際の粒子では，隣接

粒子のみと相互作用を及ぼす訳ではありませんが，このモデルで議論する限りは， 

ε/T に上限があるようです．また，ステップ数が少ないと定常状態に達しませんが，

この傾向はε/T が大きくなるにつれ顕著となっています．ε/T が小さく，粒子の会

合が有利でない領域，特にε/T<5 付近においては粒子の数密度が同じである場合に

Steps=100 においてすでに緩和している．一方， ε/T の大きな領域では緩和に多く

の Steps を要することがわかります． 
 系が，定常状態へ達するための十分な時間すなわち Steps は，系の格子数を変化さ

せた場合にどうなるでしょうか．低 Steps においてすでに緩和されていることが図

10 から既知であるε/T=5.0 の条件で，格子数を変化させた場合の l －Steps(図 11)お
よび l －Steps/粒子数(図 12)の相関を探りました． 
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図 10 平均隣接粒子数のε/T 依存性. 
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図 11 大きさの異なる二次元格子模型中の平均隣

接粒子数と Steps の関係. 
図 12 Steps を粒子数で割ったときの平均隣接粒

子数との関係. 



 格子数の大きな系では十分なステップが必要ですが，1 粒子あたりのステップ数が

等しければ， l に対して同じような結果を与えるようです．単純なことですが，系の

縮小，拡張に対してステップ数を対応させることで平衡への緩和ステップ数をスケー

ルすることができることが示唆されます vii． 
 次に，クラスター単位の移動のみを行ったシミュレート結果について報告します．

(X,Y)=(20,20)の系において，粒子の数密度(40≤Density≤ 70)および半径パラメータ

ーを変化させ，ネットワーク形成の様子を探りました．本稿の理論においては，クラ

スター単位の移動を行う際には粒子の会合のみが観測されます．したがって，本シミ

ュレートでは解離に伴うモンテカルロ法は適応されず，クラスター単位の移動はε/T
に依存しません．図 13,14,15 は粒子の数密度に対する，ネットワーク形成の状態の

標本数をプロットしたものです． 

 
 このシミュレーションに関して言及すべき点が２つあります．第一に，今回調べた

範囲内ではネットワークの形成パターンとクラスターの半径パラメーターに相関が

みられないということ．第二に、数密度 50%を中心とした領域に一次元ネットワーク

の形成が多く観測されるということです．これは，定常状態へ向かう過程において系

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

40 45 50 55 60 65 70

粒子の数密度

標
本

数
の

割
合

(%
)

D=0.1

D=1.0

D=2.0

D=5.0

D=10

図 13 ネットワークが形成されない標本の割合. 
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図  14 一次元ネットワークが形成された標本の

割合. 
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図 15 二次元ネットワークが形成された標本の割合. 

図 16 一次元ネットワークのクラスター単位に

よる移動例. 系が一つのクラスターで構成され

ているとき,a の粒子が水平右方向に+1,垂直上方

向に+1 移動すると b の状態になります.しかしこ

の移動による二次元ネットワークは決して形成さ

れません. 



中の全粒子が会合し，なおかつ一次元ネットワークが形成されていた場合，解離反応

を伴わないクラスター単位の移動では二次元ネットワークへの変化が見込めないか

らです(図 16)． 
 また，冒頭に述べた研究[1]では臨界確率が 59％であるのに対し，本シミュレーシ

ョンでは粒子の数密度 59％において，半径パラメーターに依存せず，おおよそ 9 割

の標本が一次元もしくは二次元ネットワークを形成していることがわかりました．し

かしながら，上記の理論では，59%以上で急にネットワーク形成の確率が高くなるの

に対して，粒子の移動を伴う本シミュレーションでは，ネットワークの形成が粒子の

数密度の変化に対してゆるやかに応答するようです．ただし，先の研究においてもシ

ミュレートする系が小さい場合，緩やかな曲線で臨界確率に達することが報告されて

おり，本シミュレーションにおいても系を拡張することでパーコレーションの臨界確

率に変化が生じるかもしれません viii． 
 最後に，粒子およびクラスター単位

での移動を組み合わせたシミュレーシ

ョン結果を報告します．一次元ネット

ワークが頻繁に観測されることは，先

に述べたように，クラスター単位での

移動を行うという，本シミュレーショ

ンのアルゴリズムに特有の現象が反映

されたものです．従って，実在の系に

対しては不適切であると考えました．

これに対して粒子単位およびクラスタ

ー単位の移動を組み合わせることによ

って改善を試みました．図 17,18,19 は，

そ れ ぞ れ Steps100 に お い て

move_ratioを1:0, 1:1, 1:5, 1:10, 1:20と変化させたときのネットワーク形成の様子を

表したものです．ε/T が大きな系では，Steps=100 の上限で粒子単位の移動を行った

際に緩和が十分でないことが示唆されています．しかし，以降のシミュレーションで

はクラスター単位の移動を基調とした二次元ネットワークの形成に対して，新たに定

常状態を定めました．すなわち二次元ネットワークが形成されたステップ数が，変数
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図 17 粒子単位の移動を加えた場合のネットワ

ークが形成されない標本割合の変化. 

図 18 粒子単位の移動を加えた場合の一次元 
ネットワーク形成割合の変化. 
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図 19 粒子単位の移動を加えた場合の二次元

ネットワーク形成割合の変化. 



として設定された総ステップ数 Steps に対して十分小さいことを定常状態と判定す

る条件にしました 1． 
 本シミュレート結果で興味深いことは，粒子単位での移動を少し加えることが，ク

ラスター単位のみの移動を行った結果と比較して，ネットワークの形成結果に大きな

変化をもたらすということです ix．図 17,18,19 において move_ratio が 0 のシミュレ

ート結果が，先のクラスター単位の移動のみを行ったものに相当します．粒子単位の

移動が加わると，ネットワーク形成の観測されない事象は減少しています(図 17)．こ

の減少傾向は，move_ratio が 0 と 1 を比較した場合，粒子の数密度が 48%から 60%
のほぼ全域で同程度に観測されます．一方，move_ratio を 1 から 20 まで変化させた

場合を比較すると，この減少傾向は 55%付近を中心に顕著にあらわれます．また， 
move_ratio が 0 であるクラスター単位のみの移動と比較して， 1:1 の割合で粒子単

位の移動を加えた場合，一次元ネットワークの形成は大幅に減少しています(図 18)．
特に注目すべき点は， move_ratio が 0 のときに一次元ネットワークが粒子の数密度

55%付近において多く観測されている

一方，粒子単位の移動を 1:1 の割合で加

えるだけで一次元ネットワークの形成

の割合が粒子の数密度の増加に対して，

一様に減少するようになるということ

です．一方，粒子単位の移動を加える

と，二次元ネットワーク形成の割合は

アグリゲーションをおこす系(図 17)と
ほぼ逆の傾向で増加しています．すな

わち，move_ratio が 0 と 1 の場合を比

較すると粒子の数密度 48 から 60%の

範囲で一様に標本数は増加し，粒子単

位の移動をさらに加えると，粒子の数

密度が 55%付近を中心に増加していま

す(図 19)．この 55%周辺はクラスター

単 位 の 移 動 と 粒 子 単 位 の 移 動

比,move_ratio に敏感に応答する領域

です． 
 どの定常状態においても，粒子単位

の移動回数が加わるほど標本数は変化

するようですが，この変化の傾向があ

る移動比以降において，粒子単位の移

動を増加させた場合にほとんどがみら

れないことがわかります．そこで，ク

ラスター単位のみの移動と比較した場

合に，移動比 move_ratio に対する応答

が興味深い粒子数 55%の系において，

1各々の試行で二次元ネットワークが形成されたステップ数が正規分布に従うと仮定します.その平均 stepsと標

準偏差 )(stepsσ が,指定した総ステップ数 stepsに対して, stepsstepsstepssteps <+<+ σσ 32 もしくは で

あれば,総ステップ数内に,それぞれ 95.4%以上,99.7%以上の標本が観測されると考えます. 
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ネットワーク形成の割合と粒子単位の移動割合の相関を探りました(図 20)． 
 
 図 20 から，一次元ネットワークの標本の割合は粒子単位の移動を加えると減少し

ますが，粒子単位の移動がクラスター単位の移動に対して 5 倍以上の場合にほとんど

一定値に漸近する傾向にあることがわかります．以降のシミュレーションはこの結果

を考慮し，粒子単位の移動をクラスター単位の移動に対して 5 倍以上とした条件下で

行いました． 
 次に，クラスター単位の移動においては相関のみられなかった，粒子の半径パラメ

ーターを変化させた系についてネットワークの形成の様子をシミュレートしました．

図 21 は，粒子の数密度と半径パラメーターを変化させたときの，二次元ネットワー

クが形成される割合を示したものです．このシミュレートに関しても半径パラメータ

ーとネットワーク形成の相関はみられません． 
 さらに，Steps,ε/T および，粒子の数密度を変化させ，二次元ネットワークの形成

と半径パラメーターの関係を探りました．次図22はDを0.5, 2.0, 3.0, 5.0, 10, 20, 100
と変化させたときの二次元ネットワーク形成が形成される標本の割合です．移動確率

は，D 値およびクラスターの大きさによって，図 5 に示したように与えられます．粒

子の数密度，ε/T および Steps をさまざまに変えてシミュレートしました．しかしな

がら，半径パラメーターがネットワ

ーク形成に対して影響する結果は，

これらの変数に依らず，得られませ

んでした(図 22)x． 
 
 一方，温度(ε/T)に対してもネット

ワーク形成との相関についても同様

に探りました(図 23)．粒子間の相互

作用が強くなるほどネットワークの

形成が行われるようです．この傾向

は粒子の数密度が 50%付近において

顕著にみられます．これは，クラス

ターのみの移動において一次元ネッ

トワークの形成が頻繁に観測された
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図 22  いくつかの粒子の数密度,ε/T,および Steps が

異なる条件下における,半径パラメーターD と二次元ネ

ットワーク形成の割合の相関. 
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領域と対応しており，一次元ネットワークから二次元ネットワークへの転移が，ε/T
に応じて敏感に応答していることを示唆します．図 24 はこの傾向が大きい，粒子の

数密度 50%におけるネットワーク形成の様子をε/Tに対してプロットしたものです．

本シミュレーションの範囲においては，ε/T 値に依存して二次元ネットワークの形成

が 17.5%から 45.1%まで変化しました．温度が高い系ではアグリゲーションをおこし

た粒子や一次元ネットワークを形成している粒子の解離が頻繁に行われる一方,粒子

間の相互作用が強ければ粒子の拡散が抑制され，二次元ネットワークの構築につなが

ると考えられます． 
 
４．結論と問題点 
 
 粒子のネットワークの形が粒子の数密度，会合エネルギー，温度などの要因によっ

て変化するということを本シミュレーションによって再現することができました． 

ε/T の値が大きければ，モンテカルロ法による粒子会合がクラスター単位の移動を補

助し，ネットワークが形成されやすくなります．物理ゲルの形成に対しても，アグリ

ゲーションを起こした粒子の解離のために，ある程度の温度が必要なのではないかと

考えられます．一方で，溶媒の粘度変化を想定した半径パラメーターD によるネット

ワーク形成の変化に関しては，本シミュレーションの範囲において観測されませんで

した．(2)式が本来は三次元の流体に対するものなので，格子模型を三次元に拡張する

ことや粘度ηの温度依存性についても考慮に入れる必要があります．これは粒子単位

の移動にのみ作用するε/T が,粘度の温度依存性を考えることによってクラスター単

位での移動に関しても制限することになるからです．これにより，異なる結果が得ら

れるものと考えます．また，粒子を格子模型に確率 p で配置したときのネットワーク

形成に対しては明白な臨界確率 cp が存在します．[1]しかし，本シミュレーションで

はネットワーク形成の様子が粒子の数密度に対してゆるやかに変化するという結果

になりました．これに対しては，シミュレートしたシステムが十分に大きかったのか

という点に疑問が残ります．今後は，格子を疎視化した場合にネットワーク構造の基

本的な性質がどのように変化するか，いろいろなサイズのシステムを用いて調べる必

要があります．また，そのためにも本シミュレーションによって形成されたネットワ

ークのフラクタル構造を解析する研究も必要であると考えられます． 
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以下は秋山による註である。 

i この報告は，授業のレポートとして書かれた。授業のレポート関連部分に関しては秋山と小熊の解説を参照。

なお秋山は、わかり難い部分を指摘し、議論したが基本的に小熊自身による報告である。基本的に秋山のコメン

トは註に書くようにした。 
ii ここでのシミュレーションに疑問が無いわけではない。例えば、ボルツマン分布を再現するモンテカルロ・シ

ミュレーションで、平衡系の構造はともかくとして、その保障も無いゲルの何を適切に再現できるかは自明では

あるまい。しかし Metropolis 法と（１）式を用いたトライアルは行われ，発表されており，挑戦する価値があ

ると思う。ここで詳しくは述べないが、例えば M. Nosaka, M. Takasu, K. Katoh, Characterization of gels by 
Monte Carlo method using a model of radical polymerizaion with cross linkers, J. Chem. Phys. 115 (2001) 
11333 などを参照。 
iii いわゆる周期境界条件。サイズが有限である効果を軽減できると考えられている。 
iv いわゆる基本セルについてシミュレーションを行うということ。 
v ネットワークを作らないアグリゲーションが出来る場合沈殿物が出来てもゲル状にはならないと考えて区別

したと思われる。 
vi この図９、図１０に関する計算は、今回のシミュレーションが適切に行われているかどうかについての検証。

こうした検証の重要性に気がついている事は重要であろう。また、評価量について自ら作成し、考察しながら前

進していった姿勢はすばらしいと思う。 
vii 後で考えてみれば当たり前の事であっただろうが、基本セルサイズとステップ数の間にある関係を発見して

いる事は意義深い。今回は時間切れであったが、今後の課題のひとつである「より巨大な系に対する計算」を行

う場合に役に立ったであろう。 
viii この推測は正しいように思われる。十分に時間があれば試してみると面白かったであろう。 
ix この移動方法依存性は、結果に関する著者による一つめの発見である。 
x 著者による二つめの発見。一見ネガティヴな結論だが、現実系を考える場合に意義がある結論だと思われる。 

                                                   


