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複数個の母集団に関する正規型多次元多重回帰分析の手法について

※ ※※ ※※※

伊 藤 孝 一 ・大 崎 紘 一 ・工 藤 昭 夫

第1節 最 小 自乗 法 及 び そ の 拡 張

デ ー ター を 直 線 で あ て は め た り 、2次 曲 線 で あ て は め た りす る事 は 、最 小 自乗 法 の 特 殊 例 と して よ

く用 い られ る と こ ろ で あ る。 念 の 為 に 簡 単 に そ の 概 略 を述 べ て み る と次 の よ う に な る。

モ デ ル を

Y=a、X、 十 十akXk=(剣X)(1)

とす る。

こ こ で 、1次 式y=a+βxの 場 合 に はa、=aa2=βX、=1×2=xと な り

2次 式y=a+βx+γx2の 場 合 に はa、;aa2=βa3=γX、=1X、=xX3=ff

と な る。ai(i=1,… …k)は 回帰 係 数 と よ ば れ る。

デ ー ター と し て 対 雌 跳

・ ・=〔XZ()

疏 環 〃。

即 ち 、 各 々 がk+1個 の 数値 よ り な る 大 き さnの デ ー タ ー が 与 え られ た 時 の 最 小 自乗 法 に よ る解 は 、

a-(X'X)-1X'鮎

で あ り、aは 、iFl規 方程 式X曳=(X'X)-1剣 の 解 で あ る。

一更 に 誤 差 項 を 考 慮 して
、 モ デ ル を改 め

Y=(a'X)十 ε(1)'

但 し 、 ε は 平 均0で 、 同 一一分 散 σ2を もつ 誤 差 変 量 と考 え る 。E(ε)=0,V(ε)=σ2。

灸は 、 不 偏 推 定 で あ り、 推 定 量の 分 散 、 共 分 散 行 列 はV(a)=σ2(X'X)-1の 形 を し たk×k次 非 負 な

対 称 行 列 で'ヂ え ら れ 、 更 に σ2の 不 偏 推 定 は 、

∂2=(Y-Xa)t(y-Xa)/(n-k)=(Y'Y-y'Xa)/(n-k)

に よ り 与・え ら れ る,,

こ の 議 論 を 多次 元 の デ ー ター に 拡 張 す る 事 、即 ち モ デ ル を

X;aaX1十 十akXk(2)

但 し 、¥,ak■,akは 各 々P次 元 の ベ ク トル

こ の 拡 張 も、初 等 的 な 統 計 の 教 科 一書 に 載 っ て い な い が 、理 論 的 に は 、 完 成 して い る 。

※ 南山 大学

※ ※ 岡 山大学 「学 音ll

※ ※※九州 大学理学1苓ll



多次元のモデルの理論は、 とりあえず問題に しない事に して、再 び1次 式の場合に戻 り議論する事

にしよう。 実例 としては、放射線の照射量 と白血球の減少量、化学工業の生産工程におけ る温

度 と成分量、不快指数 と交通事故の数等、いろいろ考える事ができるが、私共のような、具体的な問

題に対する思考が音痴に等 しい者は、記 暑で書 いてある方がかえってわか りやすいので、記号の まま

で説明させていただ く。

3組 のデーターがあ り、各々直線で当てはめる事ができるとしよう。

モデルとして

〃諜a、+β 、κ+ε 、

y・綴a2+β 霧x+ε2

y:a3+β3x+ε3

但 し、亀,β ∫は回帰係数 ε∫は誤差項 とする。

実際に3組 のデーターに直面 し、散布図を書いて検討する場合、次のようないろいろの疑問が起 こっ

て くる。

(1。)誤 差項の分散は共通でなかろうか。

(2"〉 誤差項の分散が共通でなくとも、その うちの2個 、たとえば ε、 と ε、の分散 はほぼ同

一一でなかろうか
。

(3")國 帰係数が全部相異る、即 ち3本 の霧々の直線であてはめな くてはな らない。

(4.)3本 の直線は異なるに して も、互に平行 である。 即 ち β、=β,・・β,

(5")平 行 でないかわりに、特定のxの 値x{}で 交 わる。 燐1ち、モデルを

y:af+β ゴ(x-Xb)

㌢醤 曜 ÷βガ(濫 一為)

y・・a5+β3'(x-Xb)

と書 き変 えると 留 二鰐=鰐 を満足す る。

(6。)3個 の デー一ターは同一直線で書 くことができる。 即 ちa1…a2=a3β 、=β2瓢 β3

(プ)xの 値 に よりyは 変わらないe即 ち β,=β2=β3=o

この ような、複数個のデー ターの組がある場合には、簡単な直線の当てはめの問題 です ら、多種 多様 な

解析が必要 とな り、(1>のよ うな一般 のモデルの場合には、なおのこと非常に数 多くの計算が必要になる。

上述の回帰係数の推定式や分散の推定式をみると、逆行列 を作 る操作、行列 とベ クトルあるいは、行

列 と行列の積 をとる操作のみで計算可能であるので、計算のアル ゴリズムに は、ある種の共通性がある。

即ち、汎用アルゴ リズムが可能ではなかろうか との疑問に答えた ものが 〔1〕 である。

このたび、この論文 と同一名のライブラll一プログラム を開発す る事ができて、4月 のプログラム

ライブラ リ專門委員会の決定に より九大センターに登録する運びとなったが同一アル ゴリズムによる

プログラムで、我々が経験 した所では、24組のデー ターについて16種 類 、全部 で約250回 の 計算を半年か

けて計算 した結果 を、再度このアルゴ リズムを用いて計算 した所、数分で全部の計算が完了 した。〔2〕

統計解析の実地では多くの場合、1次 元のyが デー ター としてとられるのではな く、多次元のデー タ



一Xが とられ る場合が多 く
、複数個 の母集団の最小 自乗法は きわめて重要である。この背後にあるア

ルゴリズムを続 一モデルについて述べ る前に、多次元の回帰理論 を概観 してお く。

モデル(1>を 拡 張 したモデル(2>に 、誤差項 を考慮 して

X・91κi十 蔦21e十 十尋μ た十動篇(a;uk… …蝕)茎 十£罵A冬 十£(2ア

但 し 茎==κlk次 尤 ベ クトル

簸

A・・〈aAi,akZ,… …… 歎)大 きさp×kの 行列

£:p次 元の誤差変量で平均値ベ ク トル 隻,分 散共分散行列Aを もつ とする。

大きさ 嚢のデー ター を考え、このモデルに従 うデー ター

xl如1擁

耀 魂蜜 謁

・ …me(XY)

琢 魂 蜜 沸

ム ム

その時A及 びAの 推定量のA,Aは

ム
(i。>A'訟(X'X>'ix'Yバ
(2n)A=:{Y'Y-Y'X(X'X>-ix'Y}/〈R-k>

で 与 え ら れ る 。

第2節 統一モデルについて

複数欄の母集鐡か らのデー ターが得 られる場合の統鳥 モデルについて、1次 元の回帰モデルに限っ

て述べ よう。 ♂梱の母集団があき)、各々から大 きさ 塒,碗,… …短 の標本が得 られ る場合 を

考 えよう。 この場合には!偶 の(1>の 形 をしたモデルが想定 される。この場合、醸帰係数、a、,

a2,… …akの うちいくつかは、母集団に特有なもので、母集団毎 に異なり、残 りのい くつかは母集団

について共通であると考えることがで きる.

今 、/個 のモデルを

Y・aFIXi十 ÷a晃1)Xk

Y・・ai2)Xi十 ÷a£a>Xk

Y讐al～)X1十 十ake}Xk

と書 き、 峯

/組 のデー ター を次のように書 く、



[X(1,1)X(1,2)y(1)]

[X(2,1)X(2,2)y(2)〕

[X(/,1)X(f,2>.V(～ 〉]

、 忍 「36tTTTlAサ'

は じめ のm個 の 回 帰 係 数 は 、母集 団 に個 有 な もの と考 え 、 残 りは 共 通 な もの と考 え る と 、 共 通 なa∫`〉

の 母 集 団 を 表 わ す 添 字`を は ず して

Y・ ・aliンXS1)十… … 十曜)X無 〉十am+iXm.1十 … … 十akXh

Y=aS2)X!2}十 … … 十a鍵))蝦)÷a携"Xm÷1畢 … … 十akXk

Y=a!g)Xlx)十 … … 十a翻))螂)十am+iXm÷1十 … … 十akXh

と書 き 直 す 事 が で き る 。

こ の/個 の モ デ ル を ひ と つ の モ デ ル で 書 き表 わ す とす れ ば

Yx(ali)XSi>十 … … 十a辞>X舞))十(al2}Xl2>十 … … 十a濱>X㌶〉)十… … 十(al～}Xlり 十 ・・… ・十a擾}X翻>>

十am+1Xm+1十am÷2Xm+、 十 … … 十akXk(3)

と書 け る。こ こ で κ∫`喧=1,…/)は 観 測 値 が 第i母 集 団 か ら 来 た 時 に はX!i>=:Xi他 は 全 部0と お く

事 に す る。モ デ ル(3)で(n、+n、+… …+n、)個 の テー ター か ら成 る1組 の デ ー タ・一一一を 考 え る と



と書ける。 上の表か ら明らかなように、統一モデル(3)に 必要 な行列やベ クトルは、/組 のデ

ー ターの各々か ら作 られた行列やベ ク トルで書 く事ができる。

とな り最初に述べ た公式によ1♪未知母数の推定が可能である。 多次元のモデルの場合には、X'Yは ベ

クトルではな く、lm×9"÷(m-R)1×P次 の行列、Y'YはP×Pの 行列 となる。

モデル(2>'に 戻 って考えると、推定量の計算のアルゴリズムは、(m÷p)次 の 正方行列

1:1淵 の榊m次 の蜥 ダliを・sweepout・ve-6J{1#C・ よつて求め られる・

'紐 の デ ー ター が あ る場 合 に は 、 こ の よ う な行 列 が9枚 で き る。 こ れ を我 々 は 、 デ ー タ ー行 　ザdata

matrix"と よ ん で い る、、 更 に 統 ・モ デ ル を 媒 介 と して 、9組 の デ ー ター を1組 の デー ター と考 え 直 し

た 場 合 に は 、sweepoutす る べ き行 列 は 、#'枚 の行 列 を い わ ば適 当 に 重 ね 合 わ せ る こ とに よ っ て 作 る

夢が で き る 。 こ れ は 我 々 は 価work総gmatrix::と よ ん で い る。}

我 々 が 書 い た プ ロ グ ラ ム は 、 患 来 る だ け 多様 性 が あ る解 析 を ・懇 の 計 算 で 遂 行 出 来 る よ うに 考 え 作

成 した もの で あ る。 た と え ばdaiaraatrixを 記 憶 した あ とで 、workingmatrixを 作 る と き に 、data

matrixの 全 体 を糠 ・て 作 る必 要iま な い。 即 ちお の お のdatamatrixの な か で 、利 用 し な い 部 分 が あ っ

て もか ま は な い 。 こ の こ と は 、 第1節 の(5。)で 紀 し た よ う な 疑 問 が あ らか じめ わ か っ て い る と きに

は 、xの 外 に(x-一.T。)も デ ー ター の 一一一つ の=ン ポ ー一ネ ン ト と して 取 扱 い,datamatrixを 作 って おけ

ば 、 絹 じ織 線 をつ ぎの 二 つ の 式

謬篇a+β κ

㌢=a'牽 β(κ一あ)

を摺 い て あ て は め た 場 合 に(a,β)を 計 算 す る こ と と全 く瞬 様 な 手 順 で(ゴ,β)を 計 算 す る こ とが 出

来 る、,こ の よ う な 時 に は 、data恥a捻ix自 身 はsingularに なB、 逆 行 列 を計 算す る と きに はoverf1()w



するので、その点だけ注意すればよい。また、記憶 したdatematrixの うち、たとえば、1番 目と3

番 目のdatamatrixだ け をえらび 、workingmatrixを つ くることもできる。たとえば、第1節 で述べ

た3本 の直線のあてはめの例 では、第1の 母集団 と第3の 母集団とのあいだには、事行線でのあては

めができるとの関係 を仮定 して解析 を行 なう事ができる。

この ように、統計解析の問題に応 じて、datamatrixか らWorkingmatrixを つ くることが、lil来る

だけ自由に行なえるよう工夫 したつ もりであるが、吾 々3人 にはよくわかっても、利用者の側か らは、

理解 しに くい面があり、充分の能力を発揮 しない事にな腕 ましないか とも心配 してお り、利絹者側か

らの素直な批判 を、とくにお願いする次第である。

第3節 検定について

このプログラムでは、次の3種 類の検定ができるように工夫されている。
ゆ

(1。)誤 差 項 の 分 散 σ2、 あ る い は 分 散 、 共 分 散行 列Aが 、 母 集 団 に 関 し て 様 で あ るか 否 か

(2")特 定 の 回 帰 係 数aご(あ る い は回 帰 ベ ク トルai)が0で あ る か 否 か

(3。)特 定 の 回 帰 係 数(あ る い は 回 帰 ベ ク トル)、 た と え ばam.1"am.、,… …akが 母 集 団 に 関 し

て 一 様 で あ るか 否 か 、 即 ち 第2節 で 説 明 し た 統 一託 デ ル が 妥 当 な もの で あ る か 否 か

検 定 手 法 と して は 、 問 題2に つ い て はt検 定(多 次 元 の 場 合 、Hotellingの['2統 計 量)を 計 算 す

る よ うに な っ て い る 。(1),(3)の 場 合 は 、仮 説 を仮 定 し た場 合 の 誤 差 分 散 の 推 定32(多 次 元 の

場 合 は λ)と 、仮 定 しな い場 合 の 誤 差 分 散 の 推 定 値 を比 較 す る事 に よ り、 検 定 がur能 で あ り 、T.W.

AndersoRの 著 書(3〕 な ど を参 照 しな が ら検 定 の 為 の 計 算 に 必 要 な 植 が 出 力 さ れ る よ うに 工 夫 して

あ る 。 多 次 元 の 場 合 に 、 こ の プ ロ グ ラ ム 特 有 な こ と と して 次 の よ う な工 夫 が な さ れ て い る。

た と え ば 、(2)一 礪 題 で 件1と し た と き

仮 説H:ゑ:0(g、t・ ・(a、、a、2…一 ・・alp))

の 検 定 統 計 量 を計 算 す る際 のsweepoutの 各段 階 に 於 て 劇 産 物 と して で て く るP鯛 の 仮 説

H、:a、 、・=0

}{2:a、 …exa、2=o

Hj:a11=al2=… …=ali;O

H=Hp:al…=a12=… …=:ali=…==alp=()

を検定す る統計量 を順次に出力す る事が工夫 されてお り、多変量解析を実地に使 う場合には、便利で

あろうと期待 している.

この計算のアル ゴリズムについて説明す ると次の通 りである。HotellingのT2統 計 量は、通常次

の ような形をする統計量として書かれている。 θ をP次 元のベ クトル、Σ をP次 の正定植対称行

列 とするとT2は θ'£-1θ に比例す る量であ り、これはP+1次 の正 方行列 Σ θ の左上のΣ

θ'o



と書 か れ て い る部 分 をsweepoutし た 後(p+1,p+1)要 素 の 符 号 を 変 え た もの で あ る。

この 事 の 解 説 は 、 卑 門 書 に ゆ ず る 。(〔4〕Chapterを 参 照)

今 一一般 に 、q、+q2+q3次 元 の 対 称 正 方 行 列 が あ り 、 次 元 の 分 割 に 対 応 させ 、行 列 を 分 割 し て

と書 く とす る。 今 は じめ てq、 列 をsweepoutし た と す る。 こ れ は 次 の 形 の行 列 演 算 を行 な っ た

窪享に 他 な ら な い。

は じめ のqi+q、 列 をsweepoutす る 時 に は 、 計 算 機 の 内 部 で は 、 上 式 の 右 辺 の 形 が 表 わ れ 、 直 ち に 、

消 滅 す る 事 に な る。

今q1+q、=P,q、=1,Σ=「AB、 θ;C',F=Oと お け ば 、上 式 か ら直 ち に わ か る よ
　

[,lD/E

バ バ　　 バ

う に 、全 て のq、(1≦q、 ≦p)に 対 して 一 θ(q、)Σ(q、)-1θ(q、)=-C'A}1C

即 ち 、P個 の 仮 説 の う ち の 、 第q、 番 口 の 仮 説

Hq1:a11=a12=●.● ●.'=alql;0

を 検 定 す る 為 のHotellingのT2統 計 量 がH=Hqの 検 定 の 為 の 統 計 量 の 計 算 の と き の 副 産 物 と し て 、

同 時 に 計 算 が で き る こ と に な る。

(1),(3)の 問 題 に つ い て も 、行 列 式 の 計 算過 程 を段 階 別 に 考 え れ ば わ か る よ う に 、P次 の正 定 値

対 称 行 列 の 行 列 式 の 計 算 をす る 時 に は 、 こ のprincipal.minorsの 数 値 も副 産 物 と して 出 て く るが 、

そ れ を 利 用 した もの で あ る。

第4節 結 論

計算機の発達に伴 い、大量のデー ターの解析が可能になったばか りでな く、高度に複雑 な計算が、

可能になった。 その為には、ターンアン ドタイムや、入出力に要する時間や、計算実行の所要時間な

どを考え、なるべ く一一度に多種類の解析 を行な う事が、効果的である。 それには、統計推論の論理

的川貞序ではな く、計算過程を分解 して考察 し、計算機の内部で発生 した情報が、出力されないまま、

消滅 してしまう事がないよう特に注意す る必要 がある。

統計解析の理論は、一つ一つの手 法については、精密 な議論がなされている。 しかしなが ら、幾っ

かの 毛法 を遂次に適用 し、ある種の判断に到達す るのが実際のすがたである。とくに複数母集団が存在

する場合の、回帰分析には、実質科学の知見から予想あるいは決定されるいくつかの可能性があり、その知見に

導かれ、統計解析の手法 を用いてデー ターを解析 し、デー ターが何 を語っているかを、調べ るのが統

計解析の手法 の 目標 とする所であり、白紙の状態 で、デー ターに接する事は有 り得ない。



他方、か りに自紙の状態でデー ターに接 した時、今迄 とは異なる全 く新 しい知見が得られる事の可能

性 も否定できない。 それ故に、デー ターが、得 られた時は、出来るだけひろい可能性 を求めて、

可能 な限 りの解析 を行 ない、その結果 を、白紙に帰 って読み直す事が望 ましい。 ここで紹介 した、

プログラムが、開発 されたのはその要求 をみたすためである。

この論文は、伊藤 ・大崎 ・工藤がプログラム作製作業中に行 なった討論に基いて、工藤が執筆 した

ものであるが、時閣的制 約などの関係上3名 が会合 して執筆 したものではない為、文章には色々の不

充分な点が多いのではないか と考えられる。 その ような不充分さは、あ くまで工藤の責任 であ り、

将来このプログラム及びアル ゴリズムを英文で発表す る際には、訂正改善 したい と考えている。

この研究は昭和妬年度文部省科学研究補助金 試験研究(1),課 題 番号30o01に よるものである。
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